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PREFACE

ans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et I'approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu'elles sont dans '¢re de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, a organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par I'enseignement des mathématiques qui
jouent un role essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de I'avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux éléves
de ’Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de I'Océan [ndien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, a 1'élaboration et A
’adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I'Enseignement
Secondaire.

Elle a pour objectifs majeurs :

— I'harmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise & la disposition des éléves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— Y'acquisition par les éléves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypothases et de les valider ou non a
I'épreuve des faits ou du raisonnement, de tecourir aux modéles mathématiques qu'ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

_ la diminution du cofit du manuel pour permettre la réalisation d'un vieux réve : un éléve,
un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d’enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et francais, s’ap-
puient sur l'environnement des éléves pour les motiver, les faire agir, les amener & comprendre et
a agir de nouveau, de maniére autonome 6t créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont 6té systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément a notre conception de l'enseignement des mathématiques, nous n'avons pas
voulu présenter les legons sous forme d'exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la
participation active des éleves.

Insérés dans les legons, des exercices d'application immédiate permettent 'assimilation des
notions étudiées. Placés a la fin des chapitres, des exercices d'entrainement et d’approfondisse-

- - F
ment permettent aux éléves d’éprouver leur compétence et aux professeurs d'évaluer leur ensei-
gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de 'Education dans les
pays francophones d’Afrique et de 'océan Indien, ainsi qu’aux responsables de la Coopération
Francaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux a I’attente et aux besoins des utilisa-
teurs (professeurs et éloves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et,
par avance, nous les en remercions.

Saliou Touré
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B ARYCENTRE

Introduction

Nous disposons de plusieurs outils pour aborder les problémes
de géométrie : les configurations, le calcul vectoriel, I'outil analy-
tique et les transformations. L'outil barycentre vient s’ajouter & ce
riche répertoire. Il permet de résoudre certains problémes de
réduction d’une somme de vecteurs, d’alignement de points, de
concours de droifes et de recherche de lieux géométriques.
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—l.1.. Premieres notions

mEmmE=m Introduction

Soit le systéme constitué par une tige AB de masse négligeable portant A 2 Y
a ses extrémités deux masses m, et my. Comment doit-on poser la tige A
sur un pointean pour qu'elle reste en équilibre :
* lorsque my = mg 7

5 m
* lorsque m, = 2my ? my :

* lorsque mg = 3m, ?

En faisant varier les masses m, et m,, on constate, dans chaque cas,
que la tige reste en équilibre lorsque le pointeau se trouve en un point

G, situé entre A et B, tel que : m, x GA =my <GB ;
) - — Lo B
c’est-d-dire : myGA+ myGB = 0.

En physique, on dit que G est le centre de gravité du systéme, En mathématiques, on dit que G est le
barycentre des points A et B affectés respectivement des coefficients m, et mg.

meemmm Théoréme et définitions

Soit A, B deux points du plan et a, b deux nombres réels.
Si a + b # 0, alors il existe un seul point G tel que :aG_.i+ bG_B'-=_ﬁ‘:

Démonstration

— — — e — —
aGA+bGB =10 = [a+b)GA+bAB= 0
P A B
a+b

On pose ; ll—m %

W = " n ¥ e —
On sait que, étant donnés un point A et un vecteur u, il existe un point G unique tel que : AG = u .

BBITIEI’QLIE

Si a + b est nul, alors a et b sont opposés et : aGA+bGB=0 & aGA-aGB =0
© aBA= 0.

On distingue deux cas ; s o

e 5si a = 0 ou A = B, alors tout point G du plan vérifie I'égalité : aGA + bGB = u’_—
e 5i @ # 0 et A # B, alors aucun point du plan ne vérifie celte égalité.

» On appelle point pondéré tout couple (A,a) ol A est un point et @ un nombre réel ; a est appelé

coefficient du point A. :

"« Soit (A,a) et (B,b) deux points pondérés tels que: a + b # 0,

On appelle barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b) I'unique point G tel que : aGA + hGB = 0.

AlB
alb|’

S

On note : G = bar{(A,a), (B,b)] ou G = bar

6 Barycentre
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Remarques
« On retiendra également de Ja démonstration du théoréme précédent que G est'le barycentre de (A,a) et
AB ; cette égalité permet en particulier la construction du point G.

. T
(B,b) si et seulement si -
« Si A et B sont distincts, alors G appartient a la droite (AB).

e 5iA=B, alors G=A.

Exemples
s Le barycentre des points pondérés (A,2) et (B,3) est le point G tel que : . G :
AG = —AB
o Le harycenlre J des points pgndérés (C,2) et (D,~1) est le syméirique de D J C D
par rapport & C. En effet, 2JC— JD= 0 « C]=-CD. . l ;
—+———————

» Le barycentre de (E,1) et (F,1) est le milieu I du segment [EF].
Eneffet, [E+1F = 0.

1.2, Propriétés

pmmemmm Homogénéité
‘Le bar}'cenlre de deux points pondémﬂ est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients par un

' méme nombre réel non nul.
= kaé.?x - kbﬁ = _[f

En effet, pour tout nombre réel k non nul : aGA +bGB=0
Ensemble des barycenires de deux points distincts

Un point G est barycentre de deux points A et B s'il existe un couple (a,b) de nombres réels tel que G

soit le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b).
Théoréme

[
| Soit A et B deux points distincts du plan.
EI,'ensemhle des barycentres des points A et B est la droite (AB).

Démonstration
* On a vu que si G est barycentre de deux points distincts A et B, alors G appartient  la droite (AB)

* Réciproquement, soit G un point de la drmle (AB),
1 existe un nombre réel k tel que : AG = kAB, ou encore : AG = (—1_%1 AB

G est done le barycentre de (A,1 - k) et (B,k).

L ' Pour démontrer 1'égalité de deux ensembles E et F, on peut procéder par double inclusion
(E=F) & (EcFetFcE).

Exemple
Dans la démonstration précédente :
E est 'ensemble des barycentres des points A et B ;

F est Ja droite (AB).
C ticuliers

A est le barycentre des points pondérés (A,1) et (B,0). B est le barycentre des points pondérés (A,0) et (B,1).

Barycentre 7
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3 —>
mmmmmm Réduction de la somme aM + bMB

Soit (A,a) et (B,b) des points pondérés. Pour tout point M du plan :

BSal a+bw0, alois: cMA+ BMP = (¢#D) MG, o G est le barycentre des points pondéreés (Aja) et (Bb) ;
* si a+b =0, alors le vecteur aMA + bMB est indépendant iy I-min_t . .

Démonstration
. Sia+b#0,ﬂnmaﬁrﬁ+bhﬁ=a[m+§i]+b(ﬁé+g§)
=[a+b]@*{ﬂ6£+bcm
= (a + b) MG.
e Sia+b=0,alorsa=-b
et aMA + bMB =—bﬁ}A+bT‘-‘ﬁ
- bAB.

Le vecteur aMA + bLTB est indépendant du point M.

mumemmm  Coordonnées du barycentre

Le plan est muni du repére (O, T

On considere les points A(_; ) et B(i) On désigne par G le barycentre des points pondérés (A~ 2) et (B,5)
* Exprimer OG en fonction de OA et OB.
e Calculer les coordonnées du point G.

‘Le ;ilan est muni du repére (0,7,7) : “'r.\"'bxn
i A(*A), B[™B) etsiGestleb tre de (A, LED
Si (yﬂ) (ya)e si G est le barycentre de (A,a) et (B,b), alors G ay, + byy

a+b

Démonstration guidée

» En appliquant la propriété précédente au point O, vérifier que : 0G = = 1 = [a(i{ 4 bD_B"}_

» Conclure.

mmemmm Conservation du barycentre par projection

On sait que la projection conserve le milieu ; le théoréme suivant généralise cette propriété

Le projeté du barycentre de deux points pondérés est le barycentre des projetés de ces deux points
affectés des mémes coefficients.

On dit que la projection conserve le barycentre,

8 Barycentre
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Démonstration guidée ;
Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et G', (A)
A', B les images respectives de G, A, B par la projection sur 5

une droile (@) parallélement a une droite (A).
On munit le plan d'un repére (O, 1, ]) tel que :

(01) = (@) et (O]) = (A). 2

Soit (x4, ya) et (x5, yp) les coordonnées respectives des

points A et B dans le repére (O, L, J).

» Déterminer les coordonnées de G, A', B' et G’ en fonction J

de Xy, Ypr ¥p O Yp-

* Vérifier que G' est le barycentre des points pondérés _ (D)
o] IA G/ B

(A',a) et (B",b).

—1.3. Travaux dirigés

memz== 1. Une construction vectorielle du barycenire de deux points pondérés

Soit A, B deux points distincts du plan et a, b deux nombres réels non nuls.
M étant un point Elal_.l plan n'appartenant pas a la droite (AB), on considére le point M' tel que :

o
MM’ = aMA + b MB. .
1) Démontrer que M et M' sont deux points distincts et exprimer le vecteur MM’ en fonction des vecteurs

hﬁ et AB.

2°) On suppose a + b # 0.
a) Démontrer que les droites (AB) et (MM') sont sécantes en un point G, barycentre des points pondérés

(A,a) et (B,D).

b} Application
Conslruire le point G,, barycentre de (A,~2) et (B,5), puis le point G,, barycentre de [A. — ) et (B,1).

Solution
1°) M n'appartenant pas & la droite (AB) et les nombres réels a, b étant non nuls, les vecteurs aMA et

bMB ne sont pas cc colinéaires. Le vecteur MR’ n’est donc pas nul et M = M".
MM’ = aMA + bMB

= (a + b]i‘;ﬁ. + bAB.
2°) On suppose a+ b=0.

L
ajOna: (a+b] MA = MM — bAB.
Les vecteurs MM et AB ne sont pas colinéaires, sinon le vecleur non nul (a + b]MA serait colinéaire a AB.

ce qui est impossible car M n’appartient pas  la droite (AB) ; les droites (AB) et (MM’) sont donc sécantes.
Désignons par G le barycentre des pmnls pandéms (A,a) et (B,b).

On sait que Ge {AB} et aMA + bMB (a + b]MG

D'oi : MM _[a+b]MG et Ge (MM').

Les droites (AB) et (MM') sont sécantes en G,

i;} Les figures ci-dessous indiquent la construction des points G, et G, :

Barycentre 9
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ro|w

MA
M

M"” tel que :

-9 MA
* On construit le point M' tel que : . On cunstru.lt le POlﬂt
MM = £ 3 MA + MB.

MM’ =— 2MA + 5MB.
» G, est le point d'intersection de (AB) et (MM’).

* G, est le point d’ intersection de (AB) et (MM"),

HEEEEER 2. Soit G le barycentre des points pondérés (,a) ot (8,b). Discuter, suivant les valeurs des

coefficients a et b, la position de G par rapport aux poinis AetB.

Solution guidée
« En utilisant I'égalité aGA + bGB = 0 (1), justifier que : [al GA = Ib| GB (2).

* Déduire de (1) que :
— si ab > 0, alors G appartient au segment [AB] privé des points A et B ;

—sia=0,alorsG=B;sib=0, alorsG=A;

— si ab <0, alors G appartient au complémentaire du segment
grand coefficient en valeur absolue.

[AB] dans la droite (AB).

« Déduire de (2) que G est plus proche du point qui a le plus

» Vérifier que I'on obtient les résullats suivants :

G _ _, G : , G G
g B A B A B A B
ab < 0 et|al > B ab >0 et|al > |b| ab > 0 et |a] < |b| ab <0 et a < b

WE X €T CICOS BEos o A o A A s

Construire le point G, barycentre des points
pondérés (A,2) et (B.3). -
Construire le point G, barycentre des points
pondérés (A~ 1) et (B,3).

1.0 Soit deux points A et B. On considére le point
G, barycentre des points pondérés [A,2222) el
(B,3333). Exprimer le vecteur AG en fonction

du vecteur AB

1.b A, B et G sont des points tels que : AG = 7AB, le ferire chaque point comme le barycentre des

Déterminer un couple (a,b) de nombres réels tels deux autres dans les deux cas suivants :
que G soit le barycentre des points pondérés A : C 8
(Aa)et(Bb). - H ' :

l.c Le planest muni d'un repére. On consideére les i
I Surla figure ci- dessnus placer le barycentre des

points A( 4). B( 4) G le barycentre des points
pondérés (A,2) et (B,1). Déterminer les coor- points pondérés (A,3) et (B,2), et celui des points
(A~ 3) et (B, 13).

données de G.

A
et J B
e r——t—tt—t
4

1 d  Soit deux points Aet B,

10 Barycentre
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,Barycentre de plus de deux pomtsﬁ_j

D ONAOBTOG o e S 7

S D O N TS L G B
—2.1.. Théoreme et définition

Théoréme

LY
r

Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés.
2 — — et o,
Sia + b+ c#0, alors il existe un seul point G tel que : aGA + bGB + cGC = 0.

Pémonstration
= == —= —» — — —
aGA+bGB+cGC=0 & (a+b+c)AG=bAB+cAC
o Bk
= AG_a+b+cA Ta+b+c

Cette derniére égalité justifie 1'existence et 1'unicité du point G.

| Définition
| ' Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés tels que: a + b + ¢ # 0.

'On ﬂppelle barycentre des points pondérés (A,a], (B,b) et (C,c) I'unique point G tel que :
' aGA + bGB + cGC ﬂ

1
&
g

On note : G = bar{(A,a), (B,b), (C,c)) ou G

Egmargues

* Si I'un des coefficients est nul, par exemple a, alors G est le barycentre de (B,b) et (C,c).
» Celte définition et la remarque précédente se généralisent a 4 points (et plus).

A|B|C
alblc|

Exemple B
Soit ABC un triangle. Construire le barycentre G des points

pondérés (A,3), (B,-2) et (C,1).
Le point G cherché est tel que : EGA 2GB + G
(1) = HGA Z[GA + AB] +GA+AC=

e 2GA-2AB+AC=0
& AG=JAB+%AC.

On en déduit la construction ci-contre.
2.9, Propriétés

mmmemm Homogénéité
Propriete

Le barycentre de trois (ou plus) points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les cuﬂﬁiﬂj,ents
par un méme nombre réel non nul.

La démonstration est identique @ celle qui a été faite pour deux points.

Barycentre 11
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R.mqu_e
nts égaux est appelé isobarycentre de ces poings .

Le barycentre de points pondérés affectés de coefficie ¢ [AB] ;
» I'isobarycentre de deux points A et B est le milieu du Segmert. == j;mvifé du triangle ABC ;

» I'isobarycentre de trois points A, B et C non alignés est B parallélogramme.

» I'isobarycentre des sommets d'un parallélogramme est le centre de ce

X . bMB + cMC
pmemmm Réduction de la somme aMA + bMB + ¢
Propriété
Soit (A.a), (B.b) et (C,c) des points pondérés. Pour tout point M du plan:
‘=s5i a+b+c#0,alors aﬁﬁ+bhﬁ+cﬁ=(ﬂ+b +c) MG,

o1l G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (Cc) ;

* si a+ b+ c=0, alors le vecteur aﬂ+bﬁ+cﬁﬁ est indépendant du point M.

Démonstration
* Sia+b+c#0,alors af&+bi‘»ﬁ+cﬁ&=[a+b+c}@+aﬂﬂ+bGB +¢GC
=(la+b+ c)MG.

e Sia+b+c=0, alors a=-b-c . 5 s
et aIvM+bMB+cMC=[~_b:c]MA+bMB+cMC
=bAB + cAC.

Dongc, le vecteur aMA + bMB + cMC est indépendant du point M.

Comme pour deux points, on déduit de cette propriéié les coordonnées du barycentre de trois points.

mmzmmm Coordonnées du barycentre

Prop riefé

Le plan est muni du repére (O, f:j']

'si A(;i ), B(;:), C(;E) et si G est le barycentre de (A,a), (B,b) et (C,c),
| ax, + bxy + cxg

i a+b+c

i alors G ay, + byﬂ + cyc

gmmemmm Barycentres partiels

ABC est un triangle. Soit G le point défini par I'égalite GA- 3GB + 4GC=0
On désigne par K le barycentre des points (B,-3) et (C,4). S
« ficrire G comme barycentre des points A et K.

« En déduire une construction du point G.

12 Barycentre
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' Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés tels que :a + b+ c=0eta+ b 0.
Si H est le barycentre de (A,a) et (B,b), alors bar ((A,a), (B,b), (C,c)) = bar {(H,a + b), (C,c)}.

H est appelé barycentre partiel.

Démonstration — - i
Soit G leljpar}rcemltpra des pni_l}rts pondérés (A,a), (B,b) et (C,c).
On a:aGA + bGB + cGC = 0.
— — —
Or: aGA + bGB = (a + b)GH. (Ha + b) (C.c)

D'oit : (a + b)GH + ¢GC = 0, \ /
Dang, G est le barycentre de (H,a + b) et (C,c).

Cette méthode de détermination du barycentre peut étre illustrée (Ga+b+c)

par le schéma ci-contre,

Exemple
P B

Reprenons l'exemple du § 2.1.

Soit ABC un triangle. Construire le barycentre G des points
pondérés (A,3), (B,~2) et (C,1), en utilisant le théoréme des C

barycentres partiels. 8 3
Si H est le barycentre de (A,3) et (B,~2), alors AH = -2AB

et G est le barycentre de (C,1) et (H,1), c’est-2-dire le milieu de

[CH].

On en déduit une construction du point H, puis du peint G. H

Le théoréme précédent se généralise & un nombre quelconque de points et permet d’établir le point
méthode suivant.

:' Pour déterminer le barycentre de plusieurs points pondérés, on peut remplacer certains
. d'entre eux par leur barycentre partiel, affecté de la somme de leurs coefficients, a condition _

] | que cette somme soit différente de zéro.

R emarque

Soit un triangle ABC et G le barycentre de (A,a), (B,b) et (C.c). Lorsque a + b # 0, H est barycentre de (A,a)
et (B.b) si et seulement si H est le point d'intersection des droites (AB) et (CG).

9.3, Travaux diriges

pmmmmm 1. Ensemble des barycentres de trois points non alignés

Soit A, B et C trois points non alignés du plan.
1°) Etant donné un point G, démontrer qu'il existe un triplet unique (a,b,c) de nombres réels tels que G
soit le barycentre de (Aa), (B,b), (Cc)eta+b+c=1,

2°) Application ‘ .
Déterminer les coefficients a, b et ¢ (a + b + ¢ = 1) pour que G soit le barycentre des points pondérés

(A,a), (B,b) et (C,c) dans les cas suivants :
a) C' est le milieu de I{B_] et G esl le miliiﬂl‘ de [EE.'] -
b) K est tel que KB = 3KC et G est el que AK = 4AG.

Barycentre 13
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Solution
1°) Soit a, b et ¢ trois nombres réels tels que : ::ILJ +b +c= 1. ¢ i
G=bar(Aa), Bb), Cdl o AG=ggprciltarbre

- E=b§_ﬁ+cﬂa [cara+b+c=1]

= G(b) dans le repére (A, B, C):

c ! ¥ ¥
Tout Pﬂil'lt G du Plaﬂ ﬂd[]]el un CO“PIE “niq“e de Eoord{}nﬂées dﬂ_]]s ]_E rﬂpél‘ﬂ [Ag B; C]p d ﬂﬁ 1 EIIStenCe

et I'unicité des nombres réels b et ¢, comme du nombre réel afa=1- b-c).

2°) Application

a}Dna:GAHEﬁ =2GC'
= -26C.
— —

— =
Dol : GA +GB + 2GC = 0.

Donc a, b, ¢ sont proportionnels & 1, 1, 2.

T -1
Ams:.a-b-q 9tc-2.

— — — — 1 — —
b)—KB + 3KC = 0, donc : AK = —24 (-AB + 3AC).

e A C
0r:AG=-%AIE.
Donc . AG =% {-rB + 32’_1{3]_
Le point G a pour coordonnées (~ % ; -g—] dans le repére G

L. R ) ik A B

[A.B,C].Duﬂc.a—T. =—3 et c= .

smmmmmm 2, Centre du cercle inscrit dans un triangle

Soit ABC un triangle. On pose : BC=a,AC=betAB=c.

On désigne par I le barycentre de (A,a), (B,b) et (Cic). . T

1°) Soit P le point deLAB] et Q le point de (AC) tels que : AL=AP + AQ.

a) Démontrer que : |AP|| = [AQ].

h) Quelle est la nature du quadrilatére APIQ 7 En déduire que le point I appartient a la bissectrice de
I'angle ‘A du triangle ABC.

2°) Démontrer que le point I est le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

Solution 5 k. 8 b
1°) a)Ona:Al= =32 arbre

——F b e g 1N c g =
Droﬂ:AP=ﬂ+b+{:_AB Etﬂﬂ—a+b+cﬂc.

ioiiie be
Onadﬂnc=||AP||="ACﬂl=a+b+c'

b) Le quadrilatére APIQ est un losange car c'est un
parallélogramme ayant deux ctés consécutifs égaux.

—~ A
donc 2 la bissectrice de l'angle A.

I appartient
29) On démontre de méme que I appartient aux bissectrices des angles B et C ; I est donc le cent’® du
cercle inscrit dans le triangle ABC.

14 Barycentre
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mmmm=m 3. Centre d'inertie d’'une plaque homogéne

On admet les résultats suivants, utilisés en Physique, concernant les plaques homogénes :

— le centre d'inertie d'une plaque triangulaire est I'isobarycentre de ses sommets ;

- si une plaque admet un centre de symétrie I, ce point est le centre d'inertie de Ia plaque ;

- si une plaque admet un axe de symétrie, le centre d'inertie de la plague est un point de cet axe ;

= si une plaque P est la juxtapesition de deux plaques P, et P,, de centres d'inertie respectifs I, et I, et de
masses respectives my et m,, le centre d'inertie de la plaque P est le barycentre de (1,,m,) et (I,,m,).

Soit ABC un triangle, M et N les milieux respectifs des segments [AB] et [AC].

1°) Vérifier que le quadrilatére MNCB est un trapéze et déterminer le centre d'inertie G de ce trapéze,
considéré comme une plaque homogéne.

2°) Déterminer l'isobarycentre I des points M, N, C, B, Les points I et G sont-ils confondus ?

3°) Application

Le plan est muni du repére (0, 7, j'). On considére les points A(g). B(_nﬁ) et C(g)-

Calculer les coordonnées des points G et 1.

Solution &

1°) Dans le triangle ABC, (MN) est la droite passanl par les
milieux des cétés [AB] et [AC], elle est donc paralléle a la
droite (BC). Ainsi, le quadrilatére MNCB est un trapéze.

Le triangle ABC peut tre considéré comme la juxtaposition
de deux plaques homogenes : le triangle AMN et le trapéze
MNCB.

On désigne par ] et K les centres d’inertie respectifs des tri-
angles AMN et ABC, c'est-i-dire leurs centres de gravité, et
par G le centre d'inertie du trapéze MNCB, B = C
Le triangle AMN est I'image du triangle ABG par I'homothétie h
de centre A et de rapport =
Donc . 2ire (AMN) _ 1 o Aire (AMN) 1

¢ e (ABC) ~ 2 ' aire (MNCB) - 3
Les plaques AMN, MNCB et ABC sont homogenes, donc leurs masses sont proportionnelles & leurs aires
respectives.
Donc, K est Je barycentre des points pandérés (1,1) et (G,3).

— b —
Ona: A] + 3AG = 4AK [1}.2 .
—> — —r — —

Soit A’ le milieu de [BC] : AK = TM' = B+AC)etA] =

Gl

ro|
~
1]

o=
=
ta
+
=l

En remplagant dans (1), on obtient :
—_ 4 — — 1 — — —> 7 —r

3AG =+ (AB +AC) - = (AB +AC) & AG= = (AB +AC) (2).

2°) L'isobarycentre I des points M, N, C, B est tel que G A

!

(AB +AQ) (3).
Le centre d’inertie G du trapéze MNCB et I'isobarycentre I de ses sommets sont donc distinets,

3°) Application
i3 w6 B
Ona: A(g), B( 5 ) eLC(D).

— 2
De I'égalité (2), on déduit .0 =0A + %(Eﬁ +EE] = g— OA + i%(ﬁ* +0QC) ; donc G(g)
e —

De méme, de I’égalité (3), on déduit : Of = OA + %—[A_ﬁ +AQC) = % A+ % (OB +0C) : doric 1(

).

Barycentre 15
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AT A AR T S,

2.0 Soit A, B, C, D quatre poinis tels que D soit 2.e Soit ABC un triangle, B" et C' les milieyy
I'isobarycentre des points A, B et C. pectifs des cotés [AC] et [AB]. -
Ecrire A comme barycentre des points B, C et D. On désigne par G le point d'intersectioy deg
diagonales du trapéze BCB'C".
2b  ferire G comme barycentre des points A, B et 1. Que représente G pour le triangle ABG 1
C dans les trois cas de figure ci-dessous. 2. Ficrire G comme barycentre des points . &
B'etC.
A G G A A
% /}—‘I\ ?.I: Soit ABC un triangle, B' et C' les milioyy res.
pectifs des cotés [AC] et [ABI.
B cC B C B c 1. Construire l'isobarycentre I des points B, G
B'etC\
2. Brire | camme barycentre des points A, Ber .
2.c  Soit ABC un triangle. 2.g Soit ABCD un parallélogramme.
1. En utilisant la définition du barycentre, 1. En utilisant le théoréme des barycentres par-
construire le barycentre des points pondérés tiels, construire les points G et G' définis par:
(A,1), (B,-1) et (C,2). G =bar ((A-1), (B,4), (C,1), (D,2]},
2. En utilisant le théoréme des barycentres par- G’ = bar {[A.1). (B.2), (C,3), (D,4).
tiels, construire le barycentre des points (A,1), 2. Le plan étant muni du repére (A, B, C), cal-
(B.2) et (C,3). culer les coordonnées des points G et G'.
2.d  Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. 2.h  On considére un triangle ABC.

On munit le plan du repére (A, B, C).

1. Déterminer les coordonnées de G.

2. Déterminer une équation de chacune des
médianes du lriangle ABC.

1. Construire le barycentre G des points pon-
dérés (A, 1), (B, 1) et (C, 2).

2. Exprimer le point C comme barycentre des
poinis A, B et G.

3. Vérifier que le point G appartient & chacune
delle,

Bt o S

3,1.. Problemes d’alignement et de concours

On peut utiliser les barycentres pour démontrer l'ﬂ!igqemant de trois points ou le concours de trois dmites;
Dans certains cas, cet outil permet de conclure rapidement. Nous allons en ohserver I'usage traver

quel q‘U.ES exempl es.

gmmemsm Alignement de points

M le milieu du segment [AD].
Is que : Al = -5_—AB et DC = + DL
B, C, M sont alignés.

Soit ABD un triangle et
placer les points IetCte
Démontrer que les points

16 Barycentre
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Solution T A S ) AlB
S M-2+1AB,donc.I=bar12
~5_ 3 =r ) D1

DC-mDI : donc : C= bar T3

[ M _ . _[DIA[B
; =bar=915
g L

D 2]z

Les points B, C, M sont donc alignés.

| deux autres;

seemm== Concours de droites

Soit ABC un triangle. On désigne par I, J et K les points tels que :

AT - LAB, &= L &8 ek = 2 GA
Al 3AB,C] 4CBEtCK_5—CA.

Démontrer que les droites (A]), (BK) et (CI) sont concourantes.

On peut résumer |'argumentation &
I'aide du schéma ci-dessous !

(C,4)
—-—-"-"'-_-“""-.
(D,1) (3
| N
(D, 1) (A1) (B2)
e |
(M,2) (8,2)
v
(C,4)

M | Pour démontrer que trois points sont alignés, il suffit de démontrer que l'un est barycentre des

s_gluti?n_b -

ﬂ1=2+1AB ; donc : I= bar 131"

e S - ik [B]C|

C]——3+ICB ; donc : J= bar 1131

2. W =t S A|C B
GK———3+ECﬂ ; donc ; K = bar 513"

A|B|C
Posons : G = bar ABTERL

En appliquant trois fois le théoréme des barycentres partiels a celte derniére égalité, on obtient :

_ 17C] . [AT]
G = bar (51, G =bar [,

BIK

G = bar 1151

Par conséquent, les droites (IC), (A]) et (BK) sont concourantes en G.

On peut résumer l'argumentation  I'aide des trois schémas suivants :

(A2 (B1) (C3) (A2) (B,1) (C3)

(1,3) (G,3) (A2) (4:4)
(G,6) (G,8)
G e(Cl) G e(A))

3.2, Lignes de niveau

pommmsmm Introduction

(B,1) (A2) (C3)
i e
(B,1) (K,5)

(G,6)
G € (BK)

Dans les manuels de géographie ou dans les atlas, certaines cartes contiennent des courbes telles que des

isothermes ou des courbes de niveau :

— I'ensemble des points ot la température moyenne est égale & 28° sappelle isotherme de 28° ;
— l'ensemble des points de méme altitude s’appelle courbe de niveau ou ligne isocline.
On fait ainsi correspondre & chaque point d'une région du globe terrestre un nombre réel.

Barycentre 17
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Définition | Sl = .
+ ' Soit k un nombre réel et fune application du plan P dans R, . |
On appelle ligne de niveau k de f; l'ensemble (E;) des pamta M tels que : j{l_m = i3

memmmm Lignes de niveau de M — aMA? + bMB2

Soit A et B deux points distincts du plan @, a et b deux nombres réels non tous nuls et f 15
de @ dans R définie par : /(M) = aMAZ + bMBZ. .
Pour tout nombre réel k, on se propose de déterminer 1'ensemble (E.) des points M du plan 1) que

SM) = k.

* Sia + b+ 0, désignons par G le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b).
On a : aMA? + bMB? =a@2+@2 g
= a(MG + GA)? + b(MG + GB)? e L
= (a + b)MG? + aGA? + bGB? + 2MG.(aGA + bGB)

= (a + b)MG? + aGA? + bGE?,
Onadonc:f(M)=k < (a+bMG?+aGA?+bGB2=k
. k—aGA? - bGB? :
& MG = ; A
a+b
On Ose_k—aGAZ-—bGBZ_a_
Roee a+b i <y

—si <0, (E,) est I'ensemble vide ;
—si =0, (E;) se réduit au point G ;

= Ensemble des points M tels que :
—si o> 0, (Ey) est le cercle de centre G et de rayon |a. MAZ - 9MB2 = 9

* Sia+b=0,alors aMA? + bMB? = a(MA? - MB2).

On pose : k' = %  le probléme revient a déterminer ’ensemble des points M du plan tels que :
MAZ — MB2 = k', _
Soit I le milieu du segment [AB].
Ona : MAZ-MB? = (MA + MB).(MA — MB) M

= 2MJ.BA

= 21"1_.56:{
Désignnilf par H_le projeté orthogonal de M sur la droite (AB),
On a: AB.IM = AB x IH.
Donc:f(M)=k & 2ABxIH=k

T PR R
: 2AB

On en déduit que le point H est indépendant de M.
(E,) est la droite perpendiculaire a (AB) passant par H.

[ EE—

I .

Ensemble des points M tels que :
MAZ — MB2 = 16

Propriété

Soit A et B deux points distincts du plan @, a et b deux nombres réels Imn- tous nuls et /' 'application de?
dans R définie par : £(M) = aMAZ + bMB2.

* Si a+b#0,on désigne par G le barycentre de (Aa) et (B,b) ; Ia ligne de niveau k de I'application fest:
ou bien I'ensemble vide, ou bien le point G, ou bien un cercle de centre G

+Sia+ b = 0, 1a ligne de niveau k de l'application fest une droite perpendiculaire & (AB).

18 Barycentre



www.biblio-sciences.org

* a et bsont tous nuls signifieque:a=0 et b=0;
* a et b sont non tous nuls signifie que ta#0 ou b=0;
* a et b sont tous non nuls signifie que:a= 0 et b# 0.

MB

Soit A, B deux points distincts du plan et k un nombre réel strictement positif. On se propose de déterminer

mommmm Lignes de niveav de M —

l'ensemble (E,) des points M du plan tels que : Mm-? =k.

*Sik=

s Sik *h-i—A:
i :l.alurs.m k

1, alors (E;) est la médiatrice de [AB].

=

MA? - k?MB? = 0.

On se raméne au probléme précédent : déterminer la ligne de niveau 0 de l'application
M aMA? + BMB?, avec a =1 et b = — k2,

Soit G le barycentre de (A,1) et (B,~K?).

GA-I2CB=0

= GA=I)2GB.
Z _ J2GR2
Me (E) & MG%*= -G—AIEZ—EEE- (d’apres le paragraphe précédent)
P =
2()2
o e K -1)GE?
-1
< MG =kGB.
(E,) est le cercle de centre G et de rayon kGB.

E emargues

* (7 est extérieur au segment [AB].

» MG? =

k? GB x GB
GA x GB.

Donc : MG? = GA GB.

Ensemble des points M tels que : %: 9

MExercices B A T o AT o

3.a Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par[, J, 3. Soit AetB deux points distincts. Déterminer 1'en-
K, L, M et N les milieux respectils des segments semble des points M tels que : MA? + MB? = AB%,
[AB], [BCJ, [CD], [DA], [AC] et [BD).
En utilisant les barycentres partiels, démontrer 3.d Soit A et B deux points distincts. Construire
que les segments [IK], [JL] et [MN] ont méme l'ensemble (E) des points M tels que :
milieu. MA? — MB? = AB?,

3.b  Soit ABC un triangle. On considére les peints 3. Soit A ot B deux points distinets, Construire

D, E, F barycentres respectifs de (A,1) et (B,1),
de (A,3) et (C,~1), de (B,3) et (C,1).
Démontrer que E est barycentre des points

pondérés (D,3) et (F-2).
En déduire que les points D, E et F sont alignés.

I'ensemble (E) des points M tels que :
MA? - MB? = 2AB%,

Soit A et B deux points distintts. Construire l'en-
semble (E) des points M tels que : MAJ2 =MB.

Barycentre 19
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~ Exercices

Barycentre de deux points
pondéres

1 On considére un segment [AB]. .
Placer, sans calcul, le barycentre des points pondérés
(A, a) et (B, b) dans chacun des cas suivanls :
oja=1 et b=2 bla=2 et b=-5;
cla==5 et h=-1 ; dla=10 et b=10.

- A g8

i i : i
u T T T

2 Pour chaque cas de figure, écrire chacun des
trois points comme barycentre des deux aulres.

A B C

D E F

3 Déterminer deux nombres réels a et b tels que C
soit le barycentre des points (A, a) et (B, b) dans chacun
des cas suivants :

a) AB + 2BC =?Ih ;
e e —_—
c) AB+2CA=3CB

b) 3AB = 2BC ;
— e —
dj AB -2BC=13AC.
g 1e plan est muni du repére (0, 1, ]).
On donne les points A % : Egg ; on désigne par G le
harycentre des points pondérés (A, —1) et (B, 4),

1. Exprimer OG en fonction de OA et de OB.
2. Calculer les coordonnées de G.

5 Sur une droite de repére (0, I), on donne les
points A et B d'abscisses respectives - 3 et 3,
1. Construire les points C et D tels que :
C est barycentre des points (A,1) et (B, 2) ;
D est barycentre des points (A,1) et (B, -2).
2. Déterminer deux nombres entiers positifs c et d tels
que :
A est barycentre des points (C, c) et (D, - d) ;
B est barycentre des points (C, ¢) et (D, d).
3. Soit ] le milieu du segment [CD], Vérifier que :
OA?=0B?=OCx OD et JC?=]D%= JA x JB,

-

Barycentre de plus de deux
points pondérés

6 Soit A, B, C trois points non alignés
) et G
barycentre de (A, -3), (B, 1), (C, 1). 8 .

20 Barycentre
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1. Démontrer que A est le centre de gravité de GR(;
2‘ En déduire une construction de G.

7 Les notes sur 20 d’'un éléve sont 14 en maqpg,
matiques, 8 en physique et 5 en I':ran»:;ms_. Les coef;.
cients affectés & ces disciplines sont respectivement 49

t 1. "
i Calculer la moyenne Im sur 20 de cet éléve,

2. ) Sur une droite de repére (O, 1), placer les points 4
B. C et G d'abscisses respectives 14, 8, 5 et m.

b) Démontrer que G est le barycentre de (A, 4), (B, 2) ¢
(C, 1.

B Soit ABC et A'B'C' deux triangles de centres de
gravité respectifs G e_l:l'.?-'. . .
1. Démontrer que : AA' + BB' + CC’' = 3GG'.
2. En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que ABC et A'B'C’ aient le méme centre de gravité,
Application
Soit ABC un triangle et k un nombre réel, On désigne
par A, B' el C' les points tels que :
—_— — — — e
BA' = kBC, CB'= kCA et AC'= kAB.
Démontrer que les triangles ABC et A'B'C’ ont le mfme
centre de gravité,

9 Soit ABCD un parallélogramme. On désigne par
C' le milieu de [AB] et par G le point d'intersection de
(BD) et (CC").
1, Démontrer que G est le centre de gravité de ABC.
2. Ecrire C comme barycentre des points A, B et D,

‘ — i —a
3. Démontrer que : 3AG - 2AB - AD = 0.

10 Soit ABC un triangle, I et K les milieux res-
pectifs des segments [AB] et [IC].
Ecrire K comme barycentre des points A, Bet C.

11 On considére un triangle ABC. Soit I le milieu
de [BC] et G le point de [AI] tel que : AG = %M.

1. Kcrire G comme barycentre des points A, B et C el
déterminer les coordonnées de G dans le repére (B, C, A)-
2.On désigne par K le point d'intersection des droites
(AB) et (GC), Ecrire K comme barycentre de G et C.

12 Soit ABC un triangle équilatéral, I le milieu du
iEgEme_nt [BC] et H le projeté orthogonal de I sur (AB):
2- Scpre H comme barycentre des points A et B.

« 00t K le miliey du segment [[H]. Démontrer que K
est le barycentre de (A, 1), (B, 5) et (C, 2).

13 soit ABC :
un triangle,
1. Construire le g

Boint G, b 2), (8,-1)
et(c,d, arycentre de (A, 2). (
2. Constryi .
G qg;l:raies Pom_lj P, Q ﬂ R tel_s-+qua -
Démuntrgl: GQ = —2{.3]3 et GR = aGC. :
angle PQR; que le point G est Je centre de gravité du t¥
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- r_}- [:I P'?

U'tilisations du barycentre

14 Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par I,
J, K, L, M, N les milieux respectifs des segments [AB],
[BC], ICD], [DA] [AC], [BD] et par G l'isobarycentre des
points A, B, Cet D.
1. Démontrer que les droites (IK), (JL) et (MN) sontl
concourantes en (.
2. Soit H le centre de gravité du triangle BCD,
Démontrer que les points A, G et H sont alignés.
Enoncer trois autres alignements de méme type.

15 Soit ABC un triangle. On désigne par D le
symétrique de B par rapport a A, 1 le milieu de [AC] et
J le point tel que : B] = 2.n6,

Démontrer que les points D, 1 at ] sont alignés.

1‘.' Soit ABCD un quadrilatére, L et ] les milieux
respeclifs des_spegments [AD] et [BC], I et K les points
définis par: Al = 2 AB e DK = £n¢,

Démontrer que le milien du segmen'? [IK] appartient & la
droite (JL).

17 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points P, Q et R tels que :
= lc&. Ali: l—A_ﬁ et BR= 2 BC.
2, Démontrer que les droites (AR), (BP) et (CQ) sont
concourantes,

18 Mémes questions que dans l'exercice précé-
dent avec : CP = %C_Ab. m = -;——Eﬁ et BR = -;—ﬁE

19 Soit ABC un triangle. On désigne par A', B, C’
les milieux respectifs des segments [BC], [AC], [AB] et
par P le poinl défini par : AP = ;—A_ﬁ
Démontrer que les droites (AA'), (B'C') et (CP) sont
concourantes,

20 Soit A et B deux points du plan tels que AB=6
et f'application numérique définie dans le plan par :
J(M) = MA® + MB?, ‘

1. Déterminer les lignes de niveau 50, 36, 26, 20 de [.
2. Pour quelles valeurs de k la ligne de niveau k de [
— est-elle réduite & un point 7

— passe-t-elle par A ?

— passe-t-elle par le symétrique de B par rapporl a A 7
3. Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que ;

2 B
26 < MA* + MB* £ 68. " >

21 On donne un segment [AB]. .
Déterminer et construire 'ensemble (E) des points M

du plan tels que : MA = ZMB.

22 On considére un triangle ABC et 11e mi_lLau_lilFu

coté [AB]. Déterminer et tracer la ligne de niveau CA.CB

—_—
de I'application définie dans le plan par fIM) =MA.MB.

23 On donne un segment [AB].
1, Construire le barycentre G des points pondérés (A, 1)
et (B, -2).
2, Soit M un point du plan. = .
a) Démontrer que le vecteur 2MA — 2MB est indépen-

dant de M.

bj Déterminer et construire |'ensemble des points M tels
que : |[MA — 2MB|| = |[2MA - 2MB|.

24 La figure ci-contre représente
une plaque homogéne d'épaisseur E
constante, formée d'un carré ABCD el 8
de deux triangles rectangles isockles A F
ABE et BCE.
Déterminer la position du centre de
gravilé de cette plaque.

APPROFONDISSEMENT

25 Soit ABC un triangle, B' et C' les milieux respec-
tifs des ciités [AC| el [AB]. On désigne par D le symétrique
de A par rapport & B, E le symétrique de C par rapport 4 A et
F le milieu de [DE].

Démonlrer, en utilisant le théoréme des barycentres par-
tiels, que les points F, B' el C' sont alignés. Préciser leurs
positions relatives.

26 soit ABC un triangle, p et g deux nombres réels
positifs non nuls. On désigne par G le barycentre de (A, p),
(B, q) et (C, ¢). Les droites (AG), (BG) et (CG) coupent res-
pectivement [(BC), [CA] el (AB)en T, Jet K.

En utilisant le théoréme des barycentres partiels, démon-
trer que :

o} 1 est le milieu de [BC] ;

b} les droites (JK) et (BC) sont parall2les.

27 Scit ABC un triangle. On pose : AB=¢, BC=a
et AC = b. On désigne par I le point d'intersection de (BC)
avec la bissectrice de l'angle A. La droite paralltle & (AI)
passant par C coupe (AB) en D. B
1. Démontrer que ACD est isocéle et que ol %
2. En déduire les barycentres respectifs de (B, b) et (C, ¢},
de {A, a) et (B, b), de (A, a) et (C, ).

3. Démontrer que le centre du cercle inscrit dans le tri-
angle ABC est le barycentre de (A, a), (B, b) et (C, ¢).

28 Soit ABC un triangle. La bissectrice extérieure
de l'angle A [droite perpendiculaire a la bissectrice de
I'angle A ) coupe la droile (BC) en K. La parallzle & (AK)
passant par C coupe (AB) en C'.

1. Démontrer que le triangle ACC' est isocéle.
2.0npose: AB=c el AC=0.
Démontrer que K es! le barycentre de (B, b) et (C, —).

29 Soit ABC un triangle non isocle en A. Les bis-
soctrices des angles B el C coupen! respectivement les cotés
[AC] et [AB] en | et |. Les droites (1)) et (BC) se coupent en K.
1. Eerire K comme barycentre des points I et ], comme

barycentre des points B et C.

2. En déduire que (AK) est la bissectrice extérieure de
l'angle A du triangle ABC,

(On utilisera les propriétés des bissectrices démontrées
dans les exercices 27 et 28.)

30 soit A et B deux points d’une droite (A), a et b
deux nombres réels tels que : 0 <a < b.
1. Démontrer qu'il existe deux points C et D tels que C est
le barycentre des points (A, a) et (B, b), D est le barycentre
des points (A, a) et (B, -b).

Barycentre 21
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Préciser la position de ces points par rapport aux points At
2. La droite (4) est munie du repére (A, B). !
Calculer, en fonction de a et b, les abscisses des points c
et D et vérifier que: C—_A =— 2

" CB D
3. Démontrer que :

a) A est le barycentre des points (C, a + b) et (D, @ - b} ;
b) B est le barycentre des points (C, a + b) et (D, b-a).

31 Soit ABCun triangle et M un point strictement
intérieur A co triangle. Les droites (AM), (BM) et (CM) cou-
pent respectivement les ctés [BCI, [CA] et [AB] du tri-
angleen A, B' et C.

1. g} Démontrer que : flzgis )

aire (MAC) AC '

b) En déduire que A’ est le barycentre des points pondérés
(B, aire(MAC)) et (C, aire(MAB]).

2. Soit G le barycentre des points pondérés (A, aire(MBC)),
(B, aire(MAC]) et (C, aire(MAB)).

Démontrer que les points G et M sont confondus.
Application

Soit 1 le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. On
pose: BC=aq,CA=betAB=c.

En utilisant les résultats précédents, démontrer que I estle
barycentre des points (A, a), (B, b) et (C, ¢).

32 On considére une droite (@), un point P exté-
rieur & cette droite et H Je projeté orthogonal de P sur (3).
A tout point M de la droite (®), on associe le point N bary-
centre des points pondérés {M,HPZ) at [Rl{h_lif_]. -

1, Exprimer le vecteur HN en fonction de HM et HP.

2. En déduire que les vecteurs HN et MP sont orthogonaux.
3. Déduire de la question précédente le lieu des points N
lorsque M décrit la droite (3).

33 ABC est un triangle rectangle en A, tel que
BC = 2a et G est le barycentre de (A, 4), (B, -1), (C, -1).
1. Démontrer que G et le milieu de [BC] sont symétriques
par rapport au point A.
2. Démontrer que pour tout point M du plan, ona:
4MA? — MBZ — MC? = 2MG? + 4GA? — GB? - GCZ,
3. Soit (E) 'ensemble des points M du plan tels que :
4MA? — MB?Z — MC? = — 4a.
Vérifier que A appartient & (E) puis déterminer (E),

348 Soit ABC un triangle. Sur la droite (BC), on choisit
un point M distinct de B et de C.
On lui associe le point N de la droite (AB) tel que :
M= =MC__ AR
BC + MC.
et le point P de la droite (AC) tel que :

=g BM ¢

1. Vérifier que : L .
a] M est le barycentra de (B, E{_C} et (C, EM] ;

bJ N est le barycentre de (A,BC) et (B, MC) ;

¢) P est le barycentre de (A,BC) et (C, BM).

2. Démontrer que les droites (AM), (BP) et (CN) concou-
rent en un point G que I'on déterminera.

3. Déterminer le lieu des points G lorsque le point M
décrit la droite (BC).

292 Barycentre

35 ABC est un triangle.
Onpnse:a=B__Q.b=ﬁC._E_= AB,a=aces §
r_-bc:osﬁcus C,y=ccos A cos B.

dmettra que:a + p+v#0.
?.nsauit H le barycentre de (A, ), (B, p) et (C, ),

rimer le vecteur AHl en fonction de AR et AC.

5 Déduire de la question précédente que les vecteyy Al

et BC sont orthogonaux. .
3. Démontrer que H est I'orthocentre du triangle ABG

Cog 't‘
!

36 Soit ABC un tiangle, G son centre de grayiyg ,
le centre de son CEI_E,]ZG cir_gponscgt et ile point tel g
OH =0A + OB + OC.
— — >
1, a] Vérifier que les vecteurs AH et BC sont orthogongy,
b) Démontrer que H est |'orthocentre du triangle ABC.
9. Démontrer que O est le barycentre de (G, 3) et (H, 1),
3. On reprend dans cette question les données et les rég|.
tats établis dans I'exercice précédent.
a) Vérifier que : p +7=acos A
b) Déduire des questions précédentes que O est le bary.
centre de (A, a cos A), (B, bcos B) et (C, ccos C).

37 Le croissant d'or
Le plan est muni du repére O, L.
On considére une plague homoggne d'épaisseur constan-
te, formée du disque de cenire O et de rayon 1, auquel on
a enlevé un disque, de rayon r, tangent intérieurement en
I au précédent.
1. Déterminer, en fonction de r, la position du point G,
centre de gravité de cette plaque.
2. Calculer r pour gue le point G soit exactement sur la
«frontidre» entre les deux disques.
(On remarquera que la valeur de r trouvée est égale a I'in-
verse du « nombre dor ».) :

38 Théoréme de Céva?

Soit ABC un triangle, A, B' et C' des points appartenas!
Tespectivement aux droites (BC), (CA) et (AB), distin®
des sommets A, B et C. I
1.0n suppose que les droites (AA"), (BB et (CC) o
toncourantes en un point @,

a) Démontrer qu'il existe trois nombres réels @, bet ¢ Y
G soit le barycentre des points pondérés (A, a), (B, bet e
b) En appliquant le théoreme des barycentres partie!s -t
ponts A, B' et C', démontrer la relation de Céva:

AB BC CA

—

AC BA OB c
2- RéClpmquemen[ 071 Su i AI E' Et

: ; ppose que les points S 5 o
Vél‘l.‘ﬁsnt la relation précédgnts ;llqua leE; droites {*’“’"] d
(BB') sont sécantes en un point K.

Démontrer qug | 4 ! . ———
rantes, que les droites (AA"), (BB’) et (CC) 507

et e =,
1, Céva Giovanni - 1648-1734
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Angles orientés et
Trigonomeétrie

Introduction

Nous avons rencontré les angles orientés en classe de seconde.
L'objet de ce chopitre est d'approfondir ceffe notion et celles qui
s'y rattachent : formules de trigonométrie et équations frigonomé-

friques.

+
_ o
i e
' |
i 1]
! §
g 1
. o
I
L |
!
. | Astrolabe arabe du XIVE siecle.
f II (Instrument servant & mesurer la position des astres et leur hauteur au-dessus de |'horizon.)
Angles. orHentes . ..oviasimsisisnsiaisiisoiiie
. Propriétés des angles orientés ............ccoiniierianinnes 27
3. THGONOMELHIC ...oveovveieceriirenmienisirae ereerenae i 39
B}, Equations trigONOMELTIQUES .....cvveereieriiriiieinns w37
5. Inéquations trigoNOMENIQUES ........ucuiiiciniiciinienns 41

Angles orientés et trigonométrie 23
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(C) est le cercle trigonométrigye, I

a IetJ. (T) est la tangente g (g :;II‘

Le plan orienté est muni du repére orthonormé direct l;ﬂ:egg;t
sont les points de (C) diamétralement opposés respec
L’unité de mesure d'angle est le radian.

— ek A YR "?f';'ﬁr.";*ﬂ"'.‘f* JEph i
i ?#'ﬁicﬁ-'%%'}.: }'I'ly:-.:-." [{‘b"si"_-g’.— R s G Ry

Et 5D

—1.1.. Mesures d'un angle orienté

mEnmmmm Présentation

U et v étant deux vecteurs non nuls, on a défini en classe de seconde

I'angle orienté (i, ) et sa mesure principale o (@ € }-n ; ). :

On a vu également L qu'il existe un unique point M du cercle trigonométrique
. = >

tel que : (u,v) = (OI, OM).

Toutefois, on remarque que la somme des mesu.res.princq':a]es t:llsa1 deux

angles orientés n’est pas toujours la mesure principale d'un angle

ienté : SR R_BM o Sy g g
orienté ; par exemple : °F + 7= 5% et 3t ¢ }n ;7]

On est donc amené 4 étendre la notion dg mesure d’angle orien!té.

On munit la tangente (T) du repére (I, OJ). Soit A et A’ les ]_:mmt_s de (T)
d’abscisses respectives 1 et —1. [maginons maintenant que (T) soit un fil
inextensible que 1'on enroule autour de (C) :

* dans le sens trigonométrique pour les points de la demi-droite [TA) ;

* dans le sens contraire pour les points de la damiii‘_.mite (Ia).

A tout point de (T) d'abscisse x dans le repére (I, O]) on associe ainsi un
point M(x) de (C).

On définit alors une application de R dans (C).

Soit a € |- ; n] et M(a) son image sur (C).

@ est la mesure principale de 'angle orienté {{_ji. O_I‘v_.'[’fa)].

De plus, les points de (T) qui viennent se placer sur M(a) ont pour abscisses
a, O+ 27, o + 47, ..., 00— 2, 0 - 4’, ...

Les points de (T) dont I'image est M(q) sont donc les points dont I'abscisse
estde la forme a + k2, ot ke Z.

Cetle étude justifie la définition suivante, m

Définition i
' Soit (¢,v) un angle orienté et o sa mesure principale,
 On appelle mesure de I'angle orienté (i, ) tout nombre réel de

E emargues

* A tout nombre réel x correspond un unique point M de ; onts (O OM) dont
x est I'une des mesures. i (C), donc un unique angle orienté (01, OM)

* Si x est une mesure d'un angle orienté. | " e
x + k2, ol k appartient a Z.g » 168 mesures de cet angle sont Jes nombres réels de la form

* Tous les nombres réels, mesures d’un méme an

gonométrique. Ce point sera noté, selon les bes

bl o ) oins ;
* Deux angles orientés sont égaux si et seulement sj ﬁl‘:g{ﬂesMu(x + 2n), M(x - 2r), etc.

re de I'un est une mesure de l'autre.
otations

—

la forme : & + k2r, ot ke Z.

3 ' P —
* L'angle orienté (u, v ) de mesure o sera noté q,
* L'angle orienté nul et I'angle orienté plat seront
* Le fait qu'il existe une infinité de nombres réel

24 Angles orientés et trigonométrie
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mmmmmm  Congruence modulo 21

Deux mesures quelconques d'un méme angle orienté different d'un multiple entier de 2 ; on dit qu'elles
sont congrues modulo 27,

Définition
Deux nombres réels x et y sont congrus modulo 27 s'ils différent d'un multiple entier de 2.
On note : x = y [2n] et on lit : « x est congru a y modulo 2x ».

Ona:x=yl2n] © Ike Z x=y+k2nl

LEéS propriétés suivantes s'établissent sans difficulté. Elles serviront a résoudre des équations trigono-
métriques.

Propriétés ;
Pour tous nombres réels x, y, zet a, on a : -

(1) x=ylznl & x+a=y+alzn; [3}[xsy[2n]

[z] =y lzﬂ’] = —X==y [2]‘[] H y=5[2!ﬂ = xX=z [znlv

momzmm Recherche de la mesure principale d’un angle orienté

1°) Déterminer la mesure principale « de I'angle orienté de mesure 322 et placer sur le cercle trigono-
métrique le point M( l;ﬂ ). 3
2°) Mémes questions pour les angles orientés de mesures -Z%E- et --1—?-—“.
Solution
1°) Nous remarquons que : 33ﬂ = 36:1; I -6x(@n)+ % Donc : % = -g—- [2n]
De plus,—’;- € ]-n:n]:donc: u:—g—.
5 71t [-72+1)n n 37t _ =

) S e T e e s il L e e e

2°) De méme : 5 z 6 % (2m) + = . Done : 5 5 [2x]

Deplus.%-e ]-»:r;:t];dnnc:u:%.

Trouvons, par une méthode générale, la mesure principale o de I'angle orienté de mesure — 2197,

o vérifie les deux conditions suivantes :
e
(1) ~-T<OST; 3 1191
119n r M(— )
(2) ke Z, a=—- 4 +k2n. S | , ;m
Déterminons tout d'abord k. Py M(_T)

DIB[l}et(zj.undéduitquez—n<—w+k2n£n; I

4 0
en divisant par Zx, on obtient : __21" < —% +k=< _‘.2[w :
parsuite:l—;-'j— <ksl§—3:d'oﬂ:k=15.
119r (119 +120)n _ =«
Donc.n::-T+15x2n_ y b -

M f Déterminer la mesure principale o d'un angle orienté, dont une mesure a est connue, consiste J
| décrire o=a+k2n o0 —n<asn et ke Z, :

e Cattﬁ écriture peut étre immédiate, : j

» Sinon, on détermine tout d'abord k a l'aide des inégalités : -t <a + k 2n <. .

]" e Puis l'on détermine o en utilisant I’égalité o = a + k 2n.

T N I PSS

!, Le symbole 3 signifie : « il existe ». Ainsi, a3k e Z,x =y + kan » signifie : « il existe un nombre entier relatif k tel que : e =y + k2x ».

Angles orientés et trigonométric 25
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R emarques

: : degré de
* Si x est une mesure en radian d'un angle orienté, uné mesure Jf &N BT
par I'égalité : % & -1-%0-
« Sauf indication contraire, I'unité d'angle utilisée par - o
» Si o est Ja mesure principale (en radian) d’un angle onen

nométrique, la longueur de I'arc IM est |0/,

—1.2. Somme de deux angles orientes

Soit @ et P deux angles orientés de mesures o et B, o et B’ deux mesures quelconques de o et B,
Ona: o =al2n] & o +p=a+p 27

=P [2n] & a+P=a+p [2n]
Donc: o +P'=a+p[2r];c + B et o+ P sont des mesures d'un méme angle orienté.

Cette étude justifie la définition suivante.
Soit o et P deux angles orientés de mesures respectives o et f. On appelle somme des angles orientés

et P, eton note o+ P, l'angle orienté dont I'une des mesures est o + B.

E emargues

» Deux gngles grientés sont opposés lorsque leur somme est I'angle orienté nul ; 'opposé de o est noté - o,
Onao:o+(-a)=0.

» La différence de deux angles orientés est la somme du premier et de I'opposé de I'autre :

o - B=a+(-P)

* Les propriétés de I'addition des angles orientés sont celles de I'addition des nombres réels ; en particulier
o+p=p+a

cet angle orienté est obtep,,,

i dian.
r la suite, sera le ra i
pa M le point image de o sur le cercle teiggs

Exemples —
ABCD est un carré inscrit dans (C) tel que (OA, OB) soit I'angle droit direct
et % une mesure de {L'TI, 53}. Ona:

Angle ©LOA) | (©LO) | ©LOB) | (I0C)

X i an 2R

Mesure 3 5 T -3 I

1::-+ %=5Fn 4 donc:[{'f‘l_l’.{_)-:ﬂ;)+[_'f,t_]']’]= _f,ﬁﬁ);
SRR Eaiim e

%+5_BEE__?3£ [2x] ; denc :(OI, QJ) + (01, OB) =(01._’].

WE xerCices WJW//W//M

1.a On considére un angle orienté dont une mesure b)x=-3% y= an - 20n = %’E
est -%E . Donner quatre autres mesures de cet &7 12
angle orienté, dont la mesure principale le o : an
; : ‘ n consid ; ientd ure
Placer su:zae cercle trigonomélrique le point idére l'angle orienté de mesu® 4
n

: {onté.
image de = Trouver trois mesures en degré de cet angle oren
=

lld L ’ diree!
1.b  Vérifier que, dans chaque cas, ona : x = y [2n] @ plan est muni du repére orthonormé

167 cur
(0,1,7). Soit A I'image du nombre réel =7 :
ﬂ}t—l y:—gﬁ c}x:z_u _14!{ leCBI\Cl tri 3 | Iungueu
e O 2° L & trigonométrique. Quelle est 13

de l'arc 1A 7

26 Angles orientés et trigonométrie
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—

tés des’angles orientés

—2.1. Relation de Chasles

smmmmm Introduction 1 A3

* Sur le cercle trigonométrique, placer les points A, B et G, 3(5_

images respectives des nombres réels -%- 5? et — % ®

* Déterminer les mesures principales des angles crientés Cl6 |
(OA, 0B), (OB, 0C) et @A, OC). ’/

* Vérifier que : (OA, OB) + (0B, OC) = (OA, O0).

Cette relation se généralise a des angles orientés quelconques c(_g)

et conduit & la propriété suivante que nous admettons.

Propriétée

!'Pnur tous vecteurs non nuls u, vetw: (:;:-'._5"] + [ﬁ] = [ﬁ];

;‘L‘eﬁe pmpﬁété est uppe}ée relation de Chasles.

Exemples

* Soit A, B et C les points de (C) tels que -}, st Bk 4—55 soient Jes mesures principales respectives des

4
angles (C_}_I‘: 0A), (OB, OA) et [5&,55].

On se propose de calculer les mesures principales respectives « et B"‘
des angles (_ﬁf, D_ﬁ] et [ETI,:_C_];J]. A
—r —r —r — — — A
—On a: (Ol,0B) = (OI,0A) + (OA,OB). I
[ﬁﬁﬁ}apommesm:% %=:—g:d'0ﬁ:a= ;':—;E )
~Ona: [ﬁff}_&} = [ﬁﬁﬁ] + (0B,00). ¢
(Eﬁo_é]apourmesu.re:;—g+%=%:2n—%;d'uﬁ:ﬁ=-%. n
¢ Soit MNP un triangle ; on a: (MB,MN) + (NM, NF) + (PN, PM) = 7.
En effet : [I\T-:I.",I\-«ﬁﬂl + [ﬁ]:ff. I"Tﬁ] + [P_N}.P_l'\:ﬂ & (ﬁ.hﬁ) + mﬁﬂﬁﬁ) + E_ﬁ,ﬁﬁ]
— =) e
= (MP,PM)} = . N .

mezmmm  Conséquences
Propriété 1

' Soit E,' v, u’ et v’ quatre vecteurs non nuls. On a : W, )=o) = (ﬁﬁ’] =0, ).
| e

— e— -

Eneffet, (@, 8)= (@, 0] & (@ @)+ 0)=(2,0)+ (0.
Propriétés 2

? Slﬂt u et v deux vecteurs non nuls et k un nombre réel non nul. On a :

1) @ d)=-(7v); —
(2) si k>o0,alors (ku,v) =, kv)) = (Ej] ;
(3) i k-:ﬂ.alnrj__[kﬁ'. v)=(w kv)= (W, 0) + n;

@) (ki k') = (d, D).
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Démonstration

' e ropriété (3).
Ces propriétés se démontrent aisément ; a titre indicatif, démontrons la prop )
Si k <0, les vecteurs u et ku sont de sens contraires.

. —— ‘--..._ .--'-\.

Donc : (ku, ') = (ku, ¥ ) +(2, 1-n+[uvl —

On démontre de méme que : (&, kv') = [u, v) + (0 k) =@, v)+ T

‘ as particulier
———— -—-"'_‘——

Pour k = - 1, la propriété (3) devient : (-4, V') = (@, —v) = T (—' o).

| Pour tous nombres réels a et b d'imag- raspectivaa A et B sur {C]. b-a “t une mesure de l'angl,
orienté [DA OB]

Démonstration ——
i —_ = —r —F

D’aprés la relation de Chasles, on a: (OA, OB) = (OA,Ol) + {Q_I.L_Q_H_]
— —D- gy ]

@ OA) et (Ol 5]3] admettent pour mesures respectives a et b.
Dong, b — a est une mesure de 'angle orienté (OA, OB).

—2.2. Double d'un angle orienté

De nombreuses configurations géométriques font appel au double d'un angle géométrique, par exemple un
angle inscrit et 1'angle au centre correspondant. Dans le §1.2, nous avons défini la somme de deux angles
arientés. 11 est donc utile de définir également le double d'un angle orienté.

' Soit (ﬁ un angle orienté. '
On appelle double de (&, 7), et on note 2(i/, v'), 'angle orienté défini par: 2(7, v) = (, v) + (¥, 0).
ema 25

s Le double d'un angle orienté de mesure o a pour mesure 2q.
= Soit Tet B deux angles orienlés ;ona:2 a+2 f= 2{?{4_ ﬁ].

Propriétés

Soit o et Edeux angles orientés et B l'an gle orienté droit direct. On a :
‘[.1) z‘.&-=ﬁ & E:E ou E—?:
@ 2zu=2p o @=P ouu=P+m;
@ 2o=7 © «=7F oua=-3.
Démonstration
1) 20=0 & 20=knlke2) (3)Ona:2s = 7.
o oa=knked) _ 20=7 & 20=23
= uﬂu ou ot=mn &= E:‘E‘ oun E=ﬁ+’£
[2]23=2E = .2..{. = Bl=0 P & @=3 ou a=-15"
Py [;—ﬂ=[]01111—ﬂ=11
s o= B ou o= B+";E
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Exemple

—t P

Trois points A, B et C distincts du plan sont alignés si et seulement si : 2(AB, AC)=1.
Eneﬁet-.z(ﬁ,ﬁ)=ﬁ = @,@:ﬁnu (ﬁ,ﬁ}:?

< AB et AC colinéaires

& A, B, C alignés.

e —— e e . e ——r = .

m | Pour démontrer que trois points A, B et C sont alignés, on peut établir que : 2(AB,AC) = 0.

T e e e e e e i o e

—2.3.. ANgles orientés et cercle

memm=ms Caractérisation d’un cercle

Propriete

- Soit (¢) un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cercle.
+ Pour tout point M distinct de Aet B,ona: Me (€) =3 ZII\TA.I\_&] =

i

0A,

OB).

—

Démonstration

Si la corde [AB] est un diamatre, alors la propriété est immédiate.
Eneffet:Me (€) <& MALMB

& 2(MA,MB)=T.
Nous supposerons désormais que la corde [AB] n'est pas un diamétre de (4).

. Démm}_q:_?_ns que : si M g (%), alors 2 (ﬁﬂ..l‘vﬁ] = [6;\. C_ZIEJ.
L'angle AMB intercepte I'arc AB ou I'arc AB.
— Si AMB intercepte 1'arc AB, alors lrl_e_g___ trian§les MAB et OAB sont
orientés dans le méme sens et mes AMB = — mes AOB ;

— a1 S z
donc : 2 (MA, MB) = (0A, OB).
— SiAMB intercepte 1'arc AB, a]orsighshtriangles MAB ELQAB sont
orientés en sens contraires et mes AMB = 1 — % mes AOB ;
donc : 2 (MA, MB) = - (2 = - [OA,OB))

=(0A, OB).

Lo SEOTR. s
* Réciproquement, démontrons que : si 2 (MA, MB) =(0A, OB), alors M € (%€).

e e

Si2 [I\TA, b._-l}B) = 5;;, 515). les points A,B, M ne sont pas alignés, sinon on aurait (OA,0B) = 0, ce qui
est contradictoire avec 1'énoncé. 2

Soit O’ le centre du cercle circonscrit au triangle ABM ; on a : 2 (MA, MB) = (O'A,O°B).
Donc : [ﬁbﬁ.{ﬁ] =(5:"s,aﬁ]. Lok, .
Les triangles isocéles OAB et O'AB ont une base commune [AB] et les angles AOB et AO'B ont méme

mesure. Ces deux triangles sont denc confondus ou symétriques par rapport a la droite (AB).
De plus, ils sont orientés dans le méme sens ; ils sont donc confondus,

Ainsi : 0 = 0" et M € (€).

mommmm Points cocycliques
Des points situés sur un méme cercle sont dits cocycliques.

Par deux points distincts A et B, il passe une infinité de cercles.
Par trois points distincts et non alignés A, B et C, il passe un seul cercle : le cercle circonscrit 4 ABC.
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e T L AN .onques d'entre eux ne sont pas aljg,
Soit A, B, C, D quatre points distincts du plan tels que trois que!g_%ﬂ'(%} e [l-fi ﬁ'ﬁ] ' Snés,
Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si : 2[@.__ 5 '

Démonstration
* 5i A, B, C et D appartiennent a un méme cercle (%) de centre O,
alors, d’aprés la propriété précédente, JE——

ona: 2{@:[5&@1 2 (DA, DB) = (0A, OB).
Donc:Z[C_ﬁ,EB']=2[f)TK_,_]_iﬁ_:_l; e

» Réciproquement, si 2 (GA, CB) = 2 (DA, DB), désignons par (€) le
cercle circonscrit au triangle ABC et par O le centre _._gg_tf cercle.

" L [ﬁ] =[Cﬁ] . done : 2 [ﬁ'_[):hﬁ] ={5:a, ﬁﬁ] et le point D appartient au cercle (6).

Les points A, B, C et D sont donc cocycliques.

—2.4, Travaux dirigés

mmmmmm 1. Caractérisation d’une tangente & un cercle
Soit (¢) un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cercle, (2) la tangente 4 (€) en A.
Démontrer que pour tout point T du plan, distinct de A, on a

Te (@) < 2(AT,AB)= (OA,OB).

Solution
Le triangle OAB est isocgle en O et (

e = —=
donc : (OA,OB) = n—2(AB, AQ).
Soit T un point du plan, distinct de A ; ona:
—
Te(@®) < ATLAO
2(AT,AD) =7
= — = = .~
2 (AT, AB) + 2(AB,AQ)= =«
2 (AT, AB) = (0A, OB).

—

)

—

A,0B) + (BO,BA) + (AB, AD) = 7;

!

o

T ¢ 3

pemmmm 2. Droite de Simson
ABC est un triangle, (€) le cercle circonscrit 4 ce triangle et M un point du plan. Soit E, F, G les projetés
orthogonaux respectifs du point M sur les droites (AB), (AC), (BC), . w

Démontrer que les points E, F, G sont alignés si et seulement si M appartient au cercle (%)
La droite passant par les points E, F et G est appelée droite de Simson du triangle ABC 1'!;1 ative a M-

Solution
Deux des points E, F, G sont confondus si et seulement

propriété est alors immédiate. si le point M est un sommet du triangle

Nous supposerons désormais que M est distinct des points A, B, C

= =
Me (@) & 2(AC.AM) = 2 (BC,BM), car A, B, Cet M sont cocycliques
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Me (€)

—

E_!_é.]':'_ﬁ] sont diii;_-:_jf_, on a donc ;
& 2 [ﬁﬁ:{} =2 (EG,EM)
= 2 (ﬁ ET('E] =0
= E, F, G alignés.

[ as particuliers

* Si I'angle (AF, AM) n'est pas défini, c'est-a-dire si F est en A, alors
M et C sont diamétralement opposés, G est en B, les droites (FG) el

ﬁ.ﬂ_-]‘:i] (2 condition que F # A)

=2 [ET]%E'_I:I], car A, E, F et M sont cocycliques ;

et: 2(BC,BM) =2 [ﬁé.ﬁfd] (a2 condition que G # B)

3 [E?ﬁ.E_I‘:I], car B, E, G et M sont cocycliques.
s

Si les angles (AF,AM) et (

(AB] sont confondues et les points E, F, G sont alignés.

* Si I'angle (BG, BM) n'est pas défini, c'est-a-dire si G est en B, alors
M et C sont diamétralement opposés, F est en A, les droites (FG) et

(AB) sont confondues, et les points E, F, G sont alignés.

WE XETCICeS Bz i s A s o o

2.a

2.b

Sur le cercle trigonométrique, on considére les

points A el B, images respectives des nombres

1899 " 3n
i

1. Placer les points A et B.
2. Quelle est 1a mesure principale de l'angle

— —k
orienté (OA, OB) 7

réels —

Soit ABC un triangle ; on désigne par ¢ une

mesure de l'angle orienté [Kﬁ. P:(E).
Donner, en fonction de e, une mesure des angles
—————— —

: i T e
(BA, AC), (AC, AB), (CA, AB), (CA, BA).

2

el v sont deux vecteurs non nuls, k et k_sont
deux nombres réels non nuls. Exprimer (ki) k7)
en fonction de (i, ).

(On distinguera deux cas : kk' > 0 et kk' < 0.]

2d A, B C Dsont quatre points distincts du plan.

2e

2.f

Démontrer que :
—— =y, —y e

(AD, AB) + (BA, BC) + (CB, €D) + (DG, DA) = 0.

—

[AB] est une corde d'un cercle (6) de centre O.
M et N sont deux points de (%) n'appartenant
pas au méme demi-plan de frontiére (AB). On
désigne par o une mesure de I'angle orienté
(MA, MB).
1, Déterminer, en fonction de @, une mesure
des angles (NA, NB) et (BM, MA).

: — —» = -
2. Exprimer (OB, AQ) en fonction de (AB, ﬁ].

ABCD est losange de sens indirect tel que :

mes BAD = % Déterminer une mesure des angles
e =%

(BA. BC) et (CD, CA).
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—3.1.. Lignes trigonométriques d'un angle orienté

mummm= Cosinus et sinus d’un angle orienté
_Définitions

' Soit [l-‘-. ') un angle orienté de mesure o et M l'image de ¢ sur ().
* Le cosinus de [ﬁ] ou de o est I'abscisse de M.
. * Le sinus de (&, V') ou de o est I'ordonnée de M.

emargue :
. —_ M
* SiP et Q sont les projetés orthogonaux respectifs de M sur (ryet(rj), Sy
@ra CW{“JUJ—G{}SH OP et sin (¥, v) = sin o= 0Q. :
* Dans le plan muni du repére (O, I, J), ona: M—(cos a) ; |

sin o O P '
* Pour tout nombre réel o et pour tout nombre entier relatif k, on a : KJ
cos* o +sinfo=1;
—1<cosusl1 et -1ssinosi; 7
cos(@+k2n)j=cosoe et  sin(o+k 2n)=sino.

memmmm  Tangente d’un angle orienté
Définition

' Soit [ﬂ] un angle orienté non droit de mesure «.

La langenle de [u. v') ou de a est le nombre réel, noté tan {u, v’) ou tan o, défini par:

sin o
tan (u.u)—-tanu— R

Bﬂargues tan o (T

= tan o. n'est pas défini pour les nombres réels associés aux points [ et J', J Mla)
c'est-a-dire les nombres réels o. de la forme : 0. = % +hm ke Z. nat~-=3 /

« Soit T le point d'intersection de (OM) et (T), h I'homothétie de centre O i

qui apphque Psurl Leruppart de h est coi 5 €t hiM)= = T. I : P
e SR 11

Donc : IT= r:c:-sa'PM'_ e Wi d'ot : IT = tan o

* Pour tout nombre réel a. et pour fout nombre entier relatif k, on a :

tan (ot + k)= tan o el 1+ tonfa= 3

cos’a s m
Vocabulaire

cos o, sin @ el tan o sont appelés « lignes trigonométriques » de l'angle (O, OM) ou du nombre réel &
pummms Lignes 'rngonnmeinques des angles remarquables

0
o
]
2

Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques remarquables 2 retenir. % %
T 31 Igx
o 0 = L el
. 7,2 ks
cosof 1 | 43 | 42| 1 12 6
2 |2 13 g
sina| 0 % J_; izﬁ_ A 0
/ L
lana| O -}E 1 A 0 0 1 :Qg. ‘!«}3'
2
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memmmm Lignes frigonométriques d’angles associés

Soit o un angle orienté de mesure a. Les angles orientés de mesures — o, T — o, T + @, % ~Ean % £itk
sont habituellement appelés angles associés & o .
I X
(z) A5) efz-a)
B(m = )

I'(n)

1) e

Cln+a) =

(|} ﬂ L] ﬂ
15 1t3)
Les deux configurations géométriques ci-dessus, ainsi que les définitions des fonctions sinus, cosinus et
tangente, justifient les propriétés suivantes,

Propriéetes

‘ i?nur tout nombre réel o,ona:

-

ims.[—a]=|:usc£ ;i cos(n-o)=-cosa [:ns[n+r.‘:]=—ll:usct H ms[%—a]:sinu

: sin[-;l-a] = COS (.

' sin (- a) =-sin o ; sin(r-o)=sina ; sin(n+o)=-sino

]
E emargues

L1 =g _
s F+o=m ( T -a
Cos (-g— or.) =—5inG;
sin (-g— + a) = cos «.
* Les tangentes des angles associés se déduisent des formules précédentes ;

sin (n-o) sin o
insi : -0l = = =— [an o.
ainsi : tan (1 - o) ey gy (s

). done on a également les relations suivantes :

Exemples
Les lignes trigonométriques des angles remarquables et les formules relatives aux
angles associés permettent de calculer les lignes trigonométriques des nombres
réels de l'intervalle J- 7 ; @] représentés sur la figure ci-contre. On a ainsi :
- 3 .
cos%‘=cos (n-—%) =—cos%=-—7.
' =, 1 f
sm%:sm( -—ﬁ—)=sm -E-—T.
| S
cos (—13— = oS 2—3-—= cos (1:—-35) == 0§ 5=~ Tj‘
- I J
sin (—%) = —sin Z,Tn=—sm (1:— -:Tii) =—sin 7 =-S5,

__3.9. Formules de trigonométrie

pmmmmm Formules d’addition

Les formules d’addition permettent de calculer les lignes trigonométriques de la somme (ou de la diffé-
rence) de deux nombres réels, connaissant les lignes trigonométriques de ces deux nombres.
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Pour tous nombres réelsaetbona:

? inb i
(1) cos (a - b) = cos a cos b + sin asin o (4) sm{ﬂ"'b]

(2) sin (=D

(3) cos (a + b) = cos a cos b —sin asin b

Démonstration

Considérons les point M et N, images respectives de
a et b sur le cercle trigonométrique.

Ona: M(§34) ot N (S p)

a et b sont des mesures respectives de (UI OM) et {DI DN)

¢ nombres réels

M(a)/

—sinacosb-cosasinb;

_,gmﬂ.CﬂBb'l-ﬂDEaSlllb

L

N(b)

Donc : b — a est une mesure de 'angle (OM- DN]- >
—y —F
* Calculons de denx manidres différentes le produit scalaire OM.ON.
OM.ON = [|OM]] | O] cos (OM,ON) = cos (b — @) = cos (@ =D} ; ¥
OM.ON = X4 Xpg + Upy Yy = COS acas b+ sin @ sin b.
D'oil : cos (@a—b) =cos acos b +sinasin b (1).
* En remplagant b par - b dans la formule (1), on obtient la formule (2).
* Etablissons maintenant la formule (3) :
: P (T .
sin (a — b) = cos (%—(a—b}) = cos ((%+ b) -a) = cos (-2— +b) cos @ + sin ( > +b) sin a.
Or : cos (%+b)=-—sinb et sin(-g-wb) =cos b.
D'ob :sin (a~b)=sinacos b—cosasinb (3).
* En remplagant b par — b dans la formule (3), on obtient la formule (4).
Exemples w2 .
n_2n ¢
En remarquant que 75 = 5 - 2.011 calcule cos 1;,3111 i“;‘ et tan 77
2 2
cos 15—125 =cos(-§—:--%)=cns ;cﬂs-::—+5ln2n sin .E_= %x\% "’_;_ \'E . f_% (3-1);
. Bl = B N e B e T S I
sin 77 =sin (-~ ) =sin g oos f-con Fain =G L - Lyx J-;—J% (/3 +1);
. &m
sin = 3
51 12 Ja+1
tan — = = =2+ ‘ré
& cos f—; J3-1

memmmm Formules de duplication et de linéarisation

Proprietes

Pnur tnut nombre réel a, on a :

formules de duplication
(5) cos 2a = cos’a - sin’a

formules de linéarisation

1 + cos 2a :
(7) cos’a=— i (8 sin?q - 10520

5 (6) sin 2a = 2 Sin a cos q.
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Démonstration
* En prenant b = a dans les formules (2) et (4), on obtient :
cos 2a = cos?a - sin%a (5) sin 2a=2sinacosa (B)
* En utilisant la relation cos®a + sinZa = 1, on en déduit
cos 2a = 2cos?a - 1 et  cos 2a=1-2sin%a.
" 1+ cos 2a — cos
D'ol : cos’a = — (7] et sinfa =% (a).
Exemples

En utilisant les formules de linéarisation, calculons cos 1—’% et sin %:
B

1+cns—§-— 1+% 4+2/3 ({3+1)?
cos? 13 = = = - ;
2 2 ] 8
= ‘l—cos% 1—‘% 4-2/3 (/3-1)?
sz 5 = = = — .
A2 2 2 8 g
De plus, l'image de %sm' (C) nous indique que cos {lz et sin Tni._' sont des nombres réels positifs.

D 5 1=\'@'+1 i l:"l@-l
OIIC : COS i2 ?2— et s1n 1 E—-

mmEmmm Expressions de cos o, sin o ef tan o en fonction de tun-%—

Propriétés

Pour tout nombre réel o tel que tan % soit défini, en posant ¢ = tan % ,ona:

. 1-¢2 . 2t
' (9) cos o= H 10) sin o= i
@ 1 4 (2 (10) 1412
si, de plus, tan o est défini : (11) tan o = ﬁ :
Démonstration

3 o) 1 1
On sait que : cos? — = = ;

% u 1 + tan? -g'— 1+

On en déduit que :

2
sl
2 1—t2
b 2 O ez O 2 O ¥z - :
COs O = CO08 b s1n > cos 5 ( it & PET
2

— 3
cos 1+¢
sinu_ 2L
cosa 1-—t¢

5 5 sinT 2
sma=2cos%sin7=cosz-2—(z a)

si, de plus, tan o est défini, tan a = =

—3.3. Travaux diriges

EEEESSE  1°) Démontrer que pour tous nombres réels a et b; on a : 2 sin a cos b = sin (a + b) + sin (a - b).

2°) En déduire que : 2 sin %- (cus % + cos ?%c_ + COS ST’;) = sin 67“

i3 2n In _ 1
3°) Démontrer que : COS - — €08 — + COS =~ = .
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Solution
1°) D'aprés les

sin (a + b) + sin (a—b) =si
— 2 sinacosb.

an 5T
DB'T'FCOS 7)-

'addition on a:
formules d'addition _ ‘
n @ cos b + sin b cos @ + 510 a cos b-sinp cos q

. | s
2°) Fosuns:A=25m?(ms 7 + 0

A=2sinl?‘-ms l;—-rz:;inl;»cos%’i-rilsin%cus %’5

En appliquant le résultat précédent, on obtient :

A =sin27“+sinn+sin'%—siu%ﬁ+sin %ﬁ—sin‘-‘;—=sin §?£
3°}0na:sin%’5=sin(n—ﬁ%)=sin -1;,"—

Donc : cos %H:os 3-:‘,’1+cu9573=%*

Clr:uuasT“:-cus (m-%):—cos 3_7:_

D'od : cos %—cosg,;f+cns?%=%-.

WE Xercices WWMW&}%
3.0 Calculer le sinus, le cosinus et la tangente de d.e f‘%ﬂ

chacun des nombres réels suivants - X est un nombre rge] n

On multiple pptier 1
-5 . 2 1999r | 29n 1. Démontrer que ; SI03x _ dosde " 11
' B ' ""‘_6—'— y —, 2 EX o silox QUS.I=1
4 ¥ _Pr;mer en fonction de gos 2y
SN 3x  cos 3x '
aj —— o :
3b Démontrer que, pour tout nombre réel @, on g - : ssil:;-lsxx ok
a) cos o + cos (u+g_1_:)+cn i : b} e cos ox
3 su,+.3_)=0: in x cos x

b}siu(!+3jn (u r
T73) tsin (o 4 4R _
3 ) (u + 3 ) =0, 3.|: -+ est un nomhre réel, Démontrer qua:
dc On cosly = 1 1 3
: consi X = — cos 1 3.
. nsidére un nombrg g o tel que ; g C0s dr+ 5-cos 20+
2 SRy o cus(“ 2 ' Sinﬁ'tz_l'{?ﬂsit-lcgszr.;i_
Calculer gog 2N, 8 7 8
O, cos 2q tan 2
' o,
3d . ety son( 4 39 xestun nombre réel tel que : cosx#0
ni de
que : cuaxz_u:?_x flombres rgels de [D ?*}—]t b 1. Démontrer que : 1 + tanz.rze-rx" i
Caleulgr g5, [gx e R :ﬁ.ﬂalct’:lﬂl‘ sin .x et cos x dans ¢
- wants :
9. a = 4 . xf.
}tﬂnx..?et XE ]U+-2— ]
b.’ fan x = 1+ J_a et X e ].- -%":u[
36
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R AR

Y

La résolution d'équations trigonométriques se ramene le plus souvent & la résolution d’équations de types :
cosx=aq, slmx=a, tanx=aq.

~—4.1. Equations de types : cosx=a, sinx=a, tanx=a

mmmmmm Equation du type:cosx=a

Soit & résoudre dans R I'équation : cos x = a, ot x est 'inconnue
et @ un nombre réel donné.

* Sia<~-1 ou a> 1, cette équation n'a pas de solution puisque,

pour toul nombre réel x,ona:-1<cosx<1. ! a

* Siae [-1;1],il existe un nombre réel o tel que cos ¢ = a.
cosx=a & COS X = COS O,
< x=w[2n] ou x=-a(2n]
Les solutions de I'équation dans R sont les nombres réels x de la forme :
x=o+k2n,keZ ou r=-oa+k2n kelZ

Propriete

=T : ST R
| Pour tous nombres réels xet o, on a:
|'cus“x=msq. & x=a+k2mkeZ ou x=-a+k2n ke Z

Exemple - P 2

12
Résolution dans R de I’équation (E) : cos 2xr =- '%—
(E) & cos 2x =cos 5-575
51
= h=%+k2n.kez ou 2x=—F+k2n.keZ 0

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :

_5n __5m
x_ﬁ+kn,kez ou x= 12+kn,ke Z.

Les images des solutions sont les sommets d'un rectangle inscrit St
dans le cercle trigonométrique. 12

_5n
12
mmmmmm Equation du type :sinx=a
Soit 4 résoudre dans R |'équation : sin x = a, ol x est |'inconnue et ﬂ_a/‘N 3

a un nombre réel donné.
¢ Sia < -1 oua > 1, cette équation n’a pas de solution puisque, /\0
pour tout nombre réel x, =1 < sin x < 1.
e Siae [-1:1],il existe un nombre réel « tel que : sin a = a.
sinx=a = sin x = sin o
& x=o[2n] ou x=n-al2n].
Les solutions de I’équation dans R sont les nombres réels x de la forme :
x=a+k2n,keZ ou x=n—oa+k2n kel

Propriété

[" Pour tous nombres réels xret o, on a :
ginxr=sina & x=oa+k2mkeZ ou x=n-oa+k2nkelZ
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)
Exemple ) =
Résolution dans R de I’6quation (E) : sin (I ﬂ) =7
(B) & sin( _l‘.)=gjn£
: B T nykomkeZ
= x-i‘-:%-&-k‘zn keZ ou x—=%""§ : -
13n
= x—.f—z+k2n ke Z ou x-1?£+k2n ke Z S
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :
x=$—z+k211: keZ ou x..13“+lc2u kel

mammmm Equation du type : tan x = a

a
Soit & résoudre dans R I'équation : tan x = @, ol x est I'inconnue et
a un nombre réel donné.
La fonction tangente prend ses valeurs dans R ; dong, pour tout

nombre réel q, il existe un nombre réel o tel que tan o = a.

0
tanx=a <« tanx=tana
& x=of2n] ou x=n+a [2n]
Les solutions de 'équation dans R sont les nombres réels x de la forme : n+ o

x=o+k2n,keZ ou x=n+o+k2n kel
c'est-A-dire:x=oa+ kn ke Z.

Pro 5 rlele

 Pour tous nnmbres reels.tet utels que tanx et tan a sont déﬁms ona:
tan x = tan o & x= o+kn ke Z

Exemple

Résolution dans R de I'équation (E) : tan 3x = - /3.
(E) < tan 3x=tan.‘-?'—315-

%
s\og
ol
=

9

= 3x=g§r£+kl‘l:,ke Z,
Les sulutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : “ 1
x=F+kZ kel i
Les images des solutions sont les sommets d'un hexagone régulier inscrit {ix
dans le cercle trigonométrique. 5
—4.2.. Equations du type: a cos x + b sin x 4+ ¢ = 0
Exemples ]
Soit & résoudre dans R les équations (E) : _ﬁ COS x — J:_ Sinx='2 o ) J'z o onit e

——

12 : 3
¢ Dans | equatm:tl (E), Ol'll rema;que que - et - =- sont respectivement
égaux a cos (- T] et sin (- -3—].

—

Donc: (E] & cos (- %) cos x + sin (- l;-j sin x = [2

(o]
& cos (- %—x}:cgs%

i n 2 T
= .r.—_—ﬁ[ZTI:i ou x=_i_[2"]

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme -
x_"iii+k 2n, ke Z ou x-~——+k21: ke 7,

..-l-...1
}OLTI
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* Pour résoudre de fagon analogue 'équation (H), il suffit de diviser les deux membres de 'équation par 2.

Ona:(H) & [%-cusx+"—§-sinx=--%-
o= cns%cnsx+ sin%t-sin.t“:cns??“ 11n
= cos({{-— )=c052—3“- ] 0 0-
& x= -_f'—’; [2n] ou x= 1'11; [2x].

Les snﬁl:tions de (H) sont les nonil'i}ras réels x de la forme :

.r=—ﬁ+k2n.ke2 ou x=1—;+k2n,kez. _%

|"'_"' e e e et M T S S —

 Soit & résoudre dans R une équation du type : @ cos X + b sin x + ¢ = 0.

)
¥

SRR |

* Sia=0o0ub=0, on se raméne & une équation du type : cos x =a ousinx=a.

'E *»Sia#0etb#0,alorsa?+b 20ctona:

a cos x + b sin x = Ja?+ b2 (L COS X +

B ) -
———sinx);
Ja*+ b? Ja?+ b? 1

or (_a_ )2+ (—--—-JT'—)—)2 = 1, dong il existe un nombre réel ¢ tel que :

e ) N\

a e b '

cosp=——— et sinh= ;
! 9 Jai+ h2 ? ‘Ja'.3+ B .
i on en déduit que : a cos x + b sin x = Ja?+ b* (cos¢cﬂs.r+sin¢sinx) '

= Jal+ bz- cos (x—¢) ;
-c

e TR

" | on est ainsi ramené & résoudre 1'équation : cos (x ¢) =

—4.3. Autres exemples d’équations trigonométriques

ENEEETE 1. Résoudre dans R I'équation (E) : cos x = sin 71;,‘-

5n

Solution 14
; " 5T on
On sait que : sin 2~ = cos 77, car E"—ﬁ:%—ﬁ, 0
T
Onadonc:(E) ¢« cosx=coszz 0
_5m - _5m
&  x=E37 [2n] ou x= 12 [2x].

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : “Sn
x=%+k2n,kez ou x=—%+fc2n,kez. 14

EEEES 2. 1°) Résoudre dans R I'équation (E) : cos Zx + /3 sin 2x = —1.

Représenter ses solutions sur le cercle trigonométrique. :
2°) Donner les solutions de (E) appartenant a l'intervalle ]- Tﬂ ; 27:].

Solution P
1) cos 2x + /3 sin 2x = J1+3 (—%— cos 2x + %sin?.x)
= 2 cos (Zr— -}-)
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7
DL’I H _.T_"- =-—‘J—
nc:(E) & cos (Z.r 3) 7 , 2y sx
= 2K Xx-3 =77 6
= -%:—3—[2?!:] ou 3
n
& 2x=n[2n] ou EIE'";:T[Z’:] - P o
b4 € L.
& 2x=n+k2n ke ou 2I="§F+k2u’
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : k
.r=—72£-+kn,kez ou x=—%-+k1[,kEz- 4
X knsin: i

K
2°) » Cherchons les entiers relatifs k tels que : — 5~ <2

~F X ks e -2 <k£—§—.']1roisvaleurs de k conviennent

2 2
i 3 = 1 . l 4 3—“
solutions suivantes : 3 iy

3n T ‘
* Cherchons les entiers relatifs k tels que : =5 <= 7§ +hensS2R;
-32_“ <-%+ kns2n & —i{kS%-Quatte valeurs de k conviennent :—1;0;1; 2 ; Il leur correspoyg
3

11n
les quatre solutions suivantes : _ZE-E: - %‘- i iﬁE VB

-1;0;1; il leur correspond Jgq trog

; an .
* Les solutions de I'équation (E) appartenant & l'intervalle ]- 7 21:] sont donc :
_7'®._ ., n. a. 0m 3n 1%

Ci 5

3 AR e e

3n
ENEEEN 3. Résoudre dans R I'équation (E) : tan 2x + tan ( = 7;:) =0.
Solution

* Détermination des contraintes sur I'inconnue

Zref:-gﬂ+ku et x—%i—%—wkn = x:%+k% et x :%‘E-:-k n
I I
= x#:4+kz.

Les images de ces nombres sur le cercle trigonométrique sont les sommets d’un carré PQRS, dont le
cotés sont paralleles aux axes du repére (0, I, J).

e Résolution de (E} A[‘{n)

(E] = tan2r=-tan L
agc x;) P QEF

= 1an2.r=la.n(-—4——

1
Dunc:2x=3:;—“-x+kn,kez; BCTQB)
c'est-a-dire : x = %— +k %, ke Z.
Les.images sur le cercle trigonométrique des nombyes ré insi O
trouvés sont les sommets d'un hexagone régulier ABCBE]'ES‘ ?;112;1

deux des sommets (C et F) sont sur la premidre bi : E~1Jﬂ]
repere (0, 1, ). P issectrice dy ¢

e Vérification des confraintes C

Les nombres réels solutions de (E) sont ce
(C) sont les points A, B, D et E, sommets
sommets du carré.

Les solutions de (E) sont donc les nambres rgals x g

7N ==
x==+knkeZ ou t==—gzt+kmke 2

12
Le

dl-lx dont les images syr D(-TQ*“)
& 'hexagone sans gtre

e la forme -

s images des solutions sont les sommets d'yy,
rectangle inscrit ga i
ns le cercle trigonométrique
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EEEEESE 4. On considére 1'équation (E): 2 cos x -3 sinx + 1 = 0.

1°) Vérifier que les nombres réels x de la forme : x = 1t + k 2m, k € Z ne sont pas solutions de (E).
2°) Résoudre dans R I'équation (E), en utilisant le changement d’inconnue : t = tan -;—
On donnera les solutions & 10~ prés.

Solution
17) Soit x un nombre réel de la forme ; x=n + k 2m, ke Z.
Ona:icosx=-1 et sinx=0;donc:2cosx—3sinx+1+0.
2°) Pour toute solution x de (E), d'aprés la question précédente, tan % est défini.
1-¢? 2t
Ona:cosx= inx=
F et sin.x T
1—1¢2 2t
Donc:(E) & 2 -3 (—— =
( (1+£2) 3(1442)"-‘1 g

& —tP—Bt+3=0.
Les solutions de cette dernigre équation sont : £, =— 3 + 2 3 et t,=—3-2 {3.
En utilisant une calculatrice, on trouve que les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :

%=0,43+kn.fce Z ou -‘5—:-—1.42+;’cn,ke Z,

cest-d-dire : x =086+ k2n, ke Z ou x=-284+k2n ke Z.

WE XETCICOS BEorr o it s o g s

(dans chaque cas, on représentera les images
des solutions sur le cercle trigonométrique)
lxel-n;3nl sinxr=2;

4.0 Résoudre, dans l'ensemble indiqué, les équa-
tions suivantes :
(dans chaque cas, on représentera les images

des solutions sur le cercle trigonométrique) 2.xe R, sin 2x =% ;
: —-2r; 2n), 2 =423 in(-E - 2x) = i
1.xe[-2r;2n], Zcosx=2 3.xe [, 5111(4 2.,\:) = cﬂs(.r ?]

2.xe K cosdx=- %:

3.xe R, cosZr=Ccos (% = ) 4.c  Résoudre I'équation : x € B, tan 2v=-3.

4.b Résoudre, dans l'ensemble indiqué, les équa- Ad Résoudre I'équation :x e R, cus.t+ﬁsinx=ﬁ.

tions suivantes :

e e e e g =

i

) inéquations trigonométriques

Les résolutions d'inéquations seront traitées sous forme d'exercices.
On se limitera aux inéquations simples de type : cos x <b ou cos ax < b (ou sin ou tan).

mEmmmmm 1. Résoudre l'inéquation () : sin x> - 3
sur les intervalles suivants: a)l-n;nl, b)[0;2x[, ¢ R.

Solution
Considérons les points M et M' du cercle trigonométrique ayant pour ordonnée — %
Les points du cercle triggnométrique ayant une ordonnée strictement

supérieure a — é— sont les points de l'arc MM’, M et M’ étant exclus.
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et =+

Sl) Dan‘s I=m; x], M et M’ sont les images respectives de =7

onc l'ensemble des solutions de (1) est :
ni 22l w - &

b ]KI 0 U] ﬁ'ﬂ]' 7n ., 11%

) Dans [0 ; 2n[, M et M’ sont les images respectives de g~ et =g

donc |'ensemble des solutions de (I) est :
[o: [ u]BE:an|. .
¢) Dans R, I'ensemble des solutions de (I) est la réunion e

dBlafc-rme:]-%+k2r:;7—ét-+k2n[.k5 Z.

alles

. 1 I’ensemble des sol
EEMMEEE 2. Résoudre dans R 'inéquation (I) : cos 2r = 5 On représentera olutions

appartenant a l'intervalle |- 7 ; 7] sur le cercle trigonométrique.

Solution

Posons : X = 2x. L'inéquation cos X = % admet comme ensemble de

solutions dans R la réunion des intervalles de la forme :
[—£+2kn;%+2kn].keﬁ.

3
On a donc : -J;—+2k1't < 2x < -§—+2kn.
D'ol : —%+ku£xs—g—+kn.

L'ensemble des solutions de (I) est donc la réunion des intervalles
delaforme:[-%+i’cn;%~+kn].ke Z.

EE@EES= 3. Résoudre dans }- 7t ; 1) I'inéquation (I) : tan x < 1.
On représentera I'ensemble des solutions sur le cercle trigonométrique.

Solution
Contraintes sur l'inconnue : x # - -12‘— et x# %—

an 4
Dans -z ;7 tanx=1 & Xx== 0u X=3~

. . 3n
Désignons par N et N’ les images respectives sur (C) de — 7= et %

Les points M du cercle trigonométrique tels que (OM) coupe (T) en
un point d’abscisse strictement inférieure a 1 sont les points des arcs

fﬁ et ]T-I;T'. J, N, J' et N’ étant exclus.
Dans ]-  ; 1], 'ensemble des solutions de (I) est donc :

Jri-2[ U5 2] u]5in]

VA’GE XTI CICOS B A s 7 A i A A

5.0 Résoudre, dans R, I'inéquation : 5.€ Résoudrs, dans it Vinéquation :
zcus(x—-;?-)+ﬁ<ﬂ- Jatanx+1<o0.
(On représentera I'ensemble des solutions sur (On représentera I'ensemble des solutions sur
le cercle trigonométrique. yi Jossiieele e i)

5b Résoudre, dans -7 n], l'inéquation : 5d Résoudre, dans R, I'inéquation :
9 sine - /3 sinx20. ) T2
(On représentera I'ensemble des solutions sur (On représen te;'a Vensemble des solutions sul

le cercle trigonométrique.) le cercle trigonométrique.)
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APPRENTISSAGE

Angles orientés

1 A et B sont deux points distincts du plan.
Représenter I'ensemble des points M du plan dans cha-
cun des cas suivants :

a)l 1?5_“ est une mesure de [Aﬁ) :

b) [@] a pour mesure principale - - ;
c}(ﬁd. A_ﬁ] est 'angle nul ;

dJ (MA, MB) est I'angle plat.

2 A, B, Csont des points tels que :

= —= =
(AB, AC) et(BA, BC) ont respectivement pour mesures
principales L et — .,

Déterminer une mesure des angles :

g - e T
(BA,AC) ; (CA,CB) ; (BA, CA).

3 PQR est un triangle tel que les angles (QR, QP)

—
et (PR, QF) ont respectivernent pour mesures — %—“ et 25&.

Démontrer que le triangle PQR est isocéle,
@} ABC est un triangle équilatéral de centre S tel
= = ¥ P T

que [(AB, AC) ait pour mesure principale 5

Déterminer, en radian et en degré, les mesures princi-
pales des angles orientés :

(BC,BA] ; (SA, 5B) ;(SA,BC); (SA,CA) ; (S5A, AB).

5 ABCDE est un pentagone régulier de sens direct
et de centre S. Déterminer, en radian et en degré, les
mesures principales des angles orientés :

=k

(SA, SB) : (AB, AE) ; (BE, BA) ; (CD, BA) ; (BC, DA).

6 ABC est un triangle non rectangle inscrit dans
un cercle (). D est le point d'intersection des tangentes

4 () en B et C. Soil a une mesure de I'angle {Eﬁ. Ef:].

Déterminer, en fonction de o, une mesure de l'angle
e =)

(DB, DC).

7 Le plan est muni du repére orthonormé direct
(0, 1, ]). Déterminer les coordonnées des points A et B
tels que :
*0DA=3 et OB=5;

o & ot — I yoient respectivement des mesures en radian
B 44—

> —F = —>.
des angles (OI, OA] et (OI, OB).

Trigonométrie

“ExercicesZ

___

B 1. Calculer cos x et tan x, sachant que :

: a T,

sinx==% el xe ]"i'".ﬂ[.

2, Caleuler cos x, sinx et tan x, sachant que :
cas{Sn—x]:% et xelo;al;

3. Calculer sin x, cos x et tan x, sachant gue :
i o LTl

sm[qx]-m Bt xE] 5 ,1':[.

9 Démontrer que pour tout nombre réel x, on a ;
* [cos ¥+ sinx)? —[cos x —sin x)2 = 4 cos x sinx;
o (1+cosx+sinx)®=2(1+sinx)(1+cosx);
o gin*x+costr=1-2sin?xcos?x;
e sin®x+cos®x=1-3sin?xcosx
(On pourra remarguer gue, pour tous nombres réels a
eth :(a+ b =a’+ 3a°bh + 3ab? + b))

10 1. Pour tout nombre réel x, démontrer que :
{cosx + sin x)? + (cos x — sin x)% = 2,
2. Calculer cos x et sin x, dans chacun des cas suivants :

alcosx—-sinx=-1;

blcos x —sinx = %

Angles associés

11 Calculer, en fonction de cos x et sin x, les
expressions suivantes :
A=cosn+x)+cos(t—x)+cos(-x);
B=Si‘[1f‘lt+1‘:'+5iﬂ{?;—£]+5iﬂ[—.l']; "

= S I'I_ = e __]t ;
C—m'n(fn x)+ms(z )+|:m(.r 2}+msn.t 2).
D=5m(-§-+x)+zsm(.t+ u%[‘) +sin (x4 57).

12 Démontrer que, pour tout nombre réel x :
sin x = sin (—5‘—4-.1:) — sin (%’——x) ;

cosx:cus(%-}x) +cns(-3“—-x) :

[Formules de trigonométrie

13 En remarquant que T=2x-F, démontrer que:

Ty P

£ A V2 —
w58 2 8

En remarquant que % - % = %. caleuler cos %E- et sin ::3—“ .

14 1. Ecrire cos 3x en fonction de cos x, sin 3x en
fonction de sin x.

2. En déduire que : tan 3x = tan x

et sin

3 -tan?x
1-3tan? x’

15 1. Calculer :

= L S oo T oo BW,
A—cuslzcus}]2+smusm5ﬁ-.
SR L
B = cos 17 €08 g3 — §in 7 Sy -

s gin & 8in 2% = cos X cog O = L
2. En déduire que : sin 13 S0 {7 = €08 g5 COS 75 = .
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16 Démontrer que pour tout élément x de [0 {— '
ona:yl+ sin 4v = |sin 2r + cos 2¢/.

17 calculer cos x et sin x dans chacun des cas !

a)cnsz.r=--%a et xe IO;-%‘-!:

bjcuslt=;‘% et xe [£;n];

C}C052.t=—-g— et xe [-—n:-—%‘-]:

d] cos h:% et xe [- 21:0].
18 Calculer sin 2x et cos 2x dans chacun des cas :
a}sin.r=-% ot xe [—-;—;El;
s A ; L8y,
b)cos x = 5 et xen; 3 1:
cltanx=-3 et xe [-—725—:0].

19 Calculer :
A = cos? %+cos=%‘£+coszsa—z+coszzf:
B =sin? X 4 sin? 3% 4sinz 9% 4 gin2 28
g+ sin® Fasin? o+ sin? .

{On pourra d'abord calculer A + B et A -B.)

i .. In ... 11In
Esm in—=——=1.

20 16 8in % i £
Démuntrerque.lﬁsmzqsm 73 5057

F

[E quations trigonométriques

21 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

a) sin (3.r+ i‘-) =si.n(2—“-- ) ;
3 3 :
: = Ty .
b} sin 3x = cos (.r—?) :
¢) sin (—x+3Tx) +51n{2.t+?’;—) =0;
d) cos (-.r + %) +cos 3x =0,

22 Résoudre dans R, & l'aide d'un changement
d'inconnue, les équations suivantes et représenter les
images de leurs solutions sur le cercle trigonométrigue :
a)-2costx+cosx+6=0;

b) sin? 2x -3 sin?.r+-i—=&

23 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

2 -\ _cos? Y _qn-
a) cos (.?. 3) cos (.r+4)—ﬂ.
bl4cosix+3sin?2r=0;
c]2cos2x+4cosx—1=0;

d) sin 2x — 2 sin x cos (..L' - ‘_E]t‘)= 0.

24 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :
ujﬂcnsx-ﬁsiu.r+fﬁ=ﬂ;

b) cos 2x —sin Zx == 1.

44 Angles orientés et trigonométrie

25 Résoudre dans D les équations sujvapye,
ajtan(.t+7'f4)—tm{2.t+—g—)=G.D=H; '
bj 3 tanx—1=0,
¢)tan®x + (1 + [3)tanx+/3=0, D=[g; 2n[,

D=lnsn,

[néquations trigonométrigye,

26 Résoudre dans D les inéquations suivanye .
représenter les images de leurs solutions sur g cerclg
trigonométrique

ﬂ;'cus.r-r:—-%-, D=R:
bjﬁsin(z.tq--’i‘-)—lsm D=[0;2nf;
¢)sinx—-cosx <0, D=R

27 Résoudre dans D les systémes d'inéquations
suivants et représenter les images de leurs solutions gy
le cercle lrigonométrique ;

R
gy xS ,D=[0;2n;
25inx+120
.
C
b) sinx< -3 D=R;
cusxa--;-
; {3
sin 2¢ < =
cl 2 ,D=R

1
T
CCISEE_ 2

28 Rrésoudre dans D les inéquations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

a) 1-2p0s x

>0, N I,

2sinx—f3 D=] ﬂ.ﬂ]-
2cos2v—1

bj_'_—‘_‘-'-ﬂ. D=[0;2nl.

1+ 2cos 2x

29 Résoudre dans D Jes inéquations suivantes el

T*?‘PTéSERlBr les images de leurs solutions sur le cercle
mgnunméu-ique '

u}sinz.r--é-so, D=]-n;ali
anasx[Zshx.r-l]so, D=]-mnli
¢)2cos’x + [3cos x>, D=[0; 2l

d}4sin2x+2[4'_2..1] sinx—/2<0, D=I[0;2nl

30 Résoudre dans D les inéquations suivantes g

représenter log images de leurs solutions sur le cercl?

trigonométrique ;
b Itan xz1, D=Rm
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APPROFONDISSEMENT

31 On considére deux parallél
~+E L Ggil:nmes ABCD
et AECF. Démaontrer que : (EA, EB) = (FC, FD),

32 1. A, B, G, D et E sont des points tels que :
AB=AC=1,AD=2 AE=13:
25t 119 85
T2E' ""TE -T“sont des mesures respectives des

= B T = T
angles (AB, AC), (AC, AD), (AB, AE).

Démontrer que les points A, D, E sont alignés ; calculer DE.

2. q, b, c sont trois nombres réels et A, B, C, D, E des
points tels que :

AB=AC=1,AD=2, AE=3:

a;!:. c_S':;ml E::s mesurfish reﬂecuvas des angles

(AB, AC), (AC, AD), (AB, AE).

Déterminer une relation entre @, b et ¢ pour que les
points A, D et E soient alignés.

Calculer DE. (On distinguera deux cas.)

33 Soit [AB] et [CD] deux cordes a supports paral-
l¢les d'un cercle (‘€) de centre O,
1. Démontrer que :
— — — —» — =
(OA,OC) = (OD. OB) et (OA, OD) = (OC, OB).
2.0n suppose que le triangle OAC est équilatéral.
Préciser la nature du triangle OBD.

b = —%
38 ABC est un triangle tel que (AB, AC) a pour
mesure principale A
Déterminer les points D tels que :

(AB,AC) =4 (AB, AD) et AB = AD.

35 ABC est un triangle équilatéral de sens direct
inscrit dans un cercle (€) de centre O.
P, Q, R sont trois points distincts de (6).
Démontrer que le triangle PQR est équilatéral de sens
direct si et seulement si ;

=

(OA, OP) = (OB, 0Q) =(OC. OR). -

36 Propriétés d'un angle de mesure 2 radians
Soit (€) un cercle de centre O et de rayon A.
1. Déterminer la mesure en radian, de I'angle au centre
d'un secteur de (€) dont l'aire est égale a celle d'un
carré de coté H.
2, Soit A et B deux points de (€). On considere le secteur de
(%), dont I'angle au centre AOB a pour mesure ¢, en radian.
M et N sont deux points tels que :
Me [0OA], N € [OB] et OM = ON.

N
) A

Dn considére deux trajets pour se rendre du point A au
point B : =
T, : en suivant I'arc AB du cercle (€] ;

T, : en passant par M et N et en suivant I'arc MN du
cercle de centre O et de rayon OM.

Déterminer & pour que ces deux trajets aient méme lon-
gueur, quels que soient les positions des points M et N
sur les segments [DA] et [OB].

37 1. En remarquant que sin 5x = sin (4x + x),
démontrer que ; sin 5x = 16 sin® x — 20 sin®x + 5 sin x.
2, Résoudre dans R 'équation : sin 5x = 0 ; vérifier que

+ ot 25—“ sont des solutions de cette équation.

3. Résoudre dans R I'équation : 16X% — 20X7 + 5X = 0.

4. Déduire des questions précédentes les valeurs de
PR - . Im
sin = et sin 5 -
38 1. x étant un nombre réel, démontrer que :
cos 5x = cos x (16 cos’ x — 20 cos® x + 5) ;
{1 —cosx) (4 cos?x +2cosx—1)% =1-—cos 5x,
2. a) Résoudre dans R 1'équation : cos 5x = 1.

b) Déduire des questions précédentes les valeurs de

n 4m T
5 =—, 00s =— et cos —.
cos 5 (¥ 3 5

39 On considére trois carrés disposés comme dans

la figure ci-dessous.

¥ B o

Calculer cos (B +7v) ; en déduire que :a = + 7.

A0 a et b sont deux nombres réels donnés non
tous nuls et ¢ un nombre réel variable.
1. Justifier l'existence de deux nombres réels r et g, tels
que;a=rcos¢ et b=rsing.
2. a) Résoudre le systeme d’équations :
xcost+ysint=a
[x;y)e Bx H,.{
—tsint+ycost=>b
b) Démontrer que les solutions du systéme sont ;
{.t::rcas (t+q)
y=rsin ({ + @)
¢} Soit [x ; y) une solution de I'équation précédente et
M le point de coordonnées '*'] dans un repére arthonarms.

Démontrer que lorsque ¢ de‘-l,,cril R, le lieu du point M est
inclus dans un cercle que I'on déterminera. Préciser ce
cercle pour a* + b? = 4,

81 «x et y étant deux nombres réels de V'intervalle
[0 ; x], on considére le systéme d’équations (S) :

COS X COS Y = jiﬂ
{ -
sinxsin y ="34—_1.

1. Démontrer que le systéme (S) est équivalent au sys-
leme suivant :

{ cos {.t+y]=%—-

cos [x—y) = iﬁ'

2. Résoudre (S).

A2 1. o) Vérifier que : \(31- 2jz=1+ /2
b) Résoudre dans I 'équation :
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2X2 4 {l—ﬁ)X—'%—=D.

¢) Résoudre dans D‘j_l‘inéqualion :

2X2 4+ (1-J2)X - —%-:» 0.

2. Déduire de la question 1.b la résolution dans [t de

I'équation : 2 cos?x + (1 — /2] cos x - % = 0.
Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de cette équation.

3. Déduire de la guestion 1-c) la résolution dans l'inter-
valle |- x: ) de l'inéquati?n 3

2c052.r+{l—.,|'r§‘.} nusx—%:ﬂ].

Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de cette inéqualion.

83 o est un nombre réel appar-
tenant & Vintervalle |0 ; --| et M son
image sur le cercle (rigonométrique.
1. Démontrer que :sin o < o < lan .
(On pourra remarquer que I'aire du
secteur circulaire délimité par les
segments [Ol], [OM] et I'arc de cercle
IM est comprise entre les aires des tri-
angles OIM et OIT)

2. En déduire que, pour tout x élément de ]D 3 -;L{,

 §inx tan x L Sinx
ona: T =<1<== el cosx<=5=.
B4 Pentagone régulier

Voici un programme de construction du pentagone
régulier.

(@) _——A
B )
o
™Ma =« G/P '
¢
J':bb

« (@) est le cercle trigonométrique ; on considére les points

A 0
.Q( D&) et M(l)
2
« Le cercle (I de centre £ et passant par M coupe le

egment [I']] en P et Q.
f ig,eg tangentes a (1) en P et Q coupent (€)en A, DetB,C.
On se propose de démontrer que IABCD est un penta-

one régulier. —
E. Soit o une mesure de l'angle (OI, OA).

Calculer cos @, puis cos 2.

——

|

]

1,0B).
=20

2. Soil ff une mesure de I'angle (
Calculer cos et en déduire que

=)

46 Angles orientés et trigonométrie

—
—_—

3, Soit y une mesure de I'angle [6‘5' 0q).
Calculer cos Y, pu_if_c_us_zj'. ——_
En déduire que [CTﬁ,EF}.CJ = (01, OA).
Conclure.

85 Un couloir, de largeur {3 matres, G
angle droit et sa largeur n'est plus alors que de 1 ol

e T ————
- e —

| PN

-

—_—

Am

Sur la figure, une droite passe par O, fait avec 'un des
murs un angle « et coupe deux autres murs en A et B,
1. Exprimer, en fonction de o, les longueurs OA, OB et AB,

2. On pose : AB = f(0). =
4 cos (o — ﬂﬁ—]

Démontrer que : f(a) = e

3. a) Déterminer & pour que : AB = 4.
b) Déterminer o pour que : OA = OB.

86 Une chaine de vélo s'enroule autour d'un
pignon (P) de centre O et de rayon r et d'un pédalier (P')
de centre O' et de rayon r’. On pose : 00" =d.

Soit o la mesure en radian de 'angle que fait (00’) avec
(AA"), tangente commune extérieure a (F) et (P.

1. Caleuler sin e, puis cos 2a, en fonction de d,retr
2, On se propose de calculer la longueur L de la chainé.
Soit A et B (respectivement A’ et B') les points C¢
contact de la chaine avec (P) (respectivement (')

a) Calculer AA' en fonction de d et o.

b) Calculer, en fonction de o, ret ', la longueur des a'rns
AB et A'B' 0l la chaine est en contact avec (P) ot g
¢} En déduire, en fonction de @, d, r et ', la longue¥r
de la chaine.

3. Application

Ona:r=5cm,r =10 cm et d = 45 cm,

Calculer une valeur approchée a 1072 prés de & etdel
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G eométrie analytique
du plan

Introduction

A 2 Dans les classes précédentes, nous avons étudié les équations car-
AT tésiennes de droites du plan et de cercles. L'objectif de ce chapitre est
b ' de compléter ces nofions & l'aide de l'orthegonalifé, dv produit sca-
laire et de la trigonoméirie. Nous étudierons en parficulier les équa-
tions normales d'une droite, la distance d'un point & une droite, les
représentations paramétriques d'un cercle et les tangentes & un cerdle.

René Descartes (1596 - 1650), mathématicien, physicien et philosophe francais
(Peinture de Frans Hals.)
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. du repére orthonormé (O, L7
Dans tout ce chapitre, le plan est muni au rep

- orthogonalité et droites du plan

définie par un point et un vecteur normal

non nul n, il existe une et une seule droite Passan{ p,,
A

__1.1. Droite

On sail que, pour tout Pmnt A et tout vecteur

et de vecteur normal n. -

Cette droite est 'ensemble des points M du plan tels que : AM 1 n.

mmzmmm Equation cartésienne d’une droite
Propriétés

| Soit a et b deux nombres réels tels que (a,b) # (0,0).

-+ (a
+ Pour tout nombre réel ¢, 1a droite d’équation cartésienne ax + by +c¢=0 admet n ( b) pour vectey

| normal.
ie Réciprogquement, toute droite de vecteur normal n (b) admet une équation cartésienne de la forme;

ax+by+c=0,0tuce R. b N4

Démonstration
» La droite d’équation ax + by + ¢ =0 admet u (_::) pour vecteur
directeur. x—' ‘5 a'
Ona: wn = 0. Donc n est un vecteur normal & cette droite. b
e Soit M ) un point du plan et (@) une droite de vecteur normal n. ug
On df:mgne par (x,; 5'0] les coordonnées d'un point A de (2). il ,—‘/
Ona: Me (9) = AM.n=0 o7
& alr—xy) +bly-y,) =0. (D) | |4
(%) admet donc une équation cartésienne de la forme : ax + by + ¢ = 0, 1"’ |
ol ¢ = - (ax, + by,).

Exemples
* La droite d'équation y=mx+p admet n ( 1) pour vecteur normal.
e Soit (?) la droite d'équation cartésienne 2x -3y + 4 = 0, On se propose de déterminer une équatio?
cartésienne de la droite (A) perpendiculaire & (2) et passant par le point A("'zl)
=+ 3 5
u (2) vecteur directeur de (), est un vecteur normal a la droite (A).
—

Soit M(;) Ona:Me (A) & AM.u=0

e 3x+1)+2(y-2)=0

© 3x+2y-1=0.

: 3 -3 1 , d

* On considere les points A( ) et B( ) On se propose de d i 5 i artésienn®
médiatrice:du segment [AH). 4 2 prop éterminer une équation ¢ .
4 form®
La médiatrice de [AB] est une droite de vecteur normal AB| _p) i elle admet donc une équation de la

4x -2y + ¢ = 0. Elle passe par I( )m’he“demﬂl donc:4x(-1)—2x3+c=0.

Une équation cartésienne de celle droite est : 4x — 2y + 10 = .

48 Géométrie analytique du plan
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mmmmmm Parallélisme et orthogonalité de droites

Proprietées

Soit (3) et (') deux droites d'équations cartésiennes respectives ax + by + c=0et a’x + b’y + ¢'= 0.
1) @)7(@) & ab'-ab=0 ; (2)(@)L(@) & aa’'+bb =0

P émonstration

Les droites (D) et (9') admettent n (g) etn’ (‘;) pour vecteurs normaux respectifs.

(1) @)#(D) & netn colinéaires 2 @L@) & nln
< det(n, n)=0 & nn=0
< ab'-a'b=0. < aa +Dbb =0,

B emarqgues

* Les propriétés (1) et (2) peuvent s'établir a I'aide des vecteurs directeurs respectifs u (_2) et w’ (_é’, )
de (D) et (&").

* La propriété (1) est vraie dans un repére quelcongue.

Par contre, la propriété (2) n'est vraie que dans un repére orthonormé.

—1.2. Equation normale d’'une droite

emmmm Introduction

Soit (%) une droite, E_l_z_n vecteur normal & () el 8 une mesure (&E'}
de l'angle orienté (i, n ]._) L Iy -
On considére le vecteur v tel que : v = ——. At N

[Im]] T \}\IB\I 7
=5 TN o i = —+fcos B
v est un vecteur unitaire colinéaire & n, donc v sin 8): o7
v est un vecteur normal a (@), donc (@) admet une équation \L [

de la forme : x cos © + y sin 6 + k= 0.

Propriéeté '

——

Soit (%) une droite, 1 un vecteur normal a (@) et 6 une mesure de I'angle orienté (ivm).

(@) admet une équation cartésienne de la forme : x cos 6 + y sin 6 + k = 0.

Cette équation est appelée équation normale de ().

E emarque

Toute droite (%) admet deux équations normales. En effet, il existe deux vecteurs unitaires opposés, normaux

@ (@), qui font avec i des angles de mesures respectives 8 et 8+ 1.
Les équations normales correspondantes a ces deux valeurs sont :
xcos@+ysin®+k=0 et xcos(®+n)+ysin(®+n)-k=0

Exemples
" —2 3 e i |
« Soil (@) la droite passanl par le point A( 3) et de vecteur directeur u (ﬁ)

f3
?(-12 ) est un vecteur unitaire normal a celte droite.

2
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UE ly 2/3+3

(%) admet pour équation normale : - ‘i—g- k+2)+zly-3=0 &=F r+gy- B

* Soit (@) la droite d'équation 3x — 4y + 10 = 0. 4

3 _3_"_-4._

Les équations normales de (2') sont : X %" =gt <oy =20

' Pour obtenir une équation normale d'une droite ayant pour équation cartésienne ax + by,
il suffit de diviser les deux membres de cette équation par la norme du vecteur normal p (g) :
= 0. /

On obtient :

a b c
e L

memzmmn Distance d’un point a une droite A

Soit (@) une droite, A un point du plan et H le projeté orthogonal
de A sur (). M

Pour tout point M de (%), on a: AH € AM. H
AH est appelée distance de A & (2) et notée d(A,9). ()

Propriete 1

Soit A(’;ﬂ) un point du plan et (2) une droite d'équation normale xcos 6 + ysin 8+ k=0,
0

Ona: d(A, F)=|x,cos0+y,sind+Fk|.

Démonstration A

Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite (&) et M "'-) ; ()
un point quelconque de (%)

v (g?g g) est un vecteur unitaire normal 2 (%) ;

donc: AH = ﬂd.?l = | [x = xy)cos 6 + (i — y,)sin B M
Or:Me (2) ¢ xcos@+ysinf+k=0.

Donc : d(A, 2) =|x, cos 8 + Yo Sin 0 + k |.

B emargue

Celte propriété permel de donner une inferprétation géométrique du nombre réel k ) k| =d(O, D)

e

Propriete 2

Sait A(;g) un point du plan et (3} une droite d'équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.
Iﬂ.r“ + byu + f.'I

On a:d[ﬁ,@] = W.

Démonstration
La droite (%) admet pour équation normale : —2___ ., __b c .

Ja? b2 Jat+ b2 i Ja?+ b2

En appliquant le résultat de la propriété précédente, on a: d(A, o) = | @x, + by, + ¢ | |

Ja?+ b?

50 Géomeétrie analytique du plan
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Exemple

On considere les points A(_zl), B(- § ) et C(S) A
o)

On se propose de calculer la dist du poi . AN
droite (BC). ance du point A & la

a9
La droite (BC) a pour vecteur direcleurB_ﬁ( % ) / c

S

—_—

Une équation cartésienne de (BC) est donc - !

3(-’-’ 3) - gJ_ﬂ & x-3y-3=0 —
Donc : d(A, [BC]]_:}l o, B

—1.3. Travaux dirigés

mmmEmm 1. Expression trigonométrique du déterminant de deux vecteurs
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0,7, 7). On se propose de démontrer que, pour tout
couple (u, U]de vecteurs non nuls, on a : det [u, v)= ||_1[ % ||v || % sin [’i’.-f.’_}'

Soit u (y) etv (y') deux vecteurs non nuls et 8 une mesure de I'angle (i, ).

1°) Exprimer les coordonnées de u en fonction de 6 et de .
2°) Soit u’ le vecteur défini par: ||u'll = [|ull et (w, u) est I'angle droit direct.
Exprimer les coordonnées de u’ en fonction de 9 et de ||, puis en fonction de x et y.
3°) Vérifier que : det (u, ?] =u.v

- = o
4°) Démontrer que : u'.v = ||ul| x o]l x sin (x, v ). Conclure.

Solution
1) [?? ) est une base orthonormée, par conséquent :
—F =
r=i.u= "I“ |l % cos (T,u) = |lul| x cos 8 ;
y=Jeu= Il x Il x cos (7, ) = Ilall x cos (8~ F) = I[ull xsin 6.

2°) Les coordonnées de u’ sont : {Ilull % cos (IEI + —-} | etll x sin (El 3 .T?._))

ou encore : —||H|f % sin 0, ||u|| % cos E).

On en déduit que : u' (}"’)

3°) u.v= —yx' +xy' =xy' —yx' = det (u, E’]
4°) D’aprés la relation de Chasles, on a : (o, &) = (u, "") (w, 7).

—

On en déduit que : cos(v, u’) = sin[u v).

Ainsi: @' o= ||u 1 x ||_1| xcus(u )= ||u|| % ||:L>< sm[u v).
Par conséquent : det (w, v) = zdll x |2l % sin (2, ©).

B emarques

* Cette expression du déterminant de deux vecteurs établit qu’il est indépendant de la base orthonormée

dans laquelle il est expnmé e e
. L'étude précédente permet d'écrire ; sin (U, v) =

det ['u. v)

w.v
* On sait que  os (@, ) = Traal < 112l il % 1o
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i
mmmm=m 2. Aire d’un friangle, d'un paru|le|ogramme et déterminant

allélogramme et H
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0, 77)- Soit AB GO pRreEERe le projeyg

orthogonal de D sur la droite (AB). —

1°) Démontrer que : DH = AD X | sin [ABr P“D” 2 .
2°) En utilisant le résultat du travail dirigé précédent, e B>
a) aire (ABCD) = | det (AB, AD) |;

b) aire (ABD) = 3 | det (AB, AD) |

Application

- i ABEC soit un parallélogramme,
On considéere les points A( 1‘1), 3(12), C(_‘;) et le point E tel que

Calculer les aires du parallélogramme ABEC et du friangle ABC.

Solution —— D C
1°) On a : DH = AD sin DAB. De plus, sin DAB = |sin (AB, AD) |

On en déduit que : DH = AD|sin [Jﬁ AD) |

2°) @) aire (ABCD) = AB % DH
-ABxADx]sm[ﬂB AD)| A

-iABthXSm[AB AD]I g
Or, d’apres le travail dirigé précédent : . det (AB,AD) = AB x AD x sin (AB, AD) ;

done : aire (ABCD) = | det (AB,AD) | - }\

b) aire (ABD) = 5 AB x DH = 1| det (AB,AD) | A\;j". P
Application Q 'E}“‘\‘ ~N
Ona: AB()etEé‘; '.c E
Donc : aire (ABEC) = | det (AB, AC) | =10 et aire (ABC) =

pmme=szm 3. Coordonnées du projeté orthogonal d’un point sur une droite

Soit (@) une droite, B un point de (2) et ¢ un vecteur unitaire normal a (D).
On considére un point A et on désigne par H son projeté orthogonal sur (2).
On oriente la droite (AH) dans le sens de v.

1°) Démontrer que : AH = BAB.
2°) En déduire que : . Al = (Fﬂ_ﬁ] v.
Application

Soit (@) la droite passant par le point B( ) et de vecteur normal n (i)
Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A(g) sur (%)

Solution
1°) Soit A’ l'unage de A \ par la translation de vecteur v,
Ona: UAB = AN X AH
- AH,
2°) Par définition de la mesura algébnquﬁ All = Az
on en déduit que : AH = [v .-\B)p
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App.'r'caffan
Le vecteur v de coordonnées (-g— gl

= ) est unitaire et normal a la droite (9).
Le vecteur AE a pour coordonnées (1 ; -7) ; donc : b.AB = — 5.

Le vecteur AH a donc pour coordonnées (-3 ;-4); donc: H( 1)

WE XCTCICeS Bz sz s e
1.d  On considére les points AS;). B(;) et C(_!i).

l.a  Soit (@) la droite d équation Zr-3y+4 =0,

Citer trois vecteurs normaux el lrois vecteurs
directeurs de (%).

1.b Déterminer une équation cartésienne de la
droite (3) passant par A(g ) et admettant F(g )
pour vecteur normal.

l.c  Soit () et (@) les droites d'équations respec-
Lives4.r+6y+2=()el'9.t—ﬁy+2=[l.
1. Ces droites sont-elles parallales, perpendi-
culaires, ou ni paralléles ni perpendiculaires ?
2, Déterminer les deux équations normales de
chacune de ces droites.

o —— s sanas

l.e

1.f

Déterminer des équations des trois hauteurs du
triangle ABC et en déduire les coordonnées de
l'orthocentre de ce triangle.

On considére le point AG) et la droite (@)
d'équation 7x—y+6=10.
Déterminer la distance du point A 4 la droite [&@).

1. Détermioner une équauon normale de la droite

(&) passant par le pomlﬁ( ) et de vecteur direc-

teur o 12 .

2. Déterminer la distance du point B(g)é]:admiia
().

Cercles & 7w

Nous avons vu dans les classes précédentes que 1'équation cartésienne (x — a)? + (y - b)? = r? caractérise le
cercle de centre ﬂ(ﬁ) et de rayon r. Nous allons découvrir une autre caractérisation d'un cercle dans un

repére orthonormé : la représentation paramétrique.

2.1.. Représentation paramétrique d'un cercle

smmmmm Cercle centré a l'origine

Soit () un cercle de centre O et de rayon r.
Pour tout point M ), ona:
Me (€4) & OM=r
& ryi=r
& (%}2 + ('%]E =1
o 38e R L=cosb et 4 =sin0
=

d8e R, x=rcosB et y=rsiné.
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Soit (€) un cercle de centre 0 et de rayon r. i
= 0 4 i amétrique de ans le re A
LE systeme { :‘ = :';1?1: p OF R) est appelé représentation par _ Pére (O, E’ﬁ- .

x=cosH
i gtrique ! -
e Le cercle trigonométrique (C) a pour représentation parametriq { y=sin®
e ['ensemble des points M(;c) tels que L+yt=8 est le cercle de centre O et de rayon 2‘(‘2.
# x.—:ZﬁEDSB (0 e R).

Une représentation paramétrique de ce cercle est : {y ~2/25in®

Exemples OeR)

smmmsm Cercle de cenire quelconque

Soit (€) un cercle de centrs ﬂ(g) et de rayon r.
Pour tout point M[;) ona:

Me (€) @ OM=r
o (x-a)l+(y-bP=r
(.r;ﬂ]z_l_(ll;b]?.:-l

]
o J0eR, £=4 —cosH et —‘L;i=sine
=

=
30ec R, x=a+rcos® et y=b+rsiné.

Soit (€) un cercle de centre Q g) et de rayon r.

=a+rcosB 4 z : . 3
Le systéme {; 2 ]; sin o @€ Rl est appelé représentation parm:n_émque de (€) dans le repére (0,7, ki)

Exemples
e Le cercle de centre A _‘f) et de rayon 2 a pour représentation paramétrique :
x=-3+2cos @
{y =4+2sin8
« Soit (E) I'ensemble des points dont les coordonnées (x ; y) vérifient I'équation : x2 + y* = 2x +¥ -1=0
Cette équation peut s'écrire : (x—1)* + (y + é_]z B % Donc (E) est le cercle de centre _AL 1_1“) et de rayon -g-
2

(8 e R).

. : x=1+ l cos @
Ce cercle a pour représentation paramétrique : { 2 (6 e R).
<o B 0 B
uy= - + 5~ sin 0

=3
¢ Le systéme {'r cis 9

y=-1+3sin0 (6 € R) est une représentation paramétrique du cercle

de centre A(_“l) et de rayon 3.

2.9, Travaux dirigés

pmpmmm 1. Tangente en un point d'un cercle

Soit (%) le cercle d’équation * + y* - 2ax-2by + ¢ =0 et A(;'ﬂ) un point de (€).
0
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1°) Déterminer une équation cartésienne de la tangente a () en A.

2°) Démontrer que cette équation peut se mettre sous la forme :

xx, + YYo - alx + x) - bly + y,) + ¢ = 0,

Application

Soit (€) le cercle d'équation x* + y? - 3y -1 = 0 et A le point de coordonnées (1 ; 3).
Vérifier que A appartient a ().

Déterminer une équation cartésienne de la tangente a (‘6) en A.

Solution m
1°) On désigne par Q le centre de (€). Soit (T) la tangente & (%) en )
A et M(j) un point du plan, '
— — M

Ona:Me (T) & AM.OA =0

& (x =)ty — a) + [y = yy)lgy—b) = 0 (1),
(1) est une équation cartésienne de (T).
2°)Ona:(1) e XX + Yy — ax ~ by — (x + y¢ — ax, — by,) = 0.
Or:Ae(€) o xf+yd-2ax,—2by,+c=0 -

& X5 +y§ - axy — by, = ax, + by, - c. —TRA
Donc : (1) S XX+ yyy-ax—by—axy-by;+e=0 e

S xxgtyy,—alx+x)-bly+y,) +ec=0. / o (T)
Application f 3 \ [
Les coordonnées du point A vérifient 1'équation de (%), donc A ‘\ R }
appartient a (). : Iy (€)
En utilisant le résultat de la question 2°), on obtient : - J 7l
.t:+3y—%(y+3]—-1=0; L0 L1

c’est-d-dire : 2Zx + 3y — 11 = 0.

emarqgque
Soit (€) un cercle d'équation x?+ y? - 2ax - 2by + c = 0 et AG;’) un point de (€).
On obtient une équation de la tangente a (€] en A en remplagant dans I'équation de (@) :
x? et y® respectivement par xx, et yy,;
Zax et 2by respectivement par alx + x,) et bly + y,).

memzmm 2. Tangentes @ un cercle passant par un point donné extérieur a ce cercle
Soit (¢) le cercle d'équation x* + y*~10x+ 15 =0 el P le point de coordonnées (0 ; 5).

On se propose de déterminer une équation carlésienne des tangentes au cercle (€) passant par le point P.
1™ méthode
. X { é
Soit M"(Ug) un point de (‘€).
a) Ecrire une équation de la tangente a (¢) en M,
b) Déterminer x, et y, pour que cette tangente passe par P.
¢) En déduire une équation des tangentes a (€) passant par le point P.
2° méthode
a) Ecrire une équation cartésienne de la droite (A, ) passant par P et de coefficient directeur m (m e R).
b) Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points communs i cette droite et au cercle (€).
¢) En déduire une équation des tangentes a (‘¢) passant par le point P

Géométrie analytique du plan 55



www.biblio-sciences.org

Solution
1™ méthode
a) D'aprés le travail dirigé précédent, une équation de la tangente (T,) 2 (6) en M, est :
o+ YUYy Sl +x) +15=0. E ]jj
b)Ona P(g). N I
\ ~Ll_ M, =
Donc:Pe (T) o 5y,—5x,+15=0 ] / R [
< Yp=%Xp—3 W / Wi
Deplus: Mg e (¢) & x2+y2-10x,+15=0 (2} T \ VT
Des égalités (1) et (2), on déduit : 97 =1 = T
x§ + (- 3)2 - 10x, + 15 = 0 (3). i AR
(B & x2-Bx,+12=0 [ V] (M
S x;=2 ou x;=6. &
Si.r0=2,una:yn=~1;si .rD=E.Una:Hu=3' 5

¢) Les tangentes 2 (6) passant par P sont donc les tangentes a (€) aux points M, (_21) et Mz(g)-
Elles admettent pour équations respectives 3x+y—5=0 et x+3y-15=0.
2° méthode

a) Une équation de (A ) est : y = mx + 5.

b) Les abscisses des points communs 2 (6) et & () vérifient I'équation :

(m? + 1)x? + 10(m — 1)x + 40 = 0.

Cette équation, du second degré et d’inconnue x, a pour discriminant réduit :

A’ =-5(m + 3)(3m + 1), donc :

ssime |- -3l ul- % i + oo[, (6) et (A ) n'ont aucun point commun ;
sgime |-3;— %[. la droite (4,,) coupe (€) en deux points distincts ;
ssim=—-3oum=-— -;3— la droite (A,,) est tangente & (€).

¢) Les tangentes a (€) passant par P admettent donc pour équations respectives :
JIx+y—-5=0 et x+3y—-15=0.

mmzm=m 3. Equation du cercle inscrit dans un friangle

-5
1°) Déterminer une équation des droites (AB), (AC) et (BC).
2°) Déterminer une équation des bissectrices intérieures du triangle ABC.

3°) Vérifier que ces trois droites sont concourantes et en déduire une équation du cercle inscrit dans
le triangle ABC,

On considére les points AG), B(-ﬂ) et C ig 5

Solution
1°) Les droites (AB), (AC) et (BC) ont pour équations respectives :
3x—4y+16=0, 4x+3y—37=0 et y+5=0,

2°) Soit MG) un point de la bissectrice de 1'angle A

On a : d(M, (AB)) = dM, (AC)) & '3i:i;!iﬁ| - lAx+3y-137)

5
‘ 001) ou x+7y-53=0 (2). ,
On vérifie graphiquement que l'équation (1) est celle de la bissectrice cherchée. I’équation (2) étant cel
de la bissectrice extérieure (cf. exercice n° 28 - chapitre 1). .

= 7.[7—9—2']_-_-
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Par une méthode analogue, on trouve des équations respectives des bissectrices des angles BelC:
x—-3y-3=0et x+2y—-3=0.

3°) Ces trois bissectrices concourent au point Q(g), centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.
Le rayon r de ce cercle est tel que : r=d(Q, (BC)) = 5.

Donc, une équation du cercle est : (x — 3)2 + y? = 25 :

c'est-d-dire : 2% + y® — 61— 16 = 0.

WE X@T CICeS BEor i s o o s o oA

2.0 Préciser la nature et les éléments caractéris- 2.e Onconsidére le cercle (€) de représentation
tiques de I'ensemble de représentation para- LI Xx=—2+3cos8 e R
métrique : £ 1 y=1+3sin6 '

r=3+5cosq 5 Déterminer une éguation cartésienne de (%6).
y=2+5sinu (ae R).
2.F  On considare le cercle [€) d'équation carlé-

2.b  Préciser la nature et les ¢léments caractéris- sienne 2x® + 2y° — v+ 3y =0,
tiques de I'ensemble de représentation para- Déterminer une représentation paramérique
mélrique : da (€).

=2-5sinu
& (e H). -1 2
y=5cosa . 2.9 On considére les points A(.l ) el B(g )
(On pourra poser 8 = & + 7-} Délerminer une représentalion paramérique

! du cercle de centre A et passant par B.
2.c  On considére le cercle (€) de représentalion

x=2cos6 i i E >
paramérique { y=2sin0 (8 R). 2.h  On considere les points A(—z) et B(;)
Déterminer une équation cartésienne de (‘6). Déterminer une représentalion paramérique

du cercle de diaméatre [AB).

2d On considere le cercle (€) d’équalion carté-

sienne x? +y*~-5=0
Déterminer une représentation paramérique

de (€).
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NN

Exercices

Dans tous les exercices, le plan est muni du repére
=
orthonormé (O, i, j ).

APPRENTISSAGE

Orthogonalité et droites

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation cartésienne de la droite passant par le point A
et admettant n pour vecteur normal ¢

a1a(3) o 7 (B):

b) A( _“1) ot 7=37
c) .A(g) et n= V@f

2 Déterminer un vecteur normal 3 la droite (A)
dans chacun des cas suivants :

al[A):7x-5y+2=0;

b)(A):x=2:

c) (A) :y:—%.r+?;

dl[A)iy=—4;

el(A):=5r+3y-1=0;

fA): 7x=13;

g} (4) est la droite passant par le point O et de vecteur
diracteur?fg;ﬂ i

h] (4) est la droite passant par le point A(_;) et de vecteur
directeur q;)

3 Pour chacune des droites (@,), (%), (@,) et (3,),
déterminer un vecteur normal. ?

) (78 o

B Déterminer une équation cartésienne de Ja droite

(2) passant par le poinlt A('g) et perpendiculaire a |4
droilte (4) d'6quation X—-y+3=0.
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. 3
5 On donne le point P\(_z) el le vectenr 2}

1. Déterminer une équation cartésienne de |5 droj 4
passant par A et de vecteur normal n, °(2)
2. Déterminer une équation cartésienng

d :
(@,) passant par A et perpendiculaire 3 .35,1]"* la drojgy

6 Soit (9) la droite d'équation 2x 4 g

+1l=9p
Déterminer les vecteurs normaux a (3) de ng .

TS égala )
7 Soit (@) la droite d'équation 3x — 414 5o

1. Déterminer les vecteurs unitaires normayy 2 @) ,

2. Déterminer les équations normales de (3), y

8 Dans chacun des cas suivants,
tance du point A 2 la droite (A) :

a}h(:z). (A):2x +y—-3=0;

calculer 1 dig.

b) A(‘,f). (A):2¢=5;

af
5 (E)
9 Dans chacun des cas suivants, calculer Ia dis-

tance du point A a la droite (9) et les coordonnées du
point A', projeté orthogonal de A sur (@) ;

) A(g).
onf)
onf).

’ 10 Avec les données de la figure, déterminer une
equation de la médiatrice de [BC] et de la hauteur issu¢
de A dans le triangle ABC.

(Al :y=2x+ 3.

(@) :3x+5y—2=0;
(@) :x=1:

vy = 43
@):y=13

b
"

\l/

e

11 On donne les droites (@) et (@) d'équatio”
respectives y = 3x et y=— 3. X
Déterminer et construire 1'ensemble (T) des points M(y
tels que : d(M, @) +d (M, D) = 4.

-2
12 On donne les points A(g)- BG) o C(—l).
Vérifier que A, B et C ne sont pas alignés
: pas a1gre=s
Déterminer leg coordonnées de I'orthocentre de AZG:
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13 On donne les points A(a), BG) ol C(Li]-
Vérifier que A, B el C ne sont pas alignés,

Déterminer les coordonnées du centre du cercle

5 cir-
conscrit au triangle ABC.

14 On considére les points A(‘Dq B g al C(g).

Soit A I'abscisse d'un point M du segment [AR].
Exprimer, en fonction de A, les distances dy point M
aux droites (AC) et (BC).

Démontrer que la somme de ces distances est constante.

15 Le point B a pour ordonnée -2—.

SN

Ci-1 B/
/

La droite (AB) est-elle bissectrice de I'angle OAG ?

16 On donne les points AG). B(_El) ol C(_%)
Calculer l'aire du triangle ABC.

17 On considére les points A :g et B EI)
Délerminer_rit tracer le lieu des points M du plan tels
que : ] det (AB, AM) | = 8.

Cercles

18 On considére les points A(‘f’) et B(uzl).
Déterminer une représentation paramétrique du cercle
de diamétre [AB] et une équation de chacune des lan-

gentes & ce cercle en A et en B,

19 On considére le point “(-Ei) et la droite (@)
d’équation x —2y —2=0. _
Délerminer une représentation paramétrique du cercle
de centre A, tangent & la droite ().

20 On considere le point A(f)et la droite (%)
d’équation Zx—y+3=0. )
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle (6) de
centre A, langent a la droite (%).
2, Calculer les coordonnées du point de contacl entre
(€) et (2).

21 Démontrer que la droite (3) d’équation
X —y+1=0est tangente au cercle (‘€) d'équation
Xy e+ 2y—3=0.
Calculer les coordonnées de leur point de contact.

29 Déterminer les valeurs du nombre réel m telles

que le cercle (€) d'équation a% + y? + 2x — By - -g— =0
soit tangent a la droite (@) d'équation x — y + m = 0,
Pour chagune des valeurs obtenues, calculer les coor-
données du point de contact entre (“6) et (<),

23 m est un nombre réel, On considére la draite
(a’ln] d'ér]ualiun Lt=my+y1+m*=0
Démontrer que (A, ) est tangente 4 un cercle de centre O
dont on précisera le rayon.

APPROFONDISSEMENT ,

24 Soit (3) la droite d’squation 3x+y+2=08el
A le point de (2) d’abscisse -1.
Déterminer une équation cartésienne du cercle passant
par l'origine el langen! a la droite (%) en AL

25 Soit (€) le cercle de centre QG) et de rayon 3.

1. Déterminer les points de ce cercle on la tangente

{3
admet pour vecteur normal v .

2. ficrire une équation de chacuné de ces tangentes.

26 Soit (@) et (2) les droites d'équations respectives :
dx—-4y+6=0 et —Gr+8y+9=0.
1. Démontrer que ces droites sont parallgles,
2. Déterminer une représentation paramétrique du cercle
tangent & ces deux droites et donl le centre a une ordon-
née nulle.

27 Soit [€) le cercle de centre Q ?} et de rayon 2,

m un nombre réel, (3,,) la droite passant par O et de
pente m.

1. Déterminer une représentation paramétrique de ().
2. Démontrer qu'il existe deux valeurs de m pour les-
quelles (%,) est tangente & (%).

28 On considére les points A(g) H(_Da) el C(g)

Déterminer une représentation paramétrique du cercle
inscrit dans le triangle ABC,

29 On considére les points A(‘;), BG) CG) at

D(_g). Utiliser les résultats établis au §1.3. pour calculer
l'aire des triangles ABC, ABD, ACD et BCD.

30 On considére les points A@)' B(d‘[?) at c(ﬂ%)_

1. Déterminer les points I et | de 'axe des abscisses,
équidistants des droites (AB) et (AC),

2. Ecrire une équation cartésienne du cercle de dia-
métre [I]] et vérifier que ce cercle passe par A.

3. Déterminer une équation de la tangente & ce cercle en A.

31 Soit (6) le cercle de centre O el de rayon |3, (")
le cercle de centre D'gg et de rayon 1.

1. Démontrer que les denx cercles sont sécants en deux
points, dont on déterminera les coordonnées.

2. Démontrer qu'en ces deux points, les tangentes a ('€)
et (€') sont perpendiculaires.

3. Déterminer une équation normale, de chacune des
langentes communes a (6) et (€').
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ks _32 Soit r, r' et d trois nombres réels strictement
Positifs tels que : r+ 1" < d.

On considére le corcle (€) de centre O et de rayon r el
le cercle (6") de centre O g et de rayon r'.

On se Propose de déterminer une équalion cartésienne
des tangentes communes extérieures et intérieures aux
cercles (€) et (¢).

Une droite (@), tangente & deux cercles (€) et (6"), est
dite tangente « extérieure » & ces cercles si (@) et [€")
sont dans le méme demi-plan de frontiére (%] ; sinon,
elle est dite tangente « intérieure ».

()

(‘6")

(R,

Dans la figure ci-dessus, (@) est une tangente extérieu-
re a () et (€'), et (B') est une tangente intérieure & (6)
et (6’).

1. Déterminer une représentation paramétrique de cha-
cun des cerclas (€) et (4'),

2. Soit o et B deux nombres réels, On considere le point
M de (€) et le point M’ de (') tels que :

(,OM)=o et (i,0M)=p.

a) Déterminer, en fonctionde r, r', d, cet P, une équation
de la tangente & (%) en M et une équation de la tangente
a(€)en M.

b) Démontrer que ces deux tangentes sont confondues
si et seulementsi: [ o = P et cnsu:% ou

(u =P+ n et cosct:%ﬁ}.

¢) En déduire qu'il existe quatre tangentes communes a
(‘6) et & (¢'). Déterminer, en fonction de r, r’ et d, une
équation de chacune d’elles,

Application numérique :

r=4,r'=1 et d=6.

33 Soit A, B, C trois points de coordonnées res-
pectives (0 ; a), (b; 0), (c; 0) ol @, b, ¢ sont trois nombres
réels non nuls tels que : | b | 2| c|.

1. Démontrer que I'ensemble des points du plan équi-
distants des droites (AB) et (AC) est la réunion de deux
droites perpendiculaires (A) et (A').

2. Soit I et ] les points d'intersection respectifs de {A) et
(A') avec la droite (BC).

Déduire de la question 1. une équation du second degré
dont les solutions sont les abscisses des points 1 et J.

60 Géométrie analytique du plan

3. En utilisant I'équation trouvée  1a questioy,

sans résoudre cette équation, démontrep Qe o Majy
m_JB _AB
T -JC AC

34 On a vu dans e manuel de Seconde gy

n® 46 - page 96) une définition de la pujgsqnceﬁ e
point par rapport & un cercle, lorsque ce pojn caii
rieur au cercle. 2
L'objectif de cet exercice est d'élendre cette Totion
les points du plan et d’en donner un aspect analy;
Soit M un point du plan et (€) un cercle do Centrg |
de rayon r.

On appelle puissance de M par rapport 3 (€
réel, noté (M), défini par :

P(M) = MQ? - 1.

1, a) Déterminer, en fonction du signe de PM), 13 posi
tion de M par rapport a ('€). ;
b) On suppose que (‘€) admet pour équation Cartésiey.
nex? + y? - 2ax—2by +c=0.

Démontrer que, si M a pour coordonnées (x5 Yy), ona-
P(M) = x,% + Yo — 2ax, — 2by, + c. ;
Application 0 a

On considére les points A(?), B(l) et le cercle (@)
d'équation cartésienne : x? + y? + Sx—7y - 12 = q,
Démontrer que A est intérieur et B extérieur 3 (),

2. a) Une droite passant par M coupe (‘) en deux points
A et B, Démontrer que : (M) = MA x MB.

b) En déduire que EFGH, quadrilatére tel que les droites
(EF) et (GH) se coupent en un point P, est inscriptible si
et seulement si : PE x PF = PG x PH.

)le Nombyg

35 Sait (6) et (€) les cercles d'équations respectives
C+yf+r—4y+1=0 et X2+ y?—3r+2y—13=0,
1. Démontrer que (€) et (¥') sont sécants en deux points
A el B dont on déterminera les coordonnées.

2. Pour tout nombre réel k&, on désigne par (E;) l'en-
semble des points du plan dont les coordonnées (x, y)

. vérifient I'equalion :

4yt ar—dy+14+ k(2 + Y2 —3x+2y—13)=0.

a) Démontrer que :

*sik=-1, (E,) est la droite (AB) ;

* sife#—1, (E,) est un cercle passant par A et B.

b) On suppose que : k# — 1, Déterminer en fonction de k
les coordonnées du centre du cercle (E).

Quel est 'ensemble des centres des cercles (E;) quand k
varie dans B\[-1] ?

3. o] Démontrer que tout cercle passant par A et B adme
une équalion cartésienne de la forme :

A+ g b —ay 4+ 1)+ p(x2 + y? — 3x + 2y —13) = 0,00
A ety sont des nombres réels. ;
b) En déduire une ¢quation cartésienne du cercle ¢
conscrit au triangle OAB,
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Isométries du plan

Introduction

Dans les classes précédentes, ont été définies et étudiées séparé-
ment certaines des isométries du plan. L'objectif de ce chapitre est de
o ! répertorier, composer et utiliser (lieux géoméfriques, problémes de
o : construction, démonstration de propriéiés) ces transformations qui
conservent les distances.

| @ erl
J
. |
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| Translatio n§.éf.,-whéfﬁ’é-éfi'ib—ﬁhdéo nal

—-1.1. Translations t

mEEEEE  |ntroduction

définie par un vecteur. La translation dg

Dans les classes précédentes, on a vu que toute translation est
ui 2 tout point M associe le point M’ te]

a5
vecteur u, notée ty, est I'application du plan dans lui-méme q
que : MM' = u.

On a également démontré ou admis les propriétés suivantes :

o
*si w=0,t; estl'application identique ; tous les points du plan sont invariants ;

o B N
* si u# 0, aucun point n’est invariant ;

.SihrelBJd—. ;i = . .-'_b__;’-p
ésignent les images respectives de A et B par une translation t3, alors : AB = AB".

Nous allons démontrer que cette derniére propriété est une propriété caractéristique de la translation,

mmmm== Propriété caractéristique d'une translation

Proprieté

Soit f une application du plan dans lui-méme.
f est une translation si et seulement si, pour tous points M et N d'images respectives M’ et N,

—r —
on a : MN = M'N".

Pémonstration
« Si f est une translation, pour tous points M et N d'images respectives M" et N', on a: MN = I‘vTI-"N'.

. Réc:ip_r_-:':-‘quement, on suppose que, pour tous points M et N d'images respectives M' et N', on a

MN =MN',

Démontrons que f est une translation.

Soit A un point et A’ son image par .

Pour tout point M du plan on a: AM = A'M' ; dong MR = AR et f est la translation de vecteur AR

smme=m Composée de deux translations

Propriété
Soit et D deux vecteurs.

: op =
La composée t;; o ty des translations de vecteurs respectifs u et o est la translation de vecteur U+

Ona:t;0lg =g

Pémonstration

Soit M uﬂpuinglu l:llzu}l,_l\;'Lj son i:_r:age par t;; el M'I'image de M, par t.
Ona: MM’ =MM, +MM' = u+u.

ot; est I’application qui & tout point M associe le point

ol

M
JﬂllIlSi, I'-l'.; .
M’ tel que : MM

ty ot est donec

r=igh+
' - =
la translation de vecteur u + b,

62 Isométries du plan



www.biblio-sciences.org

Remarques

« Pour tous vecleurs EerE: ORG: D+ o = R

done: tgolp=tgot,. ;
it que la compositio .

On ::L:! que | bp. : n des translations est commutatjve.

.S:v:-ft,ono Hef]t'i?:’ Oty = b0t =IHd,

Cette relation caractérise les bijections réciproques

+ Toute translation est une transformation dy plan ;
la transformation réciproque de > est t. '
__u"

A
u
Exemples v B
Soit ABCD un parallélogramme. On g : o
D -v

s O tap = tag:
a0 AR = tpE 0 tap s
(tzp) " = tag

L

pmmm=m Expression analytique d’une translation
Le plan est muni du repere (O, f:_?)

* - _, 4
Soit t une translation de vecteur u E) M(‘J) un point du plan et M‘(;.) son image par t.
On se propose de déterminer l'expression analytique de t, c'est-a-dire d’exprimer x' et i’ en fonction de x et y.

Ona:MM' =1 & {r,_"'-:a.
R = e ¥-y=>b

iL'Exprnssion analytique de la translation de vecteur u (g) est : {‘: f'; I g |

—1.2. Symétries orthogonales

meme=== |ntroduction

Dans les classes précédentes, on a vu que toute symétrie orthogonale est définie par une droite appelée
axe de la symétrie orthogonale. La symétrie orthogonale d'axe (4), nolée s, est 'application du plan dans
lui-méme qui & tout point M associe le point M’ tel que :

*si Me (A),alors M’ = M ;

*si Me (A), alors M’ est le point tel que (A) est la médiatrice de [MM’].

On admettra les propriétés suivantes :

* 'ensemble des points invariants par une symétrie orthogonale d'axe (A) est la droite (A) ;

* 50it O un point, ¥ un vecteur non nul, (A) la droite passant par O et de vecteur directeur u ;
i <R { OM = OM'

i ' digti 4 =M &% — e

pour tous points M et M, distincts de O, on a : s, (M) OM., ) = (&, OND)

mmmmmm Composée de deux symétries orthogonales d'axes paralléles

Soit (A) et (A") deux droites paralléles, O un point de (A) et O' son projeté orthogonal sur (A').

La composée s,, 0 5, des symétries orthogonales d'axes respectifs (4) et (4”)
est la translation de vecteur 2 00"

Isométries du plan 63



www.biblio-sciences.org

Démonstration

Fl:';}*h] M un Ppoint, M, son symétrique par rapport a (A)s
% Symélrique de M, par rapport a (A), H et H' les

Projeteés orthogonaux respectifs de M sur (4) et (4').
Ona: MM = MM, + MW

= 21‘1]":’!1 + 21\1—1?’1'

= 2HH'

= 200",
Donc : 8 08, =t,5°

ZDOI -
Remargues

* Lorsque les axes (A) et (A’) sont confondus, on obtient : 5, 0 5, = Id'_ o
* Toute symétrie orthogonale est une transformation ; la transformation IéCJJT."JI'?qUE de Sf ests,.
° Oiig: 8, 0is = Lot s les transformations s, 0 84 el 5,0 5y sont donc réciproques 'une 3& }'autm_

mmmmms  Décomposition d’une franslation

D'aprés I'étude précédente, toute translation peut s'écrire d'une infinité de fagons comme composée de
deux symétries orthogonales d'axes paralléles.

Propriete
- e 1

Soit t;; une translation de vecteur non nul . '
' Pour toute droite (A) de vecteur normal w, il existe une droite (A') et une seule telle que : Sy 08 =t

Démonstration

Existence . .
Soit (A’) I'image de (A) par la translation de vecteur %m (a)

D'aprés 1'étude précédente, la droite (A’) vérifie 1 5, 05, =t.

Unicité 1§ -
Soit (A”) une droite telle que : sy 05, =1t5;. -

Démontrons que les droites (A’) et (A") sont confondues. /

= 5, 0(s,08,)=5;.0(s,08,)
=’ Sdli = Sﬂku
Les droites [A") et (A”) sont donc confondues.

Exemples

.t ABCD un losange de centre Oetl ], K, Lles
:Sn?lieux respectifs de [AB], [AD], [CD], [CB]. On a

|
tip = 5o © S0 A<
J

tad = Sw) © S(8D) *

B
\\
o) A
K
tae = Sku) @ Sy \“\'6//
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qmsmmm Expressions analytiques de symétries orthogonales particuliéres

Le plan est muni du repere orthonorms (O, E’}*)_
Soit s une symétrie orthogonale d'axe (A), M(j) un point du plan et MG) son image par s.

On se propose de déterminer l'expression analytique de s dans trois cas particuliexs.

1. (4) est paralléle a I'axe des abscisses

Soit (A) la droite d'équation y=b et H le point d’intersection des droites

(MM’) et (4),

Les points M et M" ont méme abscisse et H est le milieu de [MM’).

Donc:_r'=.r et y+yl= 2b.

Lexpression analytique de la symétrie orthogonale par rapport a la droite

d'équation y =25 est: {

xh=y
y=—y+2b°

2. (A) est paralléle & I'axe des ordonnées

Soit (A) la droite d’équation x=a et H le point d'intersection des droites

(MM') et (A).

Les points M et M' ont méme ordonnée et H est le milieu de [MM'].

Donc:x+x'=2a et y'=y.

Lexpression analytique de la symétrie orthogonale par rapport 4 la droite 7 (A)

d'équation x =a est: {

X =—x+2a
y=y

3. (A) est la premiére bissectrice du repére
(A) est la droite d'équation y = x.

Soit P, Q et P', Q' les projetés orthogonaux respectifs des points M et M’

sur les axes du repére.

Les images respectives par s des points P et Q sont les points Q' et P".

Donc:x'=y et y' =x.

Lexpression analytique de la symétrie orthogonale par rapport  la premidre

bissectrice est : {

xi=y
y=x

b | (A

i)

& 1)

~d

P A B .

WE XTI CI1COS B/ o i oo o F a5 o o

l.a

1.b

l.c

1.d

A, B et C sont trois points non alignés.
Démontrer qu'il existe un et un seul point O tel

que : tg; 0 tgh 0 loa =1d.

ABCD est un parallélogramme.
Démontrer que : {3 0 tgp = i © Igé-

Soit ABC un triangle et G son centre de gravi-
té, Démontrer que :

IG5 0 tg; (A) =tz 0 G (B) = tga o k6 (C= G-

Soit ABC un Lriangle équilatéral et A', B', C' les
milieux respectifs de [BC], [CA], [ABI.

l.e

1.f

1. Quelle est la nature de la transformation

Siac) O Siprc) !
2. Déterminer la droite (4) telle que :

SEM‘] 05, = lﬂ_ﬁ‘

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 7, j ).
Soit s la symétrie orthogonale d'axe (A) d'équation
x=-13 et t latranslation de vecteur u _12 ;

Déterminer les expressions analytiques des
transformations s, t, puis tos et sot.

ABCD est un parallélogramme. Citer une transla-
tion transformant (AB) en (CD) et (AD) en (BC).
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__9.1. Composée de symétries orthogonales d'axes Sécan,

T T ——

pmmm==m Introduction

tation est définie par un point
Dans les classes précédentes, on a vu que toute rotati un point appelg o,
angle. La rotation de centre O et d'angle a est 1'application du plan dans lui-méme, notge 10, é;t::; By
A tout point M associe le point M’ tel que : ;

i
ssi M=0,alors M'=0; e
= =
e si M#0,alors OM =0M'" et (OM,0OM’) = o

On a également admis ou démontré les propriétés suivantes :

esia= F alors 1 est 'application identique ; tous les points du plan sont invariants ;
o5l @z ?; seul le point O est invariant ;

esiw= ‘1: alors t est la symétrie de centre O ;

+ Toute rotation est une transformation du plan ;

la transformation réciproque de r(O, @) est la rotation r(O, — o).

B emargue

Par abus de langage, on écrit souvent « rotation d'angle e » au lieu de « rotation d'angle @».
mmmmms Propriété
Propriété -

Soit [A) et (A') deux droites sécantes en un point O, de vecteurs directeurs respectifs et

La composée S, 08, des symétries orthogonales d'axes respectifs (A) et (A’) est la rotation de centre 0
et d'angle 2(d, o).

Démonstration

A
Le point O est invariant par s, 0 s,. Soit M un point distinct de O, M, son symétrique pat rapporl“

et M' le symétrique de M, par rapport & (A").

Bk e {OM = OM’
émontrons que : { = — —_
9 (OM,0M') = 2(&, ")

On a:OM=0M, et OM, = OM'; donc: OM = OM' ;
= = = —= = e
(OM,OM’) = (OM,OM,) + (OM,,OM’)
2(, OM,) + 2(0M,, ")

= 2[31 El"]_

n
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Remarques .

o5, 0 8, est la rotation de centre O ¢ R . .
fanc réciproques I'une de I'qutre, gle 2(d", u) ; les transformations 5,08, et 5,05, sont

(A) et (A’'] sont perpendiculaj I =
e ST aires, Tt T - .
g Fors 2 w)=n et 5,03, estla symétrie de centre O.

puzmsm  Décomposition d’une rotation

D'aprés I'étude précéde?tq. toute rotation d'angle non nyJ ‘6crire d'une infini
composée de deux symétries orthogonales d-m{ges ibinte peut s'écrire d'une infinité de fagons comme

.. Soit r(0, @) une rotation de centre O ot d'angle g,
Pour toute droite (4) passant par 0, il existe une droite (A7) et une seule telle que : s, 0 s, = (0, a).

Démonstration

Existence
Soit & un vecteur directeur de (A) et &' un vecteur tel que (i, u”) a pour mesure -%«.
D'aprés I'étude précédente, la droite (A") passant par O et de vecteur directeur u” est telle que :
sy 08, =1(0, a).
Unicité
Soit (A"} une droite telle que : s an 05, =1(0, ).
Démontrons que les droites (A’) et (A”) sont confondues.
Ona:sy08,=5,0s, = (s,05,)05,= (sy» 05,) 08,
= Sd‘ = Sﬂﬂ-
Les droites (A’) et (A") sont donc confondues.

emarque
On déduit du théoréme précédent que les rotations conservent les distances et les angles orientés.

Exemples .
ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O.
Soit A, B', C’ les milieux respectifs de [BC), [CA], [AB].
Ona: smmosmcjzr[ﬂ.—z—;:) ; C B'
S(ce) © Sicey = TG 3 g
10, %E) = S(oc) @ Sjan) = Smay O Siee)
B Al €

(B, = ) = 5(g) © S(am) = Sue) © S(ew)

—2.2. Propriété caractéristique

Propriété

Soit f une application du plan dans lui-méme et o un angle non nul.
Fest une rotation d'angle o si et seulement si, pour tous points M et N distincts d'images respectives

P e
M'etN', ona: MN=MN' et (MN,M'N')=c.
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Démonstration guidée

On suppose que f est une rotation d'angle . . .
Démontrons que pour tous points M et N distincts d'images respectives
MetN,ona: [Nﬁ:l M_'E\I‘} = .

* SoitO le cenl@;_d_e:]__ia rotatig_gL: = gt
Vérifier que : (MN, M'N') = [MN, OM) + (OM, OM’) + (OM', M'N’).

R Ok (R MR :
* Justifier que les angles [hﬁ. OM) et (OM', M'N') sont uppﬂses.‘ )
(On pourra utiliser la propriété de conservation des angles orientés par une rotation. )
* Conclure.

Réciproquement, on suppose que f une application telle que, pour tous points M et N distingyg dim

e g = : i
respectives M' et N', ona: MN = M'N' et (MN, M'N’) = a. Bt
Démontrons que f est une rotation d'angle a.

* Vérifier que si f admet un point invariant O, alors { est la rotation de centre O et d'angle o,
Démontrons maintenant que f admet un point invariant.

x M
Soit M un point (non invariant), M’ son image par f, O le point
tel que le triangle OMM' soit isoctle en O et (OM, OM) = c.
Soit O I'image de O par f.
* Démontrer que : O'M' = OM’ et (O'M’, OM") = 0. M
(On pourra introduire le vecteur OM & I'aide de la relation de Chasles
sur les angles orientés.) @
* Conclure.
Exemple

Sur la figure ci-contre, les images des points A, Bet C
par la rotation 1], %] sont respectivement A', B' et C.

Si & est 'angle orienté de mesure l;—-. on a dong ;
—— e e

(AB, AB") = (BC, B'C') = (CA,CA) = 5

—2.3., COMposée de rotations

mamm== Composée de deux rotations de méme centre
Propriété T

Soit r et r' deux rotations de centre O et d'angles respectifs o et ',
r' o r est la rotation de centre O et d'angle o + o,

Démonstration

Soit M un point du plan, M, son image par r et M’
OM = OM, OM, = oM’

Ona: { = —F o t { e —~
(OM,0M;) = o OM,, OM) = o

OM = OM' '
Donc : { =5 —

(OM,OM’) = @ + «. 0

Cas particuiers

e,

*Si o+ a'= 0,alors r'or est 'application identique.

e

limage de M, parr', M

*Si a+ o' = m alors r'or estla symétrie de centre O,
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it r et r' deux rotati isti
Soit r ons de centres distincts et d’angles respectifs o et o',

O

esi o+ a'# 0,alors r' or est une rotation d'angle ot + o’ ;

F o T e

*si a+ o = 0,alors r’ or estune translation,

Démonstration

Soit M et N deux points distincts.

Posons (M) = My, r(N) = N, r'(M,) = M", r'(N,) = N",

D'aprés la propriété caractéristique des rotations, on a : [I\KI,MTFJIJ o et (M:ill. MR = o

Ainsi: (MN,M'N) = (MN, M, N,) + (M,N,, M'N') = @ + @.
De plus : M'N" = M;N, = MN.
Donc, d'aprés les propriétés caractéristiques des rotations et des translations :

- e -
*si o+ o # 0, alors ' o r est une rotation d'angle & + o' ;

B ]

*si oo+ o' = 0, alors r' o r est une translation.
Cette démonstration ne donne aucune indication sur le centre de la rotation (ou le vecteur de la trans-

lation) r'o 1.

Construction du centre de la rotation r’ o r (o + o # 0)
Soit O et O’ les centres respectifs des rotations r et r'.

» Construire la droite (4) telle que : 1" = 54, 0 5.

(4") est la droite passant par O’ et de vecteur directeur u

tel que (00’ @) a pour mesure %'.
* Construire la droite (4) telle que : r = 85y 0 5,
(4) est la droite passant par O et de vecteur directeur u
tel que (&, OO’) a pour mesure %.
Ona:r'or= (s, 0 5{00-)) o (5007 © 84) = 8y 0 8
Deplus: (i, u’) = (u, 0_5’) + (00, %) ;

g o+ o

done, (u, @) a pour mesure =—%—-
o+ a2 '6' donc 'angle orienté (it, @’') n'est ni nul, ni plat ; les droites (A) et (A') sont donc sécantes en

un point €. . : . "
Q est un point invariant par r' 0T ;T OT est donc la rotation de centre Q et d'angle o + o',

-

; » =Rt
cOnstruction du vecteur de la translation r ‘or (a+ o'=0) Q
ur = 0Q, tel que :

Le vecteur de la translation 1’ o r est le vecte
Q=r'o0r(0) =r'(0).

o

OI
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! as particulier

*Si a=da'= x, aors 10, a)=s, et r(0, o) =sg-
Deplus : 0.+ o = E; donc, r' o r est une translation.
5o (0] ; ona : 55050 (0] =0"et 00" =200

Soit 0"

e

Donc:r'or= o0

La composée de deux symétries centrales est une translation.

B emarque

. ! | —
Dans le cas particulier précédent, ona : 1" 0 B !_200. e't ror'= byg
La composition de deux rotations de centres distincts n’est pas commutative.

Exemples

Soit ABC un triangle équilatéral de centre O et de sens direct.
On consid2re les rotations r et i’ de centres respectifs A et G,

d'angle 7-.
* r' 0 r est une rotation d'angle ZTE

De plus: ' or{A) =B et r’ 0 1(B) = C ; dong, le centre de cette
rotation est le point d'intersection des médiatrices des seg-

ments [AB] et [BC], c'est-a-dire le point O .
* 7' o 17! est une translation.
De plus : " 0 (A} =B ; donc: 1’ o r! = t.

WE X €T CiCOS B i s

2.a

2b

ABC est un triangle équilatéral de centre O et
de sens direct.

1. Démontrer que : 55, 0 5,5 = S(oB) © S(ogy-
2, Déterminer la nature et les éléments caracté-
ristiques de la transformation s, 0 Siom) © Socy:
3. Déterminer la nature et les éléments caracté-
ristiques des transformations s,g; 0 53,0 et

SisC) © Si0A)

ABCD est un carré. Soit (A) et (A") les média-
trices respectives de [AB] et [BC].

Déterminer les images des paoints A, B, C el D
par la transformation s, 0 5.

Quelle est la nature de celle transformation 7

ABCD est un rectangle direct tel que

AB =2 AD et O est le milieu du segment [CD],
Déterminer la nature et les éléments caractéris-
ligues des transformations suivantes :

*504) %S0 ¢ " 504 95D

* Sion) © Siom) © S(oc) © S(op)
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2d

2f

ABCD est un carré de centre O et de sens
direct. On considére les rotations :

Y= r(El. —’f[-), Ty = r(A, %) Ty = I(OJ —%)
1. Déterminer l'image de C parr, 0 I, : &
déduire la nature et 1'élément caractéristique
deryor,

2. Déterminer 1'image de C par ry 0 1, i &
déduire la nature et '6lément caractéristiqu
der, o Iy ;
3. Délerminer la nature et 'édlément caractérs
liqueder, or,.

ABC est un triangle équilatéral de sens fﬁd‘
On pose ; f = r(ﬁ, %) 0 r(B, _n:f) o T(G' ”?}'_
Déterminer la nature et 1'élément caractért”
tique de f.

ABCD est un carré de sens direct.
Démontrer que :

rl:ﬁ'%)ﬂr[ﬂr%]or(G_%)Dl‘(D._:__}s‘ltL
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B B e s S

s metties T

3.1.. Définition et propriétés fondamentales

gszemm Introduction

Détinition

On appelle isométrie plane toute application du plan dans lui-méme qui conserve la distance

pour tous points M et N du plan d'images respectives M’ et N', ona : M'N' = MN.

Exemples

Les translations, les symétries centrales, les symétries orthogonales et les rotations sont des isométries.
Ni
=5 M : M N
u N (A)

N N
translation t:r. symétrie s;. symétrie s,. rotation r(0,a).
Contre-exemple %
Une homothétie de rapport 2 n'est pas N
une isometrie, car elle ne conserve pas
les distances. W
O M
M'N' = 2MN

smmmms  Conservation du produit scalaire
Soit f une isométrie, A, B, C trois points et A', B’, C’ leurs c c
images respectives par f.
* Exprimer AB.AC en fonction de AB?, AC? et BCZ.
(On pourra utiliser I'expression du produit scalaire :
ey S — 5 —5 B
4= 2 (@4 o2 - 72 -1 DI,
* Exprimer AT'. AG’ en fonction de A'B’2, ACZ et B'C2 A Al o

En déduire que :ATﬁ'ATé' = A_ﬁﬁ
Cette propriété se généralise de la fagon suivante.

Propriaté

Soit f une isométrie,

: RO T’, Tbl
Pour tous points A, B, C, D d’images respectives A", B', €', D' par f, on a : AB.CD = A'B".C'D".

On dit que les isométries conservent le produit s calaire.
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Démonstration guidée

e T prers o _l+ ¥ -I_’l
* Justifier que : AB. (AD— AC) = A'B'. (A'D' - AC').
* Conclure.

umae== Conservation du barycentre

ABC est un triangle. On désigne par I le milieu de [BC] et par G le centre de gravitg e

: : : ABC. Soit A
C', 1" et G' les images respectives des points A, B, G, I et G par une isométrie, '

B
* Démontrer que I est le milieu de [BCI.

* Démontrer que : A'G’ = —%- AT'. En déduire que G’ est le centre de gravité de A’B'C’,

Celte propriété se généralise de la fagon suivante.

Soit f une isométrie, (A,a), (B,b), (C,c) des points pondérés et A’, B’,
points A, B, C par f, G un point et G’ son image par .

G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b), (C,c) si et seulement si G
points pondérés (A',a), (B’,b), (C,c).

C' les images respectiye, -

On dit que les isométries conservent le barycentre.

Démonstration guidée

* Vérifier que G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b), (C.e) si et seulement si :
(aGA + bGB + caﬁyz =0,

« A J'aide d'un développement, démontrer que : (aﬂ +bGB + ct_;é)z =(a GA +b GB +¢ G:E.']‘.
* Conclure.

EXEHIPIBS A B

* Les triangles ABC et CDA sont symétriques par G

rapport au point I, milien de [AC], donc leurs bary- | 1

centres G, et G, sont symétriques par rapport a I ~

* Le triangle BCE est I'image du triangle ADC parla < \/ i
translation t de vecteur AB, donc G,, image de G, D C E

par t, est le barycentre du triangle BCE,

MEBE== |sométries réciproques
Propriéte

Toute isométrie plane est une transformation et sa réciproque est une isométrie plane. |

Démonstration quidée

Soit f une isométrie plane.
* Démontrer que f est injective.

Démontrons que [ est surjective.

Soit (O, I, ]) un repére orthonormé et O, I', ' les images respectives

des points O, I, ] par f.
* Vérifier que (O, I', J') est un repére orthonormé.
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goit M’ UD point du plan et (x’ i) ses coordonnées relativement ay re
, vérifier que M’ est le barycentre des Ppoints pondérés (r

5oit M le barycentre des points pondérés (I, ), (1L y") et (
» Vérifier que M a pour image M’ par f ; en gopgl
, pémontrer que f est une transformation,

» Démontrer que ! conserve les distances,

3.2. Isométries et configurations

gmm==m Images de figures usyelles

pere (O, 1, 7).
X0 g et (00 - -y,
0,1~y - ).

ure que f est surjective,

Soit f une isométrie, A et B deux poinls distincts, d'images

‘respectives A’ et B par f. /)’/E//
* L'image par f de la droite (AB) est la droite (A'B),
» Limage par f du segment [AB] est le segment [A'B], ' ;
* L'image par f de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A’B"). A B

Démonstration

Soit M un point du plan et M’ son image par f.

* Démontrons que l'image d'une droite est une droite.

Me (AB) ¢ 3ke R AM=kAB
& 3JkeR M=bar{(A;1-k), (B:k)
& dkeR M =barl(A";1-k), (B k)
= M'e (A'B').

* On démontre de méme les deux autres résultats en rem
puis par [®*,

REI‘HET’QUB

On déduit de la propriété 1 que I'image d'un ensemble de points alignés par une isométrie est un
ensemble de points alignés.

On dit que les isométries conservent I'alignement.

plagant, dans cette démonstration, R par [0 ;1]

Propriété2

Soit f une isométrie, (‘¢) un cercle de centre O et de rayon r et O' I'image de O par f.
Limage par f du cercle (¢) est le cercle de centre O’ et de rayon r.

Démonstration
Soit (") le cercle de centre O' et de rayon r, M un point du plan.
Me(6) o OM=r
= OM'=r (‘6"
e M e (@)

Yocabuiaire

Une:fisiie et dite slohaleniont fivariznte par une transformation si elle est sa propre image par cette
tl‘ﬂnsftfrmalion. Aingsi toute droite perpendiculaire a I'axe d'une symétrie orthogonale est globalement
Invariante par cetle symétrie orthogonale.

(6)
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- ’
mmmmmm Conservation des mesures d angles

Soit f une isométrie, ABC un triangle et A',B’, C’ les images respectives des points A, B, C par N

On a:BAC = B'A'C. 3
On dit que les isométries conservent les angles non orientés. s
Démonstration guidée e <

* Démontrer que : cos B’EC = Cos B-'-EG' i

(on pourra remarquer que : AB.AC = AB x AC % cos BAC). B

* Conclure. A B N

E emarques

On déduit de cette propriété que par une isomélrie : ) _ .

+ les images de deux droites perpendiculaires sont de_ux droites perpendiculaires ;
» les images de deux droites paralléles sont deux droites paraﬂéfes‘. .

On dit que les isométries conservent le parallélisme et I'orthogonalité,

mmme==n Conservation du contact
Propriete

Soit f une isométrie, (2) une droite, A un point de (%), (€) un cercle tangent a (2) en A et (2), A, [:@:]T
les images respectives de (@), A, (€) par f.
La droite (2') est tangente au cercle (€') en A'.

[T—

On dit que les isométries conservent le contact entre un cercle et une droite.

Démonstration ()

Le point A appartient au cercle (€] et a la droite (%), donc le

point A’ appartient au cercle (€’Jet a la droite ('), Soit O le A
centre du cercle (€) et O' son image par [. O’ est le centre du

cercle (€'} ; les isométries conservent 'orthogonalité, done :

(O’AY) L (@)

La droite (2) est donc tangente au cercle (€') en A’ @

Bemargue

On déduit de celle propriété que deux cercles tangents' ont pour images deux cercles tangents. On dil
gue les isométries conservent le contact entre deux cercles.

Plus généralement, on admettra que les isométries conservent le contact.

Conservation des aires

BRRETT
Propriéete

Soit fune isométrie, ABC un triangle et A'B’, C' les images respectives d ints A, B, C par f-.— -
Les triangles ABC et A'B'C’ ont méme aire. : pectives des points A, B, L.P "

On dit que les isomélries conservent 'aire des triangles.

Démonstration
L'aire du triangle ABC est : -1 (AB x AC x sin BAC),

Les isométries conservent les distances et les angles non orientés, elles consarvent dino ausel 'aire des rianglé

1. On dil que deux cercles son! [angents en un point A s'ils passent tous les deux par A ot s

- fan 7
leurs tangentes en ce point sort conft
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3.3. Utilisations des isométries

gommmm Isométries et recherche de lieux géométriques

Soit (€) un cen:cle de centre 0, A 'el .B deux points de (€), I le milieu du segment [AB].

:: sént;n(:;]mrf ;}'::nrtt:::::z::;ed(f ﬁiﬁ;ﬁcﬁiﬁ ¥ B on désigne par N le point diamétralement opposé a
1°) Quelle est la nature du quadrilatére AHBN 7

2°) Comparer les vecteurs OF et M.

3°) Quel est le lieu des points H lorsque M déerit () privé des points A et B ?

4°) Quel est le lieu des points ], milieu de [MH], lorsque M décrit (€) privé des points A et B 7

Solution
1°) Les droites (AH) et (BN) sont paralléles, car elles sont
toutes deux perpendiculaires & (BM),

De méme, les droites (AN) et (BH) sont paralléles,

Le quadrilatére AHBN est donc un parallélogramme.

2°) Ses diagonales [HN] et [AB] se coupent en leur milien
I. D'aprés la propriété de la droite des milieux appliquée
au triangle MHN, on a : MH = 2 OI,

3°) On désigne par (%) le cercle (€) privé des points A et B.
H est I'image de M par la translation t,on donc H décrit
it ().

On remarque que H peut également étre défini comme le
symétrique de N par rapport a I. Lorsque M décrit ['€), N
déerit également (%), donc H décrit s;(€).

Les deux ensembles trouvés sont égaux,

4°) ] est milieu de [MH], donec : ﬁi = Ol et ] = to7 (M).
Par conséquent, ] décrit tof (€).

. Pour résoudre un probléme de lieu géométrique & 1'aide des transformations, on se raméne a ;

 la situation suivante : le point P’, dont on cherche le lieu, est I'image par une transformation
- d'un point P, décrivant un ensemble connu.

La résolution se fait en deux étapes :
' * reconnaitre une transformation f qui, au point P, associe le point P’ ;

 * déterminer l'image par f de I'ensemble (%) décrit par le point P,

ERmmmm [sométries et problémes de construction
1 8oit (6) un cercle de centre O, A et B deux points tels que O n'appartienne pas a la droite (AB).
Construire, ay compas, les points d'intersection de la droite (AB) et du cercle (€).
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Solution

Si on considare le cercle (€¢'), image de (€) par la symétrie
orthogonale d'axe (AB), les points communs aux cercles (6)
gt (6¢’) appartiennent a la droite (AB).

D'ot la construction suivanle :

e construire le point O, image de O par la symétrie ortho-
gonale d'axe (AB) ;

e tracer le cercle (€') de centre O' et de méme rayon que (€);
* | et |, points d'intersection des cercles (€) et (€'), sont les
points d'intersection de la droite (AB) et du cercle (€).

2. Soit (2,), (D,) et (D) trois droites distinctes paralléles.
Construire un triangle équilatéral ABC tel que : A € (2,),B e () et Ce ().

Solution

Analyse d'une figure répondant a la question.

Soit ABC un triangle équilatéral, de sens direct, tel que :
A€ (2,).Be (@,) etCe (By)

La configuration « triangle équilatéral » conduit a considérer
la rotation r de centre A et d'angle -, par laquelle le point B
a pour image le point C.

Le point C appartient & (%,) et 4 I'image de (2,) par r; le point
B est 'antécédent de C par r.

Syntheése : construction d'un triangle ABC.

D'aprés ce qui précéde, pour construire un triangle ABC de sens direct répondant 2 la question, il suff
de suivre les étapes suivantes :

« choisir un point A quelconque de (3,) ;

e construire I'image (9',) de (@,) par la rotation r de centre A et d'angle % :

cette droite coupe la droite (%,) en C ;

« construire le peint B, antécédent de C par .

Discussion : le probléme a-t-il plusieurs solutions ?

Deux choix se sont présentés au cours de la construction :

» le choix du point A sur la droite (2,) ;

e le choix du sens du triangle ABC, donc de 'angle de la rotation r.
Seit i/ un vecteur directeur des droites (%,), (2,) et (@,), et (4) une droite orthogonale a ces trois drﬂitfﬂ

permettent de m‘?’wﬂj

Connaissant un triangle ABC solution, les translations de vecteur k o (k # 0)
construlré tot

tous les triangles solutions de méme sens et les symétries orthogonales s, permettent de
les triangles solutions de sens contraire.

Pour résoudre un probléme de construction, on procéde généralement en deux 6tapt
et synthése.

. L'analyse consiste & supposer le probléme résolu et & étudier une figure
tion pour en dégager les propriétés permettant sa construction. ot
* La synthése consiste & construire la figure en utilisant les propriétés dégﬁsi?:cu!erm

a justifier que la figure construite répond & la question et, éventuellement, _
de solutions au probléme. =

répondalﬂ ale
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— Isométries et démonstrations de propriétés

s ABCD un quadrilatére convexe de sens direct, On
construit, @ I'extérieur de ce quadrilatére, les triangles
ﬂclaﬂgl“ isocéles IAB, JBC, KCD, LDA de sommets
,—gspecﬁﬁ‘ 1, J, K, L. On désigne par O le milieu de [AC].
1) Soit Ty et 1y les ql..ti'il‘ls de tour directs de centres
respectifs T et ] Etudier la transformation ry 0 1y En
Jéduire que le triangle OI] est rectangle isocéle en O.
»+) Démontrer de méme que le triangle OKL est rec-
tangle isocéle en O.

3°) Démontrer que IK = JL et que les droites (IK) et (JL)
sont perpendiculaires.

Solution

1°) La composée de deux quarts de tour est une symétrie
centrale.

De plus, 1 0 1y (C) = A. Dong, le centre de cette symétrie
pst le milien O de [AC]).

Ona:nor(l)=sg (J) =T, avec O milieu de [J]'] ;
donc:x; (J) =sg (J) =J' ; le triangle JIJ' est rectangle iso-
ctle en I et O est milieu de [J]’].

Donc, le triangle OIJ est rectangle isocéle en O.

2°) On démontrerait de méme que, si rg et & sont les
quarts de tour directs de centres respectifs K et L, alors :
Ty 0 T, = Sy et le triangle OKL est rectangle isocéle en O.

3°) Soit r le quart de tour direct de centre O.
L'image par r du segment [IK] est le segment [JL].

Dongc, IK = JL et les droites (IK) et (JL) sont perpendiculaires.

Configurations géométriques et transformations

 guration géométrique existante ou a construire :

.J'

Pour résoudre un probléme de géométrie (lieu, construction, démonstration d'une propriéts, ...),
une transformation peut s'avérer utile. Le choix de cette transformation est suggéré par la confi-

¢ orthogonalité, parallélisme
* triangle isocéle

* triangle rectangle isocéle
* triangle équilatéral

* parallélogramme

* rectangle, losange

* garré

* configuration de Thalés

* points alignés, droites concourantes :
. loutes isométries el homothétie ;

: symétrie orthogonale ;

: symétrie orthogonale, quart de tour ;

. symétrie orthogonale, rotations d'angle -’;— ou<E;

: symétrie centrale, translation ;

: symétrie centrale, symétrie orthogonale ;

: symétrie centrale, symétrie orthogonale, quart de tour ;
: homothétie. -

loules isométries et homothétie ;

Zn
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; ¢ 2.0 %#
3.0 Onconsidere I'homothétie h(O,k). Pour quelles + Momparer 'ajrg du py “=
valeurs de k h est-elle une isométrie 7 et celle du triangle App raﬂél“ﬁtamm;g

3.b On considere un parallélogramme ABCD.
Déterminer les images des segments [AB], [AC]
et [BC] par la projection p sur la droite (DC).
parallélement 4 la droite (AD). La projection p
ast-elle une isométrie 7

3.c  BCDE est un parallélogramme, 1 est le milieu du 34
segment [DE] et A est le point d'intersection des 2
droites (CI) et (BE).

1. Démontrer que les triangles CID et AIE sont
symétriques par rapport au point L

Trouver les isométrieg laissan
Uivants .
Cquilaggy

invariants les polygones g
a) un triangle isoctle, upn trianglg
b) un parallélogramme, un rectangle, yp

P Chingy

e .

S ) |7 ¥ LR ——
Ir les isométries

r

. Complément

—24.1. Reconnaissance des isométries

emmzmmm Composée d'isométries

Propriéte

* La composée de deux isoméiries est une isométrie. '
* La réciproque d'une isométrie est une isométrie. ; :g
Démonstration

Soit f et g deux isométries. On sait que f ! est une isométrie : démontrons que f o g est une isometrié.
f et g sont des transformations, f o g est donc une transformations.

De plus, f et g conservent les distances, il en est donc de méme pour fo g.

Ainsi, f o g est une isométrie.

yocabulaire

Un groupe de transformations du plan est un ensemble (E) de transformations tel que :
- la composée de deux éléments de (E) est un ¢lément de (E) ;
— la réciproque d'nn élément de (E) est un élément de (E).

Exemples

* La composée de deux translations est une translation et la réciproque d'une {ranslation est uné
lation. L'ensemble des translations est un groupe de transformations du plan. Lo gt

* De méme, l'ensemble des rotations de centre O et I'ensemble des isométries planes soot
de transformations du plan.

Contre-exemple

L'ensemble des symétries orthogonales n'est pas un groupe de transformations. grie-
En effet la composée de deux symétries d'axes parall2les est une translation et non un€ £y
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- Déplacements et antidéplacements

petinitions
. Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés

. Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé

Exempf es
Les translations, les symétries centrales,

les rotations sont des déplacements. Les symétries orthogonales sont des
antidéplacements.
C &
B B'
Les triangles ABC et A'B'C’ sont orientés Les triangles ABC et A'B'C’ sont orientés
dans le méme sens. €n sens conlraire.
On en déduit les propriétés suivantes.

Propriétes

Soit f et g deux isométries planes.
» Sif et g sont des déplacements, alors g o fest un déplacement.
» Si f et g sont des antidéplacements, alors g o f est un déplacement.

+ Si f est un déplacement et g un antidéplacement, alors g o fet fo g sont des antidéplacements.
» Si f est un déplacement, alors £! est un déplacement.

* Si f est un antidéplacement, alors ! est un antidéplacement.

Eemg[gues

* L'ensemble des déplacements est un groupe de transformations du pfgn.
* L'ensemble des antidéplacements n'est pas un groupe de transformations du plan car la composée de
deux antidéplacements est un déplacement.

l—l.
Exemples

* Sur la figure ci-contre, les segments [AB] et [A’B’] sont isomélriques ; le
couple (A', B') est I'image du couple (A, B) par les isomélries suivantes :

o)tz or(A, &) = (A, E) oty =1(0, &) (déplacement) ;
bl o Stac) = Siac) © g (antidéplacement).

* Sur la figure ci-contre,

— T — —+. s 1] ]
ona:AB= A'B', AC = AC” et (AB,AC) = (AB',AC"), donc le triplet (', B,
C") est l'image du triplet (A, B, C) par le déplacement :
TorA, F)=na, B)oty =10, F);

Gna:AB=AB', AC=AC et (‘,{ﬁ'ﬂ.ﬁ;’) =—mTﬁ'J’Lﬁ'}. done ls'triplet (A
B, C) pst I'image du triplet (A, B, C) par |'antidéplacement :
u 0 Stag) = S(ac O by -
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—4.2, Triangles isométriques

Gummmm  Définition e

théoréme

* On dit que des triangles ABC et A’
f telle que les points A, B et C on

* Si festun déplacement, on dit q

B'C’ sont isométriques, ou superposables, g'j] eXistp 1
t respectivement pour images A’, B’ et C. 8 gy e
ue les triangles ABC et A'B’C’ sont directement su

* Si festun antidéplacement, on dit que les triangles ABC et A'B

"C’ sont Superposah ;
nement,

les aprg py, -

3 il
triangle. Nous allong démumfer-;l-u ~
L] {}Eu[

On sait qu'une isométrie
Propriété caractérise de

conserve les longueurs des cotés d'un
ux triangles isométriques.

Soit ABC et A'B'C’ deux triangles.

Si A'B'= AB, B'C’ = BC, 0'A' = CA, alors les triangles ABC et A'B'C’

sont isométrigqueg,

bémonstration

Supposons que ; A'B’ = AB, B'C' = BO, A = CA.
Démontrons qu'il existe alors une i

sométrie f qui transforme le triangle ABC en A'B'C,
Soit t la translation de vecteur AA’

» B, et C, les images respectives de B et C part,

Le théordme d'Al Kashi nous permet de déduire des égalités précédentes que les angles des deux triangle
sont égaux deux a deux. A
* Si (AB, AC) =(AB", AT, alors (&B,, AC,) =(AB", AT,

Donc : [ﬂ?ﬁi,ATﬁ'] =[Hﬁ'].
De plus, A'B’ = A'B, et AC' = A'C,.
Dong, A'B'C’ _Esf__l_'lmage de A’
et d'angle (Pﬁ,,fﬁ'].

Enfin, A'B,C, est I'image de ABC par t.
Dong, le triangle A'B'C’

B,C, par la rotation r de centre A’

est 'image du triangle ABC par le déplacement r o t,

* Si (AB, AC) = —(A'B", ACY),

—
—

alors : [1’?]31.1’;7&1) =—[Eﬁ'.A'C').

Soit (A) la bissectrice de l'angle G AT s T Pon das
R T
vecteurs directeurs ;ona: (AC,v) = (v: AC,)

On a de plus : A’'C’ = A'C, ; dong, C’ es
par la symétrie orthogonale s,.

e

AR 3 AR APk =
On a également : (A'B', v) =(A'B’, AT +AC, )

t 'image de C,

= =
=-(AB,,AC) - (AT,, 7)
=—(AB,, V).

De plus, A'B" = A'B, ; donc, B’ est I'image de B

1Pars, et AB'C’ est I'image de A’B,C, par S
Enfin, A'B,C, est I'image de ABC par t ; donc,

.
5 Q
A'B'C’ est I'image de ABC par l'emtidéplar.:ﬂﬂl'?'lt A
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— Critéres d'isométrie

[ e b . -

a vu dans le théoreme préceldent que si deux triangles ont leurs cotés égaux deux a deux, ils sont iso-
étriques: Cette condition suffisante d'isométrie est appelée « critére » d'isométrie de deux triangles.

it allons gtablir ci-dessous deux aultres critéres d'isométrie.
i

pour gue devx triangles soient isométriques, il suffit que 'un des trois critéres suivants soit vérifié.
(1) Les deux triangles ont leurs cotés deux a deux de mémes longueurs,

(2) Les deux triangles ont un angle (non orienté) de méme mesure, compris entre deux cdtés deux a
deux de mémes longueurs.
(3) Les deux triangles ont un c6té de méme longueur, compris entre deux angles (non orientés) deux

5 deux de mémes mesures.

Pémonstration

Soit ABC et A'B'C’ deux triangles.

» Le critere (1) n'est autre que le théoréme précédent.

» On suppose que : AB = AB’, AC= A'C’ et mes A = mes A",

Dapres le théoreme d'Al Kashi, on en déduit que : BC? = B'C'?, c'est a dire BC = B'C.
D'apres le critére (1), les deux triangles sont isométriques.

» On suppose que : BC = B'C’, mes B = mes B’ el mes C = mes C',

Les triangles ayant deux angles deux & denx de mémes mesures, on en déduit que : mes A = mes Al
D'aprés le théoreme des sinus, on a également : AB = A’'B’ et AC = A'C',
D'aprés le critére (1), les deux triangles sont isométriques.

__4.3, Travaux dirigés

EENEEES 1. Soit ABCD un rectangle non carré, (E) I'ensemble des isométries laissant globalement inva-
riant ce rectangle, (A) et (A") les médiatrices respectives des segments [AB] et [BC], O le centre du rectangle.
1°) Vérifier que les transformations Id, sq, s, et s, appartiennent a 'ensemble (E).

On admet désormais que : (E) = {Id, sp, 5,, syl

2°) Dresser le tableau des composées des éléments de (E).

3°) Déduire de ce tableau que (E) est un groupe de transformations.

Solution T B

1°) Les images du quadruplet de points (A, B, C, D) par les transfor-

mations Id, s, s, et s, sont respectivement (A, B, C, D), (C, D, A, B), o (A1)

(B,A,D,C)et (D, C, B, A).

Le rectangle ABCD est donc globalement invariant par ces isométries. D (4) C

2;“}‘:?1?&?.1@033 deux a deux ces isométries et on oblient le tableau 2T & | % | % |

3°) On rel:na : -l IUC S
rque dans ce tableau que : so | so d | sy | s

~la composée de deux éléments de (E) est un ¢lément de (E) ; : = 5 A

~la réciprogue de tout élément de (E) est un élément de (E). WS TE WE.HE.

Sy Sp Sa S50 Id

(E}est donc un groupe de transformations.

summssy 2 Application des isomélries & un probléme d’optimisation]

Soil ABC un triangle équilatéral de centre O.
Déterminer les points M, N, P situés respectivement sur les segments [AB], [BC], [CA] M

I:{i;tall'em:lusinn des extrémilés) et tels que le quadrilatére OMNP ait un périmétre minimal. "
culer, en fonction du cdté a du triangle ABC, ce périmétre minimal. N
= B N C

A

: e
w0 H I i
Pimiser c'est rechercher la valeur minimale ou maximale.
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Solution

Par trois symétries
MN = MN";

NP =NP'= N'P":
pOo=P0"= prQ” = P"Q2. Don¢
+NP+PO=0M+ M
Le trajet OMN'P"Q2 serd minimum g
ligne droite.

Donc, pour déterminer le
« tracer la droite (0%) qui coupe les

respeclivemem en M, N, P"; e
les points N el P, antécédents respectifs des

orthogonales conséoutives: pna:

pand il serd effectué en

trajet minimum 3 -
droites (AB). (A'B), (A'B")

« construire
points N' et P” par les symétries guccessives.
Par symétrie, on a:
« N' milieu de [A'B], donc N milieu de [BCI ;
+ la droite (AD) est un axe de symétrie pour le quadrilatere OMNP.
Soit p le périmetre minimal. Ona:pP= 2(0OM + MN}F 20°’N.
2 : a7

w2 = 0O'B? o Q-_.-_?Ei- ip=—"
O'N2=0B2+BNf= T3+ 7~ 12.dancp T3

WE xercices WWW//M

4.c ABCDest ur rectangle de sens direct et de centre

da ABCestun triangle équilatéral de sens dir_a_El
ot de centre O. testla translation de vecteur 0G, 0, tel que : AD =2 AB. Les points 1, J, K, L sonl
- la rotation decentre O et dangle %[Eq g la symé- les milieux respectifs des cétés [AB], [BCL, [CDl,
[DA]. Déterminer les isométries telles que:

trie d'axe (OA).

Reconnaitre, parmi les transformations suivantes, a) (A, L, O) a pour image (0, J: Cl;

les déplacements et les antidéplacements : b} (A, 1, O) a pour image (D, K, 0):
rosor’, soros, tosort, sotos ¢] (A, 1, O} a pour image (C. K, Q).

A.d ABCest un triangle équilatéral de sens direct ¢!

4b OAB est un triangle B
rectangle et non isocéle o de centre O. Les points L J: K sont les milie
on O : O\ A, B’ sont A respectifs des cotés [aB], [BC], [CA} Délenmin®
Les milieux respectifs St o les isométries telles que :
lg; segmenls. [AB], : B a) (A, O, K) a pour image (c, 0, K
. ], [OAL .Cﬂer tous les triangles isomé- b) (A, O, K) a pour image (8,0,1);
triques au triangle AO'B’ apparaissant sur la c) (A, O, K) a pour image (B 0.k

figure et, pour chacun d'eux (sauf pour le tri-
angle OA'0"), préciser l'isométrie qui le trans-
forme en AO'B".
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N\

APPRENTISSAGE

Gymétries orthogonales et
translations

1 ABCD est un losange de %
sens direct tel que mes A= 1
1. Déterminer la nature et les éls-
ments caractéristiques des transfor-
mations suivantes ; =
f=5c) 0 S(a) i 8 = S(cp) © S(any
2. Démontrer que :gof:fng:-.t‘,;"c'.

A C

2 On considére une droite (A) de vecteur normal o .
Déterminer la nature et I'élément caractéristique de la

transformation t; 0 s,

3 Soit (4) et (A") deux droites perpendiculaires et
0 leur point d'intersection. On considére l'ensemble E
de transformations du plan : E = (Id, 55, 5,, 5, |.
Démontrer que la composée de deux éléments de E est
un élément de E et que la réciproque d'un élément de E
est un élément de E.

B 16 plan est muni du repére orthonormé (0, I, J}.

On considére le vecteur u G) et la droite (%) d'éguation
2e =3y + 4 =0,

1. Quelle est I'expression analytique de t;; ?

2. Soit (@') 'image de (@) par ty Déterminer une équa-
tion cartésienne de (%').

Rotations

5 On considére deux points distincts M et N.
1. Déterminer la nature et 1'élémenl caractérislique de
la transformation sy; 0 Sy
2. En déduire que toute translation est la composée de
deux symétries centrales dont I'une est arbitrairement
choisie.
1. Application
ABC est un triangle, I et | sont les milieux respectifs de
[AB] et [AC]. Déterminer la nature et les éléments carac-
téristiques des transformations t 5% o s et s, 0 L gg.

6 ABCO est un parallélogramme.
1. Démontrer que : Sy 0S, = S¢ 0 8.
2. Délerminer la nature et I'élément caractéristique de

la transformation Sc 05y 08y,
3. Construire I'image de ABCO par cette transformation.

7 Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct
el H le pied de la hauteur issue du sommat A,
Déterminer la nature et les élémenls caractéristiques

_ ExercicesZ

des transformations suivantes :
Stas) @ S(an) ¢ S(sc) © San | LAR O Sar

8 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
(A) désigne la premiére hissectrice et r le quart de tour

direct de centre O.
1. Quelles sont les expressions analytiques de sy et s, 7
2. En déduire l'expression analytique de r.

9 ABCD est un rectangle.
1. Déterminer la nature et |'élément caractéristique de

la Lrans['ormari_nn Smoa) 08 c%o S(ac) © Stamy .
2. Construire l'image de ABCD par cette transformation.

10 ABCD est un parallélogramme tel que les
droites (AB) et (BD) soient perpendiculaires.
1. Faire une figure.
2. Démontrer que : S5 0 Spg) = Sp O Sp:

11 ABCD est un rectangle de sens direct.
Déterminer la nalure et les éléments caractéristiques

des transformations suivantes :
al S(aD) O 54 O S(ay) +
b) Sico) @ Sa © Sap) ¢
c) 5(AD) © 5¢ © S(ap)
12 ABCD est un parallélogramme de sens direct
tel que les droites (CB) et (BD) sont perpendiculaires et

AC =2 BD.

1. Faire une figure. ]
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristique

des transformations suivantes :
f=5(5c)0 5(ap) i B = 5(ap) O Sjary i 8 0

13 A et B sont deux points distincts.
1, Déterminer et construire la droite (A) telle que :
2n

G "3_) = $(aB) © S(ay
2. Déterminer el construire la droite (4") telle que :

' 2n
r (E, — -j") = S[fllj o S'AB}'
3. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de la lransformationr' o r.

14 A et B sont deux points distincts.
1. Déterminer et construire la droite (4) telle que :

amh _
r{ A T) = S(a) @ S(amy
2. Déterminer el construire la droite (4') telle que :
¥ n o
i ‘a‘) = S(aB) © S(ay o
3. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation ro ',

15 ABCD est un trapéze
isocéle de bases [AB] et [CD],
inscrit dans un cercle de centre
O et tel que: -
mes COD = 2 mes AOB = 3%

Démontrer que : S5, 0 o) © S0 © Sap) = Id.
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|sométries

1 une isométrie d'un carré 7

7 Justifier chaque réponse
17 1. Déterminer les symétries 10?151052?;?35;& Ql}]u.

Jaissent globalement invariant un cerc em it

2. Déterminer les rotations qui laissenl B

invariant un cercle (€} de centré Q.

18 ABCDE est un pentagone régu
et A\ B, C, D, E' sont les milieux 1espe
i [DE]Z]]. i lﬁggl;{?e{:}&e centre O' et F', G,

L Xagone Ie, ¢
ﬁlg}i'm?}e;('u;lon: l:? milieux respectifs des segmants

(FG), [GH], [HI), [17], [K], [KF).

16 Quelle est limage p3

d'un rectangle ? d'un losange

lier de centre O
ctifs des s€§-

Trouver les isométries laissant globalement invariants

les polygones suivants :
a) le pentagone régulier ABCDE ;
b) I'hexagone régulier FGHIJK.

19 On considére une droite (A) st un pnin.t M de
celle droite. Soit A et B deux points distincts n'appar-

tenant pas a (Al. :
1. Construire le point N tel que NABM soit un parallé-

logramme. , v
2. Quel est le lieu du point N lorsque le point M décrit
la droite (4) ?

20 On considére un cercle () de centre O et un
point M de ce cercle. Soit A et B deux points distincts tels
que la droite (AB) n'ait aucun point commun avec (T).

1. Construire le point N tel que NBMA soit un parallé-
Jogramme,
2. Quel est le lisu du point N lorsque le point M décrit

le cercle () 7

21 A est un point et (@)
est une droite ne passant pas
par A. M étant un point de (Z),
les cercles de centres A ot M,
de rayon AM, se coupent en
M' et M" (les triangles AMM'
&t AIM”M su?t de sens direct).
Quels sont les lieux respectifs des poin ] i
lorsque le point M décrililja droite [E?}]PT RO W

. 22 soit (%) et (@) deux droites sécantes et A un
point n'appartenant ni 4 (2), ni 4 (@)
Construire un segment [BC] tel que ;
* le point A est le milieu du segment [BC];
¢ le pninl B appartient 4 la droite (@) ; J
* le point C appartient i la droite [911’]:
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23 soit (@) et (2') d.;u
ites, A et B deux points dis-
tti';-]u::]:sﬁ{:Bls que la droite (AB) ne
soil pas parallle 3 un axe ﬂl"
gymétrie des droites (@) et (&").
Construire le point M de (&) et
le point M’ de (@) tels que :
AM = AM' et BM = BM'.

24 soit (@) et (") deux droites, A et G dey,
Construire le point B de (Z) et le point C de (gy) tﬂ-ﬂl&
G soit l'isobarycentre des points A, Bet C, iy
(On pourra d'abord déterminer le miliey dy Segmen

]

[BCI.)

25 ABC et AB'C’ sont deux triangles rectyyy,
en A et de sens dirsct.
= CC' et (BB') L (CC).

isoceles :

Démontrer que : BB
26 ABC et AB'C’ sont deux triangles équilatgry,,

de sens direct. 3 5

Démontrer que BB' = CC’ et déterminer une mesure 4,

I'angle [ﬁﬁl. cC').

97 ABCD est un carré de sens D ¢
direct, 1 est le milieu de [AD].
On construit le rectangle BEFC,
extérieur au carré ABCD, tel que :

= 2 BE. .
AR=% A B OE

Quelle est la nature du triangle ICE ? Justifier,
{On pourra utiliser une rotation.)

28 ABCD et AEFG sont G
deux carrés de sens direct.
On note r le quart de tour A\ D

direct de centre A.
Démontrer que BE = DG et B
déterminer une mesure de

Vangle (BE, DG).

29 sur la figure ci-
contre, ABC est un triangle
équilatéral de sens direct
et AA'=BB' = CC".
Démontrer que A'B'C' est
un triangle équilatéral de
sens direct.

30 AOB est un triangle de sens direct Soit 11
quart de tour direct de centre O. (AL
On note C, D et A’ les points tels que : C=
D=1(B) et A'=ro0r(A)

Démontrer que : AB = CD et (AB)L (CD)-

31sur a figure ci-
contre, on a : AB = AB" et B'
AC=AC',
Démontrer que : BC = B'C’ ¢
et (BC) L (B'C). BE—%

= ST
32 Surla s ; . pQ=SRe" e
4 gure ci-aprés, ona: icansfor®®
1. Préciser I'angle de la rotation ¢ qui
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triangle SRT en PQR et construire son

centre 1. Q
2. Soit V I'image du point R par Ia
symétrie de centre L. Quelle est |'ima. P .

ge par 1 du triangle VSQ 7

APPROFONDISSEMENT.

335ur la figure ci-dessous, A et B sont deux
points situés dans un méme demi-plan ouvert délimité

par (4).

A

\ il

M

Comment faut-il choisir le point M sur la draite (A) pour
que le trajet AM + MB soit de longueur minimale 7

38 5ur la figure ci-dessous, A est un point donné,
a lintérieur de la région colorée délimitée par les demi-
droites [OI] et [O]).
Soit M un point de la demi-droite [OI) et N son projeté
orthogonal sur la demi-droite [O]).

J

Q M |

Comment faut-il choisir le point M pour que la somme
AM + MN soit minimale 7

35 Pour relier les villages A et B, on doil construire
deux ponts (perpendiculairement aux bras de la riviére).

A/\__/\B

On faut-il construire les ponts pour que le chemin
reliant Jes villages A et B soit de longueur minimale 7

36 A, B, C, D sont quatre points distincts du plan
tel que : AB = CD, .
Déterminer dans chacun des cas suivants une isométrie f
(ou une composée d'isométries) qui transforme le point
AenCetle point Ben D:
1. (AB) et (CD) sont deux droites paralléles ;
2. |AB] et [CD] ont méme milieu I ; ‘
3. (AB) et (CD) sont deux droiles sécantes en un point P.

5 37. ABCD est un carré de sens direct,
n considére | transformalion :

f= I(D. -5)orc yor

Déterminer f A)
la nature et les

r
Bl e _2_ D.Sﬁ.

eE en déduire, suivant les valeurs de 7,
éléments caractéristiques de f,

) 38 ABCestun triangle A

équilatéral de sens direct, (€)

inscrit dans le cercle (6) de

diamétre [AD].

1. Démontrer que la transfor-

mation f définie par : B C

[ = $i50) 0 5(4¢ st une rota-

tion, donl on précisera le b

centre | et I'angle.

2. Démontrer que la transformation g définie par
8 = S(cp) O Siap) st une rotation, dont on précisera le
centre | et I'angle.

3. Démontrer que le triangle Al est équilatéral.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformations g o fet f o g.

39 ABC est un triangle. o, P et y désignent des

e ———
—  —

mesures respectives des angles 2(AB, AC), 2(BC, BA) et
2(CA, CB).
Démontrer que : r{A, &) o r'(B, ) o r"(C, v = Id.

B0 ABCD est un quadrilatére convexe inscrit
dans un cercle (€) de centre O.
E, F, G, H désignent les milieux respectifs des cotés
[AB], [BC], [CD], [DA].
1. a) Démontrer que EFGH est un parallélogramme,
b) En déduire que : 55 0 sp 0 55 0 5 =1d.
2. o) Démontrer que les médiatrices des catés du qua-
drilatére ABCD sont concourantes en O,
b) En déduire que : 5,55, 0 S 0 Sigg) 0 S0 = 1d.

81 ABCD et OEFG sont des
carrés de cdté 2a. O est le centre
du carré ABCD,

Exprimer l'aire de la partie colo- B PC G
riée en fonction de a. £
F

B2 ABCD est un quadrilatére convexe.
On construit les points F et E, images respec{ives des
points B el D par la translation t de vecteur AC.
Démontrer que l'aire da BDEF est le double de l'aire de
ABCD,

A D

43 ABC est un triangle équilatéral de centre O et
de sens direct.
1. Démontrer que les seules symétries orthogonales
laissanl globalement invariant le triangle ABC sont :
Sty Sios) ®! Socy vl
2. Soit r la rotation de centre O et d'angle < Démontrer
que les seules rotations laissant globalement invariant
le triangle ABC sont : Id, r et =%,
3. On considére I'ensemble (E) d'isométries :
(E) = I, £, ™%, S0 Si08) S(oc))

Dresser le tableau des composées des éléments de (E) et
en déduire que (E) est un groupe de transformations du

plan.
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B8 ABCD est un carré de centre O et de sens
direct, (A) et (A') sont les médiatrices respectives des
segments [AB] et [AD].

1. Démontrer que les seules symétries orthogonales
laissant globalement invariant le carré ABCD sont : s,
Sat S(ac) ©1 Sppy

2. Soit r le quart de tour direct de centre O. Démontrer
que les seules rotations laissant globalement invariant
le carré ABCD sont ; Id, r, i1 et 5.

3. On considére 1'ensemble (E) d'isométries :

(E) = {1d, T Sop S0 Sp Spacy EEBD}I'

Dresser le tableau des composées des éléments de (E) et

en déduire que (E) est un groupe de transformations du
plan.

&5 ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
On note A’, B" et C’ les poinls tels que :
A =1(B, Z-)(A). B' =r{(C, %){B} et C' =1"( A, %){C] .
Quelle est la nature du triangle AB'C’ 7 Justifier.

86 On considére trois droites paralléles (4), (47 et (A"),
Construire un iriangle ABC isoctle reclangle en A, tel
que:Ace (A),Be (A etCe (A")

47 (%6) et (¢’) sont deux cercles concentriques de
rayons respectifs 3 cm et 4 cm, A est un point de (%€).
1. Construire un triangle équilatéral ABC tel que le
point B appartienne a (€] et le point C & (€°).

2. Construire un triangle équilatéral ABC tel que les
points B et C appartiennent & (€').
(Dans chacun des cas, on précisera le nombre de solutions.)

A8 0On considere trois cercles concentriques (T),
(), ("), de centre O et de rayons 3 cm, 4 cm, 5 cm.
Construire un triangle équilatéral ABC tel que :
Ae(l),Be(MetCe ().

A9 ABC est un triangle équi-

latéral de sens direct, inscrit dans ([} o)
un cercle (T),

M est un point du petit arc BC, dis-

tinct de B et de C. 8

Démontrer que : MA = MB + MC. M ¢

(On pourra utiliser une rotation de
centre A).

50 1, et K sont trois points non alignés.
Construire un triangle ABC isocele rectangle en A et de
sens direct, tel que: A e (I]), Be (JK) et C e (KI).

(I conviendra de distinguer le cas oti le lriangle IJK est
rectangle en K, du cas ol il ne I'est pas.)

51 ABGestun triangle inscrit dans un cercle (I)

de centre O, H est son orthocentre, 1 est le milieu dy
segment [BC].
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1. On considére le point M du

plan tel que : )
— — A=
OM=0A +0B + DE} .

a) Démontrer que AM=20I;

en déduire que le point M appar-

tient  la hauteur issue de A.

b) Démontrer que les points M

et H sont confondus.

2, Soit P le symétrique du point

H par rapport 4 la droite (BC).

a) Déterminer 1'image du point P par 1a trap

définie par : f =t g3 0 53,
b) Déterminer la droite (a) telle que :
¢) En déduire que le point P est sur le cerclq 1y

Enoncer le théoréme ainsi démontré,

52 ABC est un tri-
angle de sens direct, ABED
et ACGF sont les carrés
conslruits extérieurement
4 ABC sur les colés [AB] et
[AC].

On désigne par H le proje-
té orthogonal de A sur
(BC), K le milieu de [DF], 1
le centre du carré ABED et
] le centre du carré ACGF.
1.0n considére les quarts de tour directs r et 1, ge
centres respectifs Let],

Démontrer que :ror' =11 o1 =g,

2. Déterminer I'image de la droite (AH) par sy. En déduirs
que les points K, A et H sont alignés.

3. Soit A’ I'image du point A par sy.

a) Démoentrer que : £(C) = A'.

En déduire que : (EC) L (A'B).

b) Démontrer de méme que : (BG) L (A'C).

4. Déduire des questions précédentes que les droites
(EC), (BG) et {AH) sont concourantes.

53 Soit ABCD un quadrilatére. On construit vers
I'extérieur du quadrilatére les triangles équilatéraux
ABM et CDP, vers I'intérieur on construit les triangles
équilatéraux BCN et ADQ.

Quelle est la nature du quadrilatére MNPQ ?
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= omothéties

Introduction

Une homoihétie est une transformation du plan qui agrandit ou
réduit les dimensions des figures planes.

La photo ci-dessous représente un panfographe de précision. Cet ins-
frument servait, avant I'invention des photocopieuses, & reproduire,
réduire ou agrandir des dessins, des cartes, des plans.

Un pantographe.

1. Les homothéties et leurs Utilisations ................coo.... 88

/ 2. Composition d’homothéties et d'isométries............. 96

Homothéties 87
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Les homotheéties etleurs Utiisationgy,

__1.1. Déterminations et propriétés

memmms Introduction

En classe de seconde, nous avons vu que toute homothétie est définie par un point, appelé copy, o

nombre réel non nul, appelé rapport. Lhomothétie de centre O et de rapport k (k  0), notée B 9 N
— .i:-l’ll ;

est l'application du plan dans lui-méme qui & tout point M associe le point M' tel que : OM' = . o
On a également démontré ou admis les propriétés suivantes : '
esi k=1,h est'application identique et tous les points sont invariants ;

e gi k=1, 0 estleseul point invariant ;

Bl
*s5i k=-1,h estlasymétrie de centre O ; \O
A

* toute homothétie g ) est une transformation et sa A
réciproque est 'homothétie (. 1); N
"k
* si A’ et B’ désignent les images respectives des points 8
=

Aepra:h,a]urs:A_’ﬁ'=kAB.

mmmmmm Déterminations d’une homothétie
1. Homothétie déterminée par son centre, un peint et son image

A, B et C sont trois points alignés, deux &
deux distincts.

Construire les images des points M et N par
'homothétie de centre A, transformant B en C.

2. Homothétie déterminée par deux points et leurs images

ABCD est un trapéze tel que : CD = 2 AB.

Déterminer le centre et le rapport de I'homothétie h
dans les deux cas suivants :

a) A et B onl pour images respectives Det Cparh ;

b) A et B ont pour images respectives C et D par h.

3. Homothétie déterminée par son rapport, un point et son image

” int B:
Construire, dans chaque cas, le centre de I'homothétie de rapport k qui transforme le point A €0 poit

ﬂ}k=-% - b}fc=%.

88 Homothéties
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pume==1 Propriété caractéristique d’une homothétie

Propriéte

Soit fune application du plan dans lui-méme, k un nombre réel différent de 0 et de 1

f est une homothétie de I‘appnrt k si et seulement si, pour tous points M et N d‘lmages respectives M'
etN,ona: M'N’ = k MN.

Démonstration M
» Si f est une homothétie de rapport k, on sait que, _pour 10u_Pumts N /\
M et N d'images respectives M’ et N' par f, on a : M'N’ = ke MN. 0 N

 Réciproquement, on suppose que pour lous pomts MetN
d'images respectives M' et N', ona: M’ N' = &k MN,
Soit AetB deux pomts distincts, A’ et B' leurs images respectives

par f;ona: AR = k AB,

On sait qu'il existe une homothétie h, de rapport k, telle que :

h{A) = A’ et h(B) =

Soit M un point du plan, M’ son image par f et M, son image par h.
M’ = f(M), donc : AM’ =k AN ;

M, = h(M), donc : AM, = k AM.

Les points M' et M, sont confondus et f = h.

Expression analytique d’'une homothétie

e i

Le plan est muni du repere (O, ?_?)
Soit k un nombre réel non nul et  le point de coordonnées (x, ; y,).
* On considére ’homothétie h de centre Q et de rapport k.
Soit M( ) un point du plan et M'(y ) son image par h.
Ona:M' =h (M) o QM =kOM
{x’ -x,=k(x—x,)

Y-yo=kl-y,)
X=lkx+(1-klx,

y=ky+(1-k)y,
* Soit f l'application du plan dans lui-méme, qui a lout point MG) associe le point M'(';') tel que :

Lexpression analytique de h est : {

{x W , oi1 p el g sont des nombres réels.
y=ky+gq
Si k=1, f estla translation de vecteur ut G;)

Si Ik # 1, considérons deux points A(y ) E(y ) et leurs images respectives A‘(J ) B'(‘;i) par f.
1 2

Ona:AB' = (e —x)) @ + (v, —y,]j
=k (e — ) T e (= y) T
=k .["IL_Blr
Cette égalité caractérise une homothétie de rapport k.
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x=kx+p
y=ky+aq

—
Y b~
a-l

d nx e: Unadﬂm:-“
= ? a i B 19]. qu = { H

Le plan est muni du repére (O, i,ﬂ.

it k un nombre réel non nul et f 'application du plan dans lui-méme, T Boint M(-;) ﬂiaﬂl:ie.-l
= . x'=kx+p ont des nombres réels, |
. é ci L i ,oupetgs
le point M’ Y tel g e kysg

—»
*Si k=1, estla translation de vecteur o ().
*Si k#1,f est une homothétie de rapport k.

|

|

|

1
Exemples

= 1
* Soit h I'homothétie de centre ﬂ( 23 et de rapport — -

; : o v I .
L'image par h d'un point M('!';) est le point M ( ) tel que : QM 5 (M.

Y
x'+3=--%-[x+3] {x'z——:‘z—x—-%-
Dn&:{yn__zz__lz_w_z} y,=-%y+3. |
* Soit  l'application dy plan dans lui-méme qui & tout point M(;) associe le point M'G ,) tel que ;
' =—2x+3
[ Y=~2y—s,

Fest une homothétie de Tapport - 2. Son centre est le point invariant Q, de Coordonnées (1 ; - .g_],
—1.2. Homothéties et configurations

BREE= Images de figures simples
h est 'homothétie de centre O et de rapport .
Soit A, B, I des points et A', B
Les propriétés Suivantes ont
* L'image d'une drojte (4) p
droite ("), parallgle a () et
* L'image de ]a demi-droite
[A'B"), de Support paralla)e
* L'image dy Segment [AB]
de support Paralléle ay g

"I leurs images Tespectives par h,

assant par A est |a
Passant par A’,

[AB) est 1a demi-droi(g
au support de [AR),

est le segment [A'py)
Upport de (AR,

* L'image dy cercle

(€) de centre I et de rayonr
est le cercle () g

centre I' et de rayon [k| r.
* Limage du cercle (4) de diamatre [AB] estle
cercle (¢') de diamdtre [A'B').

r
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Remarques

o Les hama!hétfe_s conservent 'alignement, le milieu, le parallélisme, I'orthogonalité et les angles orientés.
» Une homothétie de rapport I multiplie les distances par |k|.

* Une homothétie de rapport k multiplie les aires par k2.

nEmEE=

Conservation du barycentre
On sait que les homothéties conservent le milieu. La propriété suivante est une généralisation de ce résultat.
Propriéte

Soit h une homothétie, (A,a), (B,b), (C,c) des points pondérés, A', B', C’ les images respectives des |
points A, B, C par h, G un point et G’ son image par h.

G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (C,c) si et seulement si G' est le barycentre des '
points pondérés (A',a), (B',b) et (C',c). I

On dit que les homothéties conservent le barycentre.

Démonstration

Soit k le rapport de 'homothétie h.

G = bar {(A,a), (B,b), (C,0)] aGA+bGB+cGC=0

ka GA + kb_l?ﬁ+ kcg_é=_ﬁ’ (car k # 0)
aGA +bGB +¢GC' =0
G’ = bar ((A",a), (B,D), (C',)].

1

il lasoss:

Conservation du contact

Propriété

Soit h une homothétie, (%) une droite, A un point de (%), (€¢) un cercle tangent a (%) en A, (%'), A’ et
(") les images respectives de (%), A et () par h.

La droite (2’) est tangente au cercle (€’) en A’
On dit que les homothéties conservent le contact entre un cercle et une droite.

Démonstration

(D)
Le point A appartient au cercle (‘6) et & la droite (@), le

point A' appartient donc au cercle (€’) et a la droite (2').

Si O et O' sont les centres respectifs des cercles (€) et
(€"), h{0) = 0.

NN
De plus, comme (OA) L (%) et les homothéties conser- €)
(

vent I'orthogonalité, on a : (O'A’) L ().
La droite (%') est donc tangente au cercle (¢') en A'.

dargue 2

On déduit immédialement de celte propriété que deux A
cercles tangents ont pour images deux cercles langents.
On dil que les homothéties conservent le contact entre
deux cercles.

Plus généralement, on admettra que les homothéties
conservent le contact.
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homothéties

he de lieux géomeétriques

__1.3. Utilisations des

mumemmn Homothéties et recherc

d oints distincts, M est un point tel que le triangle ABM soit rectangle en ), o
1. A et B sont deux p gl A,

désigne par G le centre de gravit = ue M varie.
Déterminer et construire le lieu géométrique de G lorsq

Solution

Soit I le milieu de [AB].

Ona: IG= -%—l]_\-'i donc G est I'image de M p
h de centre I et de rapport a:la—

Le point M décrit le cercle () de diamétre [AB], privé des
points A et B.

Limage de (€) par h est le cercle (') de centre L et de rajlvon
% IA. Dong, le lieu de G est le cercle (€'), privé des points
A' et B' tels que : A’ = h(A) et B’ =h(B).

ar 'homothétie

2. () est un cercle de centre O, A estun point extérieur & (€).
On désigne par B et D les points d’intersection de (€) avec la

droite (AQ) (B  [AO]). N M
Soit M un point de (%), distinct de B et D, et N le pied de
la bissectrice issue de O dans le triangle AOM.
D

1°) Quel est le lieu géométrique de N lorsque M décrit (€) A B )
privédeBetD?
2°) Construire ce liew. 3)

Solution guidée

1°) « Démontrer que les droites (ON) et (DM) sont paralléles.
Soit h 'homothétie de centre A qui transforme D en O,

* Démontrer que : h(M) = N.

s Conclure.

2°) » Choisir un point M et construire le point N corres-
pondant.

* En déduire une construction du point O', image de O par h.
¢ Construire le lieu de N.

memmmm Homothéfies et problémes de construction

1. (€) est un cercle de centre 0, A est un
Construire une droite passant
segment [AB].

Discuter, suivant la position de A par rapport a (%)

point extérieur 3 (€).
par A et coupant (€) en deux points B et C tels que C soit le milien du

le nombre de solutions.
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Solution
Analyse
—» —
Ona:AB=2AC; donc B est I'image de C par I'homothétie h de centre A et de
Le point G appartient & (€), donc B appartient a I'image (€) de (@) par h ey
Le point B appartient également a (4) ; il appartient donc & l'interseclion. de (6) et (4"

Synthése
On construit le cercle (€’), image de (@) par h.

Soil B un point commun & (€) et (6", C le deuxidme
point d’intersection de la droite (AB) avec (¢).

Ona: Aﬁ: 2!’1_6 ; donc C est le milieu de [AB].

Discussion

Il y a autant de solutions que de points communs & (6) et (€’).

On pose : d = AD = 00’ ;

* si r<d < 3r, les cercles (€) et (') sont sécants et il y a deux solutions ;

*si d=r ou d=3r, les cercles (6) el (6’) sont tangents et il y a une solution ;

*si d<r ou d>3r, les cercles (€) et (¢’) n'ont pas de point commun et il n'y a pas de solution.

r<d<3r d=r

2, Sur la figure ci-contre, [0X) et [0Y) sont deux demi-droites
distinctes, A est un point situé dans la partie coloriée du plan,
limitée par ces demi-droites.

Construire un cercle passant par A et tangent a [0X) et [0Y).
Discuter, suivant la position du point A, le nombre de solutions.

Solution

Analyse

Le cercle (%) est tangent aux demi-droites [OX) et [OY) ;.son
centre T appartient donc & la bissectrice [OZ) de I'angle XOY.
Soit Q un point de cette bissectrice et () le cercle de centre Q,
tangent aux deux demi-droites.

1l existe une homothétie h de centre O, transformant (T') en ().
A a pour antécédent par h I'un des points d'intersection, M ou
N, de la demi-droite [0A) avec le cercle (I).
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Synthése =

* Construire la bissectrice [0Z) de I'angle XOY. _

* Choisir arbitrairement un point  (Q # O) de cette bissectrice.
» Construire le cercle () de centre Q, tangent aux demi-droites
[OX) et [OY).

« Tracer la demi-droite [OA) ; soit M et N les points d'inter-
section de [0A) avec le cercle (T).

Les droites parallzles & (QM) et (QN), passant par A, coupent
(OZ) en deux points I et I'.

y fi
Les cercles (€) et (€), passant par A et de centres respectifs [ gure 1
et I', sont les deux cercles solutions du probleme.

Discussion )
Il y a autant de solutions que de points d'intersection de (I') avec la demi-droite [OA).
* Si A n'appartient & aucune des demi-droites [0X) et [0Y), il y a deux solutions (figure 1),

En particulier si A appartient & la bissectrice [OZ), les points 1 et I' seront construits en prenant un pip
intermédiaire, par exemple le point de contact 8 de (I') avec [OX) ; les droites (AT) et (AT") sont parallales
respectivement & (MS) et (NS) (figure 2).

* Si A appartient & 1'une des demi-droites [OX) ou [OY), il y a une seule solution (figure 3).

A X
M
@ z
()
(‘€)
Y
figure 3
pommmm Homothéties et démonstrations de propriétés
1. Soit ABCD et AEFG deux parallélogrammes tels que les C
points A, B et E sont alignés, les points A, D et G sont alignés, e
les droites (BD) et (EG) sont paralléles.
Démontrer que les points A, C et F sont alignés. G e
B
Solution i ES

Soit h I'homothétie de centre A, qui transforme B en E.

Les droites (EG) et (BD) sont parallgles, donc : h(D) = G.

Les droites (EF) et (BC) sont paralleles, donc I'image de C par h appartient a la droite (EF).
Les droites (GF) et (DC) sont paralléles, donc I'image de C par h appartient & la droite (GF).
Donc, h(C) = F et les points A, C, F sont alignés,
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droites (AD) et (BC), O le point g’
[AC} et (BD).
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pémontrer que les points O, T, 0" et J sont aligngs,

Solution
Considérons Ihomothétie h de centre O qui transforme A n D

Limage par h de la droite (AB) est la droite
passant par D, c'est-a-dire (DC).

Limage de B par h appartient donc 2 la drojte (DC
par conséquent : h(B) = C.

Toute homothétie conserve les milieux, dong - h(l) =
Ainsi, les points O, 1, | sont alignés,

Considérons maintenant l'homothétie b’ dg centre Q'

On démontre de méme que : h'(B) =) et b =7,

Par conséquent, les points O, 1, ] d'une partet O, 1, ] d'autre
Les points O, ], O’ et ] sont donc alignés,

e'l [CD). Soit | Je miliey
.uml d'intemet:lion des
Intersection des droites

paralléle & (AB)

) elle appartient aussi, par construction, 4 la droite (OB).

qui transforme A en C.

part, sont alignés.

WE xercices A

l.a

1.b

1d

ABC est un triangle, A', B’ et C' sont les milieux
respectifs des c6tés [BC], [AC] et [AB] .

1. Déterminer le centre et le rapport de I'ho-
mothétie qui transforme respectivement A, B
etCen A", B et C',

2. En déduire que les triangles ABC et A'B'C'
ont méme centre de gravité.

On donne quatre pointsil’_eux 4 deux distincts
A A, BetB tels que: AB' = 3AB.

1. Déterminer le rapport de I"homothétie h qui
transforme A en A' et B en B'. Construire son
centre dans les deux cas suivanls :

a) les droites (AB) et (A'B') sont distinctes |

b) les droites (AB) et (A'B') sont confondues.
2. Mémes questions pour 'homothétie h' telle
que : h'(A) =B' et h'(B) = A"

P et Q sont deux points, G est le barycentro des
points (P, — 3) et (Q, 1). Soit { I'application E]'u
plan dans lui-méme, l'[l.ti & tout. puinﬁd associe
le point M' tel que : PM' = PQ + 3PM.
Démontrer que [ est une homothétie dont on
déterminera les éléments caractéristiques.

(@) et (‘¢') sont deux cercles de centres respec-
tifs O et O, de rayons respectifs r et 2r.

1. Quels sont les rapports des homothéties qui
transforment ('¢) en (') 7

1.f

2. Soit (2 et Q' les centres de ces homothéties.
a) Exprimer OQ et OQ' en fonction de OO’

b) En déduire une construction de 0 et Q' dans
chacun des cas suivants :

GO'=%r 100'=r ;00'=2r ; 00 = 3r.

Le plan est muni du repére (O, I, ]). Soit h I'ho-
mothétie de centre ﬂ(‘lz) et de rappart — 3

_2'_-
1. Déterminer l'expression analytique de h

dans le repére (0, 1. ]).
2. En déduire les coordonnées du point A dont
I'image par h est le point A'(_;).

Soit un cercle () de diamétre (AB] et I le point
tel que : TA= -lz—gﬁ A tout point M de (%), on
associe le point P, tel que [MP] soit un diamétre
de (€), et le point d'intersection Q des droites
(IM]) el (AP),

1. Démonirer que les droites (BM) et (PQ) sont
paralléles.

2. En déduire le lieu (I') de Q lorsque M décrit
(¢) privé de A et B. Construire (T).

ABCD et ﬁFG sont deux carrés de sens direct
tels que : AE =--§— AB. Démontrer que les droites
(AC), (BG]) et (DE) sont concourantes.
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e =

et dlisomeétr
__2.1.. Homothéties et translations

semmmm Composée de deux homothéties de méme centre

e e
1 i =
I ! ol o .
afl e ST, e B e - i s

Propriéte
Soit h et h’ deux homothéties de centre O et de rapports respectifs k et K’

h’ o h est 'homothétie de centre O et de rapport k’k.

Démonstration

Soit M un point du plan, M, son image par h et M’ I'image de M, par b'.
Ona:OM =k'OM, o  OM=kOM

Donc : OM’ = k'k OM.

Cas particuliers

e Si 'k = 1, alors h'o h est I'application identique.
eSi k'le=-1, alors h"o h estla symétrie de centre 0.

Remaraue

Pour tout couple (k, k’] de nombres réels, on a : k'k = kk' ; donc : ho h'=h'o h.
On dit que, pour tout point O, Ia composition des homothéties de centre O est commutative.

pmmmsm Composée de deux homothéties de centres distincts

Soit hig, y et Mo, k) deux homothéties de centres distincts O et O'.
« si k'k#1,alors h' o h est une homothétie de rapport K’k ;
« si k'k=1,alors h’ o h estune translation.

Démonstration

Soit M et N deux points distinets.

On pose : h(M) = M,, h(N) =N;, h'(M;] =M', W'(N,) = N".

D'aprés lirpmpriété iaractérisﬁqua des homothéties, on a : M'N'’ = k’ MTNI i MTN1 = k MN.
Donc : M'N' = k'l MN.

D'aprés les propriétés caractéristiques des homothéties et des translations, on a :

e si k'kc#1,alors h'oh estune homothétie de rapport k'k ; .

e si k'k=1,alors h’oh est une translation, '
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Remargue

La droite (OO’) est globalement invariante par les homothéties h et b’ ; elle est donc globalement inva-
riante par la transformation h' o h. Ainsi :

esi h'oh est une homothétie de centre Q, alors Q appartient a la droite (0O0') ;

*si h’o h est une translation de vecteur 1w, alors @ est colinéaire au vecteur 00",

j?eg iremarque ne suffit pas pour déterminer Je centre de I'homothétie (ou le vecteur de la translation)

Construction du centre Q de I'homothétie h' o h (k'k = 1)

¢ Choisir un point M n'appartenant pas a la droite (0Q') et construire le point M,
image de M par h, le point M’ image de M, par h’.

* M’ est I'image de M par I'homothétie h' o h, donc le centre Q de cette homothétie
appartient 4 (MM").

De plus, Q € (OO"). Donc, Q est le point d'intersection des droites (00') et (MM’).

; —
Construction du vecteur u de la translation h' o h (f'ke = 1)
Pour déterminer le vecteur u de la translation h' o h, il suffit de construire I'image
M' d'un point M parh’ o h; on a : w = MM,

E emargue

Généralement, la composition de deux homothéties de centres distincts n'est pas commutative.

Exemple

ABC est un triangle équilatéral, G son centre de gravité, A’, B' et C' les milieux respectifs des cotés [BC],
[CA] et [AB].

Soit h I'homothétie de centre A et de rapport %, h’ ’homothétie de centre B et de rapport %

Etudions les transformations h’oh et hoh'. A

«h'oh et hoh' sontdes homothéties de rapport 3-
et dont les centres appartiennent a la droite (AB).

» Pour déterminer le centre de h' o h, déterminons
'image de A' par h'o h.

h(A’) = G et h'(G) = G', tel que G’ est milieu de [BG] ; C B'
les droites (AB) et (A'G’) sont sécantes en I, milieu de
[BC'] et centre de h' o h. I £
¢ Pour déterminer le centre de h o h’, déterminons .
l'image de C par hoh'. G
B A C

h'(C) = A’ et h(A’) =G ; les droites (AB) et (CG) sont

sécantes en C', centre de h o h'.
e Les homothéties h' o h et h o h' ont méme rapporl el des centres distincts, donc : h*oh=h o h'.

mmmmmm Composée d’une homothétie et d’une translation

Propriete
Soil h une homothétie de rapport k différent de 1 et t une translation.
hot et to hsont des homothéties de rapport k.
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Démonstration
Pour démontrer que les transformations hot et toh sont des homothéties de rapport , ;) suffig g
qu'elles en vérifient la propriété caractéristique. d
Soit M et N deux points distincts, M, et N, leurs images respectives par t, M' et N' les Images pq
de M, et N, par h. SPEnﬁ.-.,aé
Ona:MN, = h—ﬂh\f car t est une translation ;
i —
M'N’ = k M;N, , car h est une homothétie de rapport k.

Donc : M'N' = k IV‘IEI et hot estune homothétie de rapport k.
On démontre de méme que toh est une homothétie de rapport k.

Remarque

La droite (%) passant par le centre de I'homothétie h et dirigée par le vecteur de la translation t(sic
teur n'est pas nul), est globalement invariante par les transformations h et t. Par conséquent, Jog .:-: I;ec-
des homothéties hot et toh appartiennent d (). .
Cette remarque ne suffit pas pour déterminer les centres des homothéties ho tet to h.

Stablj

Construction du centre de 'homothétie t o h

* Choisir un point M n'appartenant pas a la droite (%)
et construire le point M, image de M par h, le point M’
image de M, par t.

* M’ est I'image de M par 'homothétie t o h, donc le
centre Q de cette homothétie appartient & (MM').

De plus : Q € (@). Dong, Q est le point d'intersection
des droites (%) et (MM').

La construction du centre de 'homothétie h ot est analogue a la construction précédente.

2.9, Homothéties et isométries

La composée d'une homothétie et d'une translation est une homothétie.
Nous allons étudier, & partir d'exemples, la composée d'une homothétie et d'une isométrie connue ; rotation
ou symétrie orthogonale.

memmmm Exemples de composées d’homothéties et d'isométries

1. Composées d'une homothétie et d'une rotation
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, I le milieu de [BC], H le projeté orthogonal de I sur (AB)
ot G le centre de gravité de ABC.

« Soit r la rotation de centre H et d'angle _1'2!:__ h I'homothétie A
de centre H et de rapport /3.

Les triangles IHB et AHI sont semblables, de méme sens et
Al =1B/3.

On vérifie que l'image de IHB par la transformation h o r est
AHIL

L'image de IHB par la transformation r o h est également ) @
AHI, C

* Soit r' 1a rotation de centre I et d'angle — 1;_ h* I'homo-
thétie de centre G et de rapport — 2.

Les triangles IHB et AIC sont semblables, de méme sens et AC = 2 IB.
L'image de IHB par la transformation h' o1’ est AIC,

§
: sont de
hor, roh, h'or' sonldes composées d'une homothétie et d’un déplacement ; on dit qU¢ &

similitudes direcles.
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2. Composée d'une homothétie et d'une symétrie orthogonale

On reprend la figure précédente. Soit K le milieu de [AC].

Soit h” I'homothétie de centre B et de rapport 2, s la symétrie orthogonale par rapport a (AI).
Les triangles IHB et BKC sont semblables, de sens contraires et BC = 2 1B.

On vérifie que I'image de IHB par la transformation s o h” est BKC.

soh” estla composée d'une homothétie et d'un antidéplacement ; on dit que c’est une similitude indirecte.

pmmm== Similitudes
Nous allons procéder ici 4 une premiére étude de la composée d'une homothétie et d'une isométrie.
Une étude plus approfondie de ces transformations sera faite en classe de terminale.

Définitions
» On appelle similitude toute transformation composée d'une homothétie et d'une isométrie.

+ Si I'isométrie est un déplacement, on dit que la similitude est directe.
+ Si 'isométrie est un antidéplacement, on dit que la similitude est indirecte.

‘ as particuliers

Lapplication identique est @ la fois une homothélie et une isométrie. On en déduit que :
* Jes déplacements et les homothéties sont des simililudes directes ;
« Jes antidéplacements sont des similitudes indirectes.

Soit h une homothétie de rapport k et i une isométrie.
Les similitudes h oi et ioh multiplient les distances par |k|.

|| est appelé rapport des similitudes hoi et ioh.

Démonstration
Les isométries conservent les distances et les homothéties de rapport k les multiplient par |k|.

Donc, une similitude, composée de ces deux transformations, multiplie les distances par |kl

« Les similitudes directes conservent les angles orientés.

« Les similitudes indirectes transforment tout angle orienté en son opposeé.

En effet, les homothéties et les déplacements conservent les angles orientés, et les antidéplacements
transforment les angles orientés en leurs opposés.

Soit s une similitude directe, composée d’une homothétie et d’'une rotation d'angle c.
—_— — e
n) = o

Pour tous points M et N distincts, d'images respectives M’ et N', on a : (MN,M'N

a est appelé angle de la similitude directe s.
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Démonstration

Soit h une homothétie et r une rotation d’angle a.

Nous allons faire la démonstration de la propriété dans le cas ol s = hor
On pose : 1(M) = M,, r(N) =N,, h(M,) =M, h(N,)=N"

Ona:(MN,M,N,)=a et (M,N, MN)=0.

Donc : (MN, MN') =(MN, M,N,) + (M;N,, MN') = @.
La propriété se démontre de fagon analogue dans le cas ol s =r0 h.

Remaraue
elles vérifient les proprigteg com

Les similitudes étant des composées d'homothéties et d'isométries,
munes a ces deux transformations :
* les similitudes conservent I'alignement ;

* les similitudes conservent le milieu ;
* les similitudes conservent le parallélisme et I'orthogonalité ;

e les similitudes conservent le contact.

memmmm Triangles semblables
En classe de troisigme, nous avons appris a reconnaitre deux triangles semblables.
Nous allons maintenant en donner une définition, a I'aide des similitudes.

Définition _ -
On dit que deux triangles ABC et A'B'C' sont semblables s'il existe une similitude s telle que les f

/|

points A, B et C ont respectivement pour images A’, B' et C’ par s.

Les propriétés des similitudes vont nous permettre de déterminer deux conditions suffisantes pour que
deux triangles soient semblables. Ces conditions sont appelées critéres de similitude.

Propriété 1
Si deux triangles ont leurs cotés deux a deux proportionnels, alors ils sont semblables. [

Démonstration
ABC et A'B’C’ sont deux triangles tels que : ?':f = %'g—' - %P—'-

On pose : k = %BE Soit h une homothétie de rapport k,

A, B, et C, les images respectives de A, B et C par h.
C C
Ona:A,B, =kAB et AB' =kAB, j

Donc : A,B, = AB". g

On démontre de méme que : A,C, = A'C' et B,C, = B'C., fa
Donc, les triangles A,B,C, et A'B'C' sont isométriques ; il existe A i
une isométrie i qui transforme A,B,C, en A'B'C’. ¥ N By
A B
Ai

A'B'C’ est 'image de ABC par la similitude io h.
Donc, ABC et A'B'C’ sont semblables,
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Si deux triangles ont leurs angles deux 4 deux de méme mesure, alors ils sont semblables.

Démonstration

ABC et AB'C’ sont deux tnangles tels que : mes A=mes A, mes B=mes B et mes C=mes C.
On a dong : sin A=sin A, sin B=sin D' et sin C=sin C.

11 b C
5ﬂ.lt e — o= = —=< =——= = = _ i
OneaitQues o o =B amG o0 =BG b=CA, c=AB;

a' = b' - c' T s e -
sin A’ sin B’ sin C’ 10U a —BC, b '_—CA. ¢ =AB"
b

I = e _C_
On en déduit que : a' B =
Dong, d'aprés la propriété 1, ABC et A’'B'C’ sont semblables.

-.2.3, Travaux dirigés

L'objet de ce travail dirigé est de démontrer le théoréme de Ménélaiis.

Trois points M, N, P, appartenant respectivement aux cétés (AB), (BC), (AC) d’un triangle ABC et distincts
des sommets de ce triangle, sont alignés si et seulement si : MB , NC , PA _4

MA NB PC

EE@EEEN M, N, P sont trois points appartenant respectivement aux cétés (AB), (BC), (AC) d'un triangle
ABC, distincts des points A, B, C.

Soit h 'homothétie de centre M et de rapport k tel que : k = %
Soit h’ I’homothétie de centre N et de rapport k' tel que : k' = f;:?

1°) Déterminer I'image de A par la transformation h’ o h.

2°) On suppose que les points M, N et P sont alignés.

a) Démontrer que h’ o h est une homothétie et calculer son rapport.

b) Démontrer que P est le centre de I'homothétie h' o h et en déduire que :

MB NG, PA _q

MA  NB & PC N —
< MB NC PA
3°] R t, osSEquUe ! — X — X —=
) Réciproquement, on suppose g 2 = e

Démontrer que les points M, N et P sont alignés.

Solution guidée

1°) Vérifier que : h' o h(A) =

2°) a) » Calculer k'k.

* Démontrer que : si k'k= 1, alors (MN] et (AC) sont paralléles.

* Conclure.

b) * Justifier que le centre de 'homothétie h’ o h appartient aux
droites (MN) et (AC) et est donc le point P.

* Vérifier que : ki-PC -
. e

en déduire que : MB NG PA _4
MA NB

3°) » Démontrer que : k'k =
* En déduire que h' o h est 'homothétie de centre P et de rapport k'k.
* Démontrer que P appartient & la droite (MN).

* Conclure.
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ABC est un triangle.

Soit h et Ii' les homothéties de centres rle.'SpEG-
tifs B et C, de rapports respectifs 2 et — 3
1. Démontrer que h' o h est une homothétie et

préciser son rapport. )
2. Construire I'image de A par h’ 0 h el en déduire
une détermination du centre de cette homothétie.

ABC est un triangle.

Soit h et h' les homothéties de centres respectifs
B et C, de rapports respectifs -2- et -g—

1. Démontrer que I’ o h est une translation.

2. Construire Iimage de A par h' o h et en

déduire une détermination du vecteur de cetle
translation,

e
Exprimer ce vecteur en fonction de BC.

ABC est un triangle.

Soit h 'homothétie de centre B et ';E'» 18
el t la translation de vecteur 2 BC.

1. Justifierque toh est une homothétie et pré-
ciser son rappot,

pport +-

2. Construire I'image de A par toh et en déduire
une détermination du centre de cetie homothétie,

Soit h I'homothétie de centre O et de Tapport - 2,
b’ I'homothétie de centre O ot de rapport %
1. Démontrer que h' o h estla symétrie de
—ir 1 —-h-l
cenlre I tel que: OI = 4 00"
2. Déterminer la transformation h o ',

102 Homothéties

2.e

2t

O et O sont deux points distip g dy
un nombre réel non nyj g différeny g, .
Soit h 'homothétie de centre :
b’ 'homothétie de centre (' g de Teppony 1
1. Démontrer "-ILE..hI Obhestla translai a
vecteur L2 = : 00 -
2. Déterminer la nature et les élé

Mentg Carapss
ristiques de la transformatiog hoh' dcté.

et dﬂ ]-a-ppurl

Le plan est muni du repare orthonormg 0.1
Soil h et h' les homothéties dony 1 Bxp;es:
sions analytiques sont Tespectivement ,
{x=—2-"~' & {x'=—g-: -4
y=-2y y= —g— y.

1. Démontrer que les transformations h'ohg
h o h' sont des homothéties st détermine; leurs
expressions analytiques dans le repére (0, 1, ))

2. Déterminer les coordonnées des

centres dg
ces homothéties.

Le plan est muni du repére orthonorme (0, 1]).

Soit h I'homothétie de centre ﬂ(_a et de rap-

port - 3, t la translation de vecteur 5 G) etgla
symétrie orthogonale d'axe (OI).

1. Déterminer les expressions analytiques des
homothéties toh et hot,

2. Déterminer les expressions analytiques des
similitudes coh et hoao.
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“Exercices’

APPRENTISSAGE

Licux géométriques

1 ABCD estun quadrilatére et O un point du plan.
A tout point P de ABCD on associe le point Q, milieu
de (OP].
Déterminer le lieu péométrique des points () lorsque P
décrit ABCD.

2 Soit (€) un cercle et A, B deux points distincts de (6).
Déterminer le lieu géométrigue du centre de gravité G
du triangle ABM, lorsque M décrit le cercle (€) privé
des points A el B.

3 Soit ABCD un carré, M un point de [AC], Pet Q
les projetés orthogonaux respectifs de M sur les cotés
[AB] et [BC].

Déterminer le lieu géométrique du point I, milieu de
[PQ], lorsque M décrit [AC].

B ABC est un triangle et M un point de [BC]. Soit
G et G’ les centres de gravité respectifs des triangles
ABM et ACM.
1. Déterminer les lieux géométriques respectifs (I) et
('), des point G et G’ lorsque M décrit le segment [BC].
2. Préciser la position du point commun a (T) et (T).

5 On considére un cercle (€), de centre O et de
rayon r, et un point A distinct de O.
Soit M un point du cercle (€] et G le centre de gravité
du triangle AOM.
Déterminer le lieu géométrique du point G lorsque M
décrit le cercle (€).

Problémes de construction

6 Soit deux cercles (€), (6') de centres respectifs
0, 0' (O # O') et de rayons respectifs r, r' (r>r').
1. Démontrer qu'il existe deux homolhéties h et i
transformant (€) en (%) et déterminer les rapports res-
pectifs de h et h',
2. Construire les centres de ces homothéties dans cha-
cun des cas snivants ;
a) (€) et (€') sont extérieurs l'un a l'autre ;
b) () et (¢’) sont tangents extérieurement ;
) (€) el ("6') sont sécants ;
d) (€) el (') sont tangents intérieurement ;
e) (‘€") est intérieur & (6).

T Soit (€) et (4') deux cercles de centres et de

rayons distincts, A un point du plan,
Construire le point A, image de A par une homothétie
transformant (€) en (6’).

“

8 Soit (4) et (A") deux droites sécantes en un point
I, A un point n‘appartenant a aucune de ces droites.
Construire deux points M et N appartenant respective-

ment & (4) et (A7), tols que : AM + 2 AN = 0.

9 Soit (€) el (€') deux cercles sécants, A un de
leurs points d'intersection,
Construire une droite (A) passant par A, coupant les
cercles (€] et (€') respectivement aux points M et N
g

tels gue : AM =-2 AN,

10{;3,]. (A,) et (A,) sont trois droites sécantes
deux i deux. Construire un carré ABCD tel que :
Ae(4)Be(s)Ce (4;) et De (A,).

11 Soit (€) un demi-cercle de centre O et de dia-
métre [AB]. Conslruire un carré PQRS tel que :
Pe [AB], Qe [AB],R e (€) et Se (€).

12 Soit () et (") deux droites strictement paral-
lales, A un point situé entre les droites (4) et (&').
Construire un triangle AMM' rectangle et isocéle en M,
de sens direct, tel que les points M et M’ soient situés
respectivement sur (A) et [A).

[Démonstrations de propriétés

13 Soit (€) et (€’) deux cercles de rayons dis-
tincts, [AB] un diamétre de [‘€).
On désigne par h et h' les homothéties qui transforment
() en [€).
Démontrer que : h(A) = h’(B) et h’(A) = h(B].

18 ABC et A'B'C' sont deux triangles non isomé-
triques tels que :
(AB) // (A'B'), (BC)// (B'C) et (AC)// (AT
1. Démontrer qu'il existe une homethétie qui transfor-
me ABC en A'B'C".
2. En déduire que les droites (AA'), (BB') et (CC’) sont
concouranles.

15 ABC est un triangle, 1, ] et K sont les milieux
respectifs des cotés [BC], [CA] et [AB],
Soit P le point d'intersection de la droite parallile a (BJ)
passant par K el de la droite paralldle & (CK) passant par J.
Démontrer que les points A, P et | sont alignés,

16 ABCD est un quadrilatére convexe, Soit E un

Forie : AE _ AF
point de [AB] et F un point de [AD] tels que : 555 =

La droite (A), paralléle & (BC) passant par E, et la droite
(A"), paralléle & (CD) passant par F, se coupent en un

point Q.
Démontrer que les points A, O et C sont alignés.

17 On considére les cercles (€), de centre O et de
rayon r, et (€'), de centre O' et de rayon r', tangents en
un point T. Soit I un point intérieur au cercle (6).
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A tout point M de (€) on assacie les points : _

. N, segnnd point d'intersection de (IM) el d':}{(%!@'.] A

« M', second point d'intersection de (TM) el de e .

« N', second point d'intersection de [m] ‘;’-l de (). e
Démontrer que, lorsque le point M décnt (€), toutes

droites (M'N’) passent par un poinl fixe.

18 Soit [AB] et [A'B'] deux segments tels que :

(AB) // (AB) et AB=AB". s .
On construit des carrés ABCD et AB'C'D tels que :
—

(AB, AC) = (AB', AC). ' ,
Démontrer que les droites (AA'), (BB), [CC') et (DD')
sont concourantes.

19 Soit ABCD un parallglogramme de centre O et
E un poinl de la diagonale [BDJ, distinct de O.
La droite passant par E et parallle 2 (AD) coupe (AB)
en F et (CD) en G. La droite passant par E et paralléle d
(AB) coupe (AD) en H et (BC) en L.
Démontrer que les droites (FH), (BD) et (IG) sont
concouranles.

Similitudes

20 Soit O un point du plan et ¥ un vecteur.
On désigne par h I'homathétie de gentre O et de rapport
2, par1 la translation de vecteur u.
1. a} Soit M" I'image d"un poinl M par la u-aﬂsfnrmatinn
ho t. Exprimer OM’ en fonction de OM et w. —
b} Soit © le cenire de I'homothétie h o t. Exprimer O
en fonction de u,
2. Mémes questions pour la transformation t o h.

21 On considere deux triangles équilatéraux
DAP et OBQ de sens direct et tels que B est le projeté
orthogonal de O sur [AP).

Déterminer une similitude s telle que les points O, A et
F ont pour images respectives par s les points O, B et Q.

22 OAB est un triangle isoctle en 0. Soit h I'ho-
mothétie de centre O et de rapport k, r la rotation de
centre O et d'angle o.

On désigne par D et E les images respectives de A et B
par la transformation h o r, C le point tel que ABCD soit
un parallélogramme .

Quelle est la nature du triangle BCE 7

23 Le plan est muni du repre orthonormé (0, 1, 1.
Soit h I'homothétie de centre O et de rapport -2,
s, la symétrie de centre A(-TS).
1. Ecrire les expressions analytiques de h el S5 puis
celle de la transformation s, o h.

2. Déterminer la nature et las éléments caractéristiques
de la transformation s, o h.

APPROFONDISSEMENT

24 1o plm'-: est muni du re%:.ére orthonormé (0, L, J),
h est I'homothélie de centre ﬂ(_z) et de rapport ..%.. (€)
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3
est Je cercle de centre A(z) et de rayon 2,

Déterminer une équation du cercle (€’), i

a
(¢) par 'homothétie h. ge du cerel,

25 La figure ci-dessous représente ung 4.«
papier sur Jaquelle on a tracé deux drojtes (%)E:tl}l: b
coupant en un point O extérieur A la fevillg, 4 t] s
point de la feuille de papier. St un

(%)

A

(4)

Tracer, sans sorlir de la feuille, la portion de la drojt,
(OA) incluse dans la feuille.

26 Soit (4) une droite, (¢) un cercle, A un poiny
de (46).
Construire un cercle (I') tangent & () en A et tangent 4 (4),

27 Soit (€) un cercle, (A) une droite et I un point
de (A).
Construire un cercle tangent au cercle (€) et tangent 4
la droite (A) en I.
Discuter le nombre de solutions suivanl les positions
relatives de (€), (4) et L.

28 ABC est un triangle.
Construire un point P de [AB] et un point Q de [AC] tels
que : BP =PQ =QC.
(On pourra utiliser une homothétie de centre B ou C)

29 Soit () un cercle de centre O et A un point
distinct de O.
A tout point M de (€) on associe les points P et Q
milieux respectifs de [AM] et [OP].
1. Déterminer les lieux (I') et (") des points P et Q
lorsque M décrit le cercle (€).
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation qui 3 (%) associe (I™).

30 ABCestun triangle. Soit A", B et C' les milieux
respectifs des cétés [BC|, [CA] et [AB], G le centre de
gravité de ABC. On désigne par H I'orthocentre de
et par O la centre du cercle circonscrit 4 ce triangle:
1. Trouver une homothétie qui transforme les droites
(OA), (OB') et (OC) respectivement en (AH), (BH) et (CH)
2. En déduire que les points O, G et H appartiennent
une méme droite (4),

() est appelée la droite d'Euler du triangle ABC.

31 ABCest un triangle, A", B’ et C' sont les m-lhemu
respectifs des cotés [BC], [CA] et [AB], P estun poist
plan distinet des points A, B et C. le &
On trace les droites (A;) passant par A et p aﬂl]:saﬂt
(AP), (4,) passant par B' et parallzle & (BP). (8] P?
par C' et parallale a (CP).

Démontrer que les droites (A,), (a,) et (A,) son
rantes.

{ concow”
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32 Le quadrilatére complet
Sur la figure ci-dessous A, B, C, D, E et F sont les sommets
d'un quadrilatére complet.

(On appelle quadrilatére complet la figure composée de
quatre droites sécantes deux & deux et de Jeurs <k
points d'intersection.)

£

F

Soit 1, ] et K les milieux respectifs des diagonales [AF],
[BD] et [EC] de ce quadrilatire complet.

On se propose de démontrer que I, ] el K sont alignés.
On désigne par h et h' les homothéties de centre A et
telles que : h(B)=C et h'(D)=E,

1. Soit I' et J' les points lels que EFCI' et BFD]J' sont des
parallélogrammes.

a) Déterminer I'image de la droite (B]') par h' o h, puis
I'image de la droite (DJ)') par hoh".

b) En déduire que A, I' et ]' sont alignés,

2. Démontrer que [, ] et K sont les images respectives de
A, 1" et ]' par une homothétie que 1'on précisera.
Conclure.

33 Soil A, T et B trois points distincts alignés dans
cet ordre, (€] et (‘€¢’) les cercles de diameétres respectifs
[Al] et {IB], (A) une tangente commune extérieure a () et
(), M et N les points de contact respectifs de (A) avec (%)
et (€'), P le point d'intersection des droites (AM) et (BN).
1. Déterminer, suivant la position du point I sur le seg-
ment [AB], la transformation fqui au cercle () associe le
cercle (‘€') et laisse la droite (A) globalement invariante.
2. En utilisant la transformation f précédente, détermi-
ner la nature du quadrilatére PMIN,

3. Soit Q I'image de P par f et R I'antécédent de P par .
Démontrer que les droites (RA) et (QB) sont tangentes
respectivement a (€] et [6').

34 ABC est un triangle rectangle en A. Soit H le
pied de la hauteur issue de A, T et ] les projetés ortho-
gonaux de H respectivement sur (AB) et (AC).

On pose: AC=5b et AB=c

1. Démontrer que les triangles ABC et AJI sont sem-
blables et calculer, en fonction de b et ¢, le rapport de
similitude 5.

2. Déterminer une homothétie h de cenlre A el une
symétrie orthogonale s, dont I'axe passe par A, telles que
l'image du triangle ABC par s o h soit le triangle AJL.

35 Sur la figure ci-dessous, les cercles (€) et (€')
ont pour centres respectifs O el O°, pour rayons respec-
tils retr (rr)

1. Démontrer que les triangles IAO el IA'Q' sont sem-
blables. Déterminer les éléments d'une similitude qui
transforme les points I, A, O respectivementen I, A", 0"
2. Soit h et h' les deux homothéties qui transforment
(€) en (€"), h élant celle dont le rapport est positif, h-1
et h™! leurs réciproques.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformations h™'oh et h' o h-2,

3. Soit B le symétrique de A par rapport a (00') et B’ le
symétrique de A’ par rapport 4 Q.

Démontrer que : B' = h'(B).

36 ABCD et GCEF sont deux rectangles directs
tels que : GC =2 AB et CE=2BC.

B =1 A

F =5

1. Démontrer que les triangles ABC et GCE, ainsi que
les triangles ABC et EFG, sont semblables.

En déduire qu'il existe deux similitudes directes s et s’
qui, au rectangle ABCD, associent le rectangle GCEF.
Préciser, pour chacune de ces similitudes, les images
respectives des points A, B, C, D, l'angle et le rapport.
{On notera s la similitude d'angle 1:;-.}

2. Soit © le projeté orthogonal de C sur (GD).

a) Démontrer que £ est invariant par s.

b) En déduire qu'il existe une homothétie h et une rota-
tion r, toutes deux de centre £, telles que :
s=hor=roh.

Le point Q est appelé centre de la similitude s.

3. Déterminer de méme le centre Q' de la similitude s’,
puis une homothétie h' et une rotation r', toutes deux
de centre ', tellesque:s’=h'or' =10 h'.

37 Les rectangles d'or
On considére un rectangle ABCD tel que :
AB _1+J5 _
ap =7z ¢
1. A l'intérieur de ce rectangle on construit un carré
ADEF.

A D G
F E

@)
8 . H

Démontrer qu'il existe une similitude telle que les
points B, C, E, F ont pour images respactives A, B, C,D
et donner le rapport de cette similitude.

2, On construit maintenant, 4 l'extérieur du rectangle
ABCD, un carré CDGH,

Démontrer qu'il existe une similitude telle que les
points A, B, C, D ont pour images respectives G, A, B,
H et ayanl le méme rapporl que précédemment.
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3. a) Démontrer que les droites (BE), (AC) et (GB) sont
concourantes en un point £2.

b) Déterminer le rapport d'une homothétie h de centre
£ et I'angle d'une rotation r de centre ©, lelles que

» (B, C.E, F) a pour image (A, B, C,D) par roh,

* (A, B, G, D) a pour image (G, A, B, H] par I,Oh-
Les rectangles EFBC, ABCD, BHGA sont appelés « rec-
tangles d'or ».

38 Les triangles d'or
Soit ABC un triangle isoctle en A, tel que :
AB _1+ /5 -
B @ -V
1. Soit D le point de [AB], tel que : AD = BC.
@) Démonlrer que ABC el CDB sont semblables.
b) En déduire que le triangle ADC est isocéle en D ot
calculer les mesures, en radian, des angles des triangles
ABC et ADC.

A

E

2, Soit E le point de la droite (BC), extérieur au segment
[BCI, tel que : BE = BA.

Démontrer que les triangles ABC et ECA sont sem-
blables, ainsi que les triangles ADC et EBA. |
Ces deux familles de triangles sont appelés des « tri-
angles d’or »,

3. Soit[, ] et K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AE].
a) Démontrer que les droites (DI}, (B]) et (CK) sont
concourantes en un point Q.

b) Déterminer le rapport d'une homothétie h de centre
Q et l'angle d'une rotation r de centre (2, telles que :

« (C,D, B) apourimage (A, B,C) par roh;

(A, B,C) a pour image (E, C, A) par roh.

¢ Quelle est I'image de (A, D,C)par roh ?

39 Le nombre J.'Tl'.
ABCD est un rectangle tel que AB < AD. On pose : AD

Soit 1 et | les milieux respectifs de [AD] el [BC].
A | D

e w - --
~
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1. Démontrer que les droites [A]) et (C) —_—
culaires a la diagonale (BD) si et seulemeny
une similitude, de rapport k, transformap,
Calculer k.

2. Démontrer que le rectangle ABCD gg I'imng

tangle BJIA par la similitude précédentg, o OU reg.
Calculer le rapport des aires de ces rectanglog

- TPeng
A il o s
e

5

B0 La spirale logarithmique
Le plan est Tnuni du repére orthonorms (Q, i)
A, est le point de coordonnées (1 ; 0)
r est la rotation de centre O et d’angle X,
h est I'homothétie de centre O et de rapport -2

fa
On considére la similitude s telle que : 5 = '"t';h

1, Construire le point A, = s(A,) et démontre,
angle OAyA, est reclangle en A,

2. Construire les points A,, A,, ..., A, définis 6t
A, =s(A,), Ag=s(Ay). ..., Ay =slA),).

3. Pour tout entier naturel n, on pose
—_— s
u,=0A, et v,=(0A, 0A)).

*
[}

Que lg .

a} Démeontrer que (u,), . 5, est une suite Eé[’métﬁqua
de raison —= el que (v,), . e5t une suite arithme.

4 . m
tique de raison -

b) Calouler OA_ et (OA,, OA,) en fonction de n,

¢) On note s™ la transformation qui, au point Ay, asso-
cie le point A .
Déterminer les valeurs de n pour que 5™ soit une homo-

thétie ; préciser le rapport de cette homothétie en fonc-
tion de n.

La ligne brisée ApAA,... A ... est veisine d'une courbe
appelée spirale logarithmique.
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Orthogonalité
dans l'espace

Introduction

En classe de seconde, nous avons étudié le parallélisme et les pro-

priétés d'incicdlence dans I'espace. L'objectif de ce chapitre est de metire

en évidence, en ufilisant comme support visuel les solides connus

- (cubes, pavés droifs, télraédre, ...) ou ['environnement habituel

S| (immeubles, salles de classes, ...), la notion d'orthogenalité de droites
2 ou de plans, puis de ['vtiliser dans la résolution de problémes.

It | Une vue d'Abidjan (Céte d'lvoire).

1. Droites et plans OrthOGONAUX. .........ccverseeriiraneniiens 108
Q. Plans perpendiculaires ........c.c.coooveeoeerereciiiccnn. 115
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€ désigne I'espace. Rappelons jci un axiome de géométrie dans I'espace (noté (A,) ggn, le m

seconde) que nous utiliserons trés souvent :

“"llef
¢
« les théorémes de géométrie plane sont vrais dans fout plan de | espace .

~-1..1.. Droites orthogonales

mmmmmm |ntroduction

Soit ABCDEFGH un cube,

Considérons les droites (AE) et (FG). Les paralléles a ces droites
passant par un méme sommet du cube sont perpendiculaires ; par
exemple, les droites (BF) et (BC), sont perpendiculaires. M
De méme, les droites (CG) et (CB), (HD) et (HE), (DH) et (DA) sont
perpendiculaires,

On admettra que les paralléles aux droites (AE) et (FG) passant par

un méme point M de € sont également perpendiculaires : les

droites (MN) et (MP) sont perpendiculaires.

On dit que les droites (AE) et (FG) sont orthogonales. N
De méme, les droites (EH) et (AB), (AC) et (HF), (BG) et (ED) sont
orthogonales.

Définition

Deux droites de € sont orthogonales lorsque, un point de % étant choisi,

ol
les paralléles a ces droites Passant par ce point sont Perpendiculaires, /\AN
! S

« (%) es-t orthogonale 4 [@’J » se noté {9&] .J_-[@J’}.

E emarque

Deux droites de € sont perpendiculaires lorsqu’elles sont orthogonales et sécantes.

EEmm=mm Propriétés

On déduit directement de la définition les Propriétés suivantes,

* Si deux droites sont orthogonales, toute droite | . Si deux droites et pa_r_a lléies: to A d;oi“

paralléle a I'une est orthogonale 3 l'autre, orthogonale 4 I'ine est o rthogonale & l'autre. 5
(3) L () : (D) 1 (@)
lwi@ = ®io P @ = @L1@)
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Exemples

Soit ABCDEFGH un cube, I et ] les milieux respectifs des segments [AF)

et [CF]. Dans le triangle équilatéral AFC, (CI) est une médiane et (I]) une
droite des milieux.

Cl) L (AF)
i {:ﬁF] // (DG) = (CD 1 (DG).
(1) // (AC)
'{[ACH[BD] = (1) L (BD).

Remaraue

Deux droites peuvent étre orthogonales ¢ une méme troisisme sans étre paralléles.
Dans I'exemple ci-dessus, (AB)

alloles et (FG) sont toutes deux orthogonales & (DH), mais elles ne sont pas
paralléles.

—-1.2. Droite et plan orthogonaux

meme=mm Introduction

Soit ABCDEFGH un cube.

* La droite (EA) est perpendiculaire aux droites sécantes (AD) H G
et (AB) du plan (ABC) ; on dit que la droite (EA) et le plan .

(ABC) sont orthogonaux. j
La droite (EA) est aussi orthogonale aux droites (AC), (BD), 2 :
(CD) et (BC) du plan (ABC). On démontrera plus loin que (EA) :
est orthogonale a toutes les droites du plan (ABC). :
* De méme, la droite (AC) est orthogonale aux droites sécantes ;
(BD) et (DH), donc au plan (BDH).

* Par contre, la droite (AC) est orthogonale aux droites paralliles
(CG) et (BF) du plan (BCG), mais elle n’est pas orthogonale  la
droite (BC) de ce méme plan ; la droite (AC) n'est pas orthogo-
nale au plan (BCG).

pemmmm  Définition et propriétés

Définition
Une droite (%) et un plan (%) sont orthogonaux lorsque la droite (@)
est orthogonale a deux droites sécantes du plan (?).

On note : (D) L (P) ou (P) L (D).

Remarques

* On dit également que () est orthogonale a (¥) ou que (®) est orthogonal a (B).

* 5i une droite est orthogonale a un plan, alors elle est sécante & ce plan en un point ; elle est dite ortho-
gonale au plan en ce point. . .

* Une droite peut étre orthogonale a deux droites paralléles d'un plan sans étre orthogonale a ce plan.
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* Etant donné un point A et un plan (%), il existe | * Ftant donné un point A et une
A Ht n

une unique droite passant par A et orthogonale | un unique plan passant par
a(@). R T a (@). |

A

Ces propristés sont admises.

Propriété fondamentale T
Si une droite est orthogonale & un plan, alors elle est orthogonale & toute droite de ce plan,

Démonstration
Soit (%) une droite orthogonale 4 un plan (®) en un point O. (%)
est donc orthogonale & deux droites sécantes (4,) et (4,) de (2).

On suppose que ces droites passent par O ; en effet, si elles sont
seécantes en un point autre que O, les paralléles & ces droites
passant par O sont également orthogonales a (D).

Pour démontrer que (3) est orthogonale a toute droite de (@), il
suffit de démontrer que (@) est perpendiculaire 4 toute droite
(A) de (P) passant par O.

() est perpendiculaire aux droites (4,) et (A,).
Soit (A) une droite de (%) passant par O, distincte de (4,) et (A,), et M un point de (A) distinct de 0.

On désigne par A un point de (@) distinct de O, par B et C les points respectifs de (4,) et (A,) tels que
OBMC soit un parallélogramme. On désigne par I le centre de ce parallélogramme.

On applique le théoréme de la médiane au triangle ABG : AB2 + AC2 = 2 AI? + -%— BC? (1)
Les triangles OAB et OAC sont rectangles, donc : AB% = 0A? + OB? et ACZ=0A2 + OC2

D'ou: (1) & (OA?% + OB?) + (0A% + OC?) =2 AI% + —é- BC2
& 2 OA% + (OB? + 0C?) =2 A% + % BCZ,
On applique le théoréme de la médiane au triangle OBC : OB% + OC2 = 2 OI2 + % BC2.
Ona: (1) o 20A2+[ZD]2+-%-BCE]=ZAIE+_‘%_Bcz
= OA?+ 0I* = A%,
Dong, le triangle OAM est rectangle en O et la droite (@) est perpendiculaire & (A).

e

I

que l'une dellesest |

| Pour démontrer que deux droites sont orthogonales, il suffit de démontrer
' orthogonale a un plan contenant l'autre,
fs e l._ = o £ - s e ~ 1 = ard : : meper Fg - i M1

Exemple

ABCD est un tétraédre régulier’. On se propose de démontrer que les
droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

On désigne par I le milieu de [CD] ; les droites (Al) et (BI) sont per-
pendiculaires & (CD).

La droite (CD) est orthogonale au plan (ABI), donc i toutes les drojtes
de ce plan, en particulier a la droite (AB), :

?Un rén:aé_d'm esl régulier lorsque ses faces sont des triangles équilatéraux,
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gummmm Autres propriétés

Nous tudierons ici quelques propriétés de I'ortho
qui se déduisent de celles-ci

Prop riétés |

» Si deux droites (2) et (2’) sont paralldles, tout
plan (#) orthogonal a (@) est orthogonal a (%)

(@) 1 (&)
{[@u[@] = B)L@)
@)
| @

Démonstration

(%) est orthogonale & (), donc orthogonale a deux
droites sécantes (A) et (A’) de (P).

(') est paralléle a (%), donc orthogonale a (A) et &
(A').
(@") est donc orthogonale a (2).

Propriéetés 2

gonalité d'une droite et d'un plan. Il en existe d'autres
et seront rencontrées en exercices, . e

* Si deux plans (?) et (') sont paralléles, toute
droite (%) orthogonale a (?) est orthogonale a (#’). |
{(?P} ()

(@) L (P)

(D)
(44) {Ag)
4 . (A'g)

Démonstration
(@) est orthogonale a (%), donc orthogenale & deux
droites sécantes (A,) et (A,) de (P).

(’) est paralltle & (%), donc contient deux droites
(A',) et (A’,) respectivement paralléles & (A,) et (A,).

(%) est orthogonale a (A",) et & (4",), donc & ("),

= (@)L (@)

* Si deux droites (3) et (@) sont orthogonales a
un méme plan (%), alors elles sont paralléles.

‘1 (@) L (@)

@)L = @@

@
(?ﬂ"}li ; [(2")

Vil

Démonstration

Soit A un point de (2) et (2") la droite passant par
A et paralléle a (@').

D'aprés les propriétés 1, (2") est orthogonale a ().
Or, il existe une seule droite passant par A et ortho-
gonale a (@),

Donc, (@) et (@") sont confondues et (D) est paral-
lele & (@").

~ « Si deux plans () et (2) sont orthogonaux a

une méme droite (2), alors ils sont paralléles.

{[‘EBJ L (P)

@iy = B,

D émonstration

Soit A un point de (P) et (?") le plan passant par A
et parallzle a (#’).

D'aprés les propriétés 1, (?”) est orthogonal & (2).

Or, il existe un seul plan passant par A et orthogo-
nal a (%),

Dongc, (%) et (?") sont confondus et (P) est paralléle
a ().
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Pour démontrer que deux d '
paralleles, il suffit de démontrer queé

sont orthogonales 2 un méme plan.

La propriété suivante est admise.

Propriété 3 _
Soit (2) une droite orthogonale a un plan
Toute droite (2') orthogonale a (%) est par

@),

{(Eﬁ'] 1 (P = @)/ (@)

(@) L (2")

roites sont
lles |

allele a (P).

Pour démontrer que deux plans sont pay allily

{ suffit de démontrer qu'ils sont orthogop Ay s

' une méme dI’OitB-

(<)

rdid

memm== Distance d’un point & un plan, @ une droite

Soit (%) un plan et A un point de €.

1l existe une droite unique (A,) passant par A et
orthogonale & (?). Cette droite coupe le plan (?) en
un point H, appelé projeté orthogonal de A sur ().

Wi

&7

Pour tout point M de (?), ona: AH < AM.
H est donc le point de (?) le plus proche de A.

AH est la distance du point A au plan (P),

el 3., Travaux dirigés

Soit (@) une droite et A un point de €.

Il existe un plan unique (I1,) passant par A e
orthogonal & (@). Ce plan coupe la droite (2) en un
point H, appelé projeté orthogonal de A sur (@),

b

Pour tout point M de (%), on a; AH < AM.

H est donc le point de (@) le plus proche de A.
AH est la distance du point A & la droite ().

4

epmea 1. Projection orthogonale d'un angle droit

Soit (?) un plan, A, B, C trois points de € tels que |'
projetés orthogonaux respectifs des points A, B, C s
On suppose que les droites (AB) et (AC) ne sont pa

Démontrer que B’A’C’ est un angle droit si et sey]

Solution
Soit (A,) la droite orthogonale au plan (%) et

112 Orthogonalité dans l'espace
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contenant la droite (A,) et, respectivement, Jes point

angle BAC soit droit. On désigne par A’, B', C' les
ur (%),

s orthogonales a (),
ement si 'une des droites (AB) ou (AC) est paralléle & (F)

e ' lans
. B Bt: (p:f:mt A. On désigne par (I1,) et (11,) les p
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» Supposons que la droite (AB) est parallale 3 ().

(AB) est orthogonale aux droites sécantes (AC) et
donc au plan (I1,) qui les contient. ) et (4,), (Aa)

[AB} ESl parﬂlléle é [@] et ﬁ [nl}‘ dU'T!C ﬁ lﬂ dIUHB [AIBI) A
intersection de ces deux plans, '

(A'B’') est donc orthogonale T-J‘—-P_lan (I1,), donc perpen-
diculaire & (A'C’), et I'angle B'A’C’ est droit.

On démontre de manidre analogue que, si (AC) est paral-

lale a (%), I'angle B'A'C’ est droit, A
* Réciproquement, supposons 'angle BAC droit.

5 los droites (AB) ot (A'B) sont parallele, a propriété
est démontrée. Supposons qu'elles sont sécantes.

(A'C') est orthogonale aux droites sécantes (A'B’) et (A,), donc au plan (I1,).

On démontre de méme que (A'B’) est orthogonale au plan (IT,), donc & la droite (AC).

(AC) est orthogonale aux droites sécantes (AB) et (A'B'), donc au plan (1,).

(AC’) est également orthogonale & ce plan, dong paralléle & (AC). La propriété est encore démontrée.

e

Donc, B'A'C’ est un angle droit si et seulement si 'une des droites (AB) ou (AC) est paralléle a (P).

gommmm 2. Plan médiateur - Sphére circonscrite & un tétraédre

1°) Soit A et B deux points distincts de €. Démontrer que 'ensemble des points équidistants des points
A et B est le plan orthogonal a la droite (AB) passant par le milieu du segment [AB].

Ce plan est appelé plan médiateur du segment [AB].
2°) Soit A, B et C trois points non alignés, O le centre du cercle (%) circonscrit au triangle ABC.

Démontrer que 'ensemble des points équidistants des points A, B et C est la droite passant par O et

orthogonale au plan (ABC).

Cette droite est appelée axe du cercle ().
3°) Soit ABCD un tétraédre. Démontrer que le plan médiateur de [AD] et l'axe du cercle circonscrit au

triangle ABC sont sécants.
En déduire qu'il existe un seul point de I'espace équidistant des points A, B, C et D.

Ce point est le centre de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD.

Solution
1°) On désigne par I le milieu de [AB], par (?) le plan orthogonal
4 (AB) passant par I et par (¢,) I'ensemble des points équidistants
de A et B.
[ appartient a (¥,). Soit M un point de l'espace, distinct de L.
Ona:Me (8,) < MA=MB

&  (MI) L (AB)

= Me (P).
2°) On désigne par (?,) (respectivement (@,)) le plan médiateur
du segment [AB] (respectivement [AC]) et par (€,) l'ensemble
des points équidistants de A, B et C.
Ona:Me (¢,) & MA = MB = MC

o Me([@)etMe (@,).
Or, (#,) et (®,) ne sont pas paralléles, .Sinﬂl:l. (AB) e.t (AC)
seraient confondues. (%,) est donc la droite d'intersection de
(%)) et (2,). Cette droite passe par O car OA =0B =0C.

(%g)
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De plus: (&,) c (#,) = (€,) L(AB
Donc (&,) est orthogonale au plan (ABC).

3°) On désigne par (1) le plan médi
du cercle circonscrit au triangle ABG.
Si (1) et (D) étaient parallél
serait contenue dans le plan
avec le fait que les points A, B, C et
(1) et (@) sont donc sécants.

Pour tout point M de I'espace, on a:

MA =MB =MC=MD e Me (@) et Me (I

Le seul point de 1'espace équidistan
donc Q, point d'intersection de (IT) et (Gh).

La sphére de centre Q et de rayon QA passe par A, B, C ot D.
On l'appelle sphére circonscrite au tétraédre ABCD.

es, (@) serait orthogonale 2 (

(ABC), ce qui serait en co
D ne sont pas coOp

ateur de [AD] et par (%) l'axe

AD) ; (AD)
tradiction
lanaires.

t des points A, B, C et D est

) et (6) @,)=(6) L (AC).

WE XCTCICRS s i i 77 s

1.a  Soit ABCDEFGH un cube, I et ] les milieux res-
pectifs de [EF] et [BF]. Démontrer que :
a) (ED) L (BG) ¢) (1) L (DG) ;
b)(JG) L(DC) d) (ID) L (AH).

1.b  Soit ABCDEFGH un pavé droit.
a) Nommer les droites contenant une aréte de
ce cube et orthogonales i la droite (AE).
b] Nommer les plans contenant deux arétes de
ce cube et orthogonaux & la droite (AE).
c] Nommer deux droites orthogonales 4 (AE) et
non coplanaires.

l.c  Soit ABCDEFGH un cube. On désigne par I, J et
K les milienx respectifs des segments [BF],
[FG] et [AE].
Démonlrer que :
a) la droite (IK) est orthogonale au plan (ADE) ;
b} la droite (BE) est orthogonals au plan (ADG) :
¢] la droite (DE) est orthogonale au plan (IJK) ;
d] les droites (AC] et (BF) sont orthogonales ;
e/ les droites (IK) et (CF) sonl orthogonales
/1 les droites (I]) et (ED) sont orthogonales,

1.d Soit ABC un triangle rectangle en A ot (@) la
droite orthogonale en A au plan (ABC),
Démontrer que pour tout point M de (), dis-
tincl de A, on a:
a) (MA] L (BC) ;
c) (AC) L (MB),

b) (AB) 1 (M) ;

114 Orthogonalité dans I'espace
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1.f

1.h

Soit () un plan, A un point de ce plan, (%) ]z
droite orthogonale & (%) en A et (A) une droite
de (%) ne passant pas par A. On désigne par A
le projeté orthogonal de A sur la droite (),
Démontrer que pour toul point M de (), ona:
(MA") L (A).

Soit ABCDEFGH un cube, dont la mesure
d'une aréte est @. Calculer, en fonction dea:
a) la distance de G au plan (ABC) ;

b) la distance de A au plan (DBF);

c) la distance AG.

Soit ABCDEFGH un cube, On désigne parL,J ¢
K les milieux respectifs des segments [AE],
[CG] ot [BC].

1. Démontrer que le plan (DBF) est le pe
médiateur du segment [I]J].

2. Démontrer que I, ] et K appartienne
plan médiateur du segment [DF]. 5
3. Quel est le plan médiateur du segment (Gl

nt au

A les
Soit ABCD un tétraddre régulier. I © ]

milieux respectifs de [AB] et [CD].
1. Démontrer que le plan (ICD) @
médiateur de [AB].

2. Démontrer que le plan (JA
médiateur de [CD].

3. En déduire que la droite (]
laire aux droites (AB) et (CD).

t le plﬂﬂ

g) est le P&

:IBSt Perpeﬂdiﬂus
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2.1. Définition

» Pour verifier qu'un mur est « droit », le magon utilise un fil & p][}mb.
Si ce fil, P]El_Cé contre le mur, est parallale & celui-ci, le mur est vertical.
En géométrie, on peut modéliser cette situation de la facon suivante :

— le fil est représenté par une droite verticale, donc orthogonale au
plen horizontal qui représente le sol,

— le mur est représenté par un plan.
On dit que ce plan est perpendiculaire au plan du sol.

s Soit (?) et (?') deux plans tels que (?) contienne une droite ()
orthogonale 2 (#') en un point O.

On se propose de démontrer que le plan (%’) contient une droite
(') orthogonale au plan (2).

- Justifier que (®) et (?’) sont sécants suivant une droite (A) pas- /{ ------------

sant par O. s : @)

Soit (9’) la droite de (2’) perpendiculaire a (A) en O, {
— Justifier que (@) est orthogonale a (P). |

Cette étude justifie la définition suivante. M

Détinition

Deux plans sont perpendiculaires lorsque I'un d'entre eux contient une droite orthogonale a l'autre. |

« () est perpendiculaire & (2') » se note : () L ().

Remaraue

Si deux plans sont perpendiculaires, ils sont sécants.

Exemples

Soit ABCDEFGH un cube,.
* Le plan (ABE) contient la droite (AE), qui est oﬂ.'lmg_onale au plan
(ABC) ; les plans (ABE) et (ABC) sont donc perpendiculaires.

* Le plan (ABG) contient la droite (AB), qui est orthogonale au plan
(ADE) ; les plans (ABG) et (ADE) sont donc perpendiculaires.

* Les plans (ABG) et (ABE) ne sont pas perpendiculaires ; en effet, toute
droite orthogonale & (ABE) est paralldle a (AD), donc sécante a (ABG).

On déduit directement de Ja définition les propriétés suivantes.
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Conséquences

+ Si une droite (9) est orthogonale & un]_Jlnn @), tout plan parallele & (%) est perpeng
* Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite orthogonale & I'un est parallg]e i’l'aﬂu&?::n{

(@)

@) L (@) (@)L S
{(@m@-] BLE {(‘éﬁ]i(@] = B

Eemarg ue ‘ﬁ‘w

Si deux plans sont perpendiculaires, une droite paralléle @ I'un n’est pas nécessairement orthe
Tautre (il suffit de considérer par exemple leur droite d'intersection). onale ¢

—2.2.. Propriétés

Propriété 1
Si deux plans sont perpendiculaires, tout pian paralléle a I'un est perpendiculaire 4 lautre.

P) L (@
{[] (@) @) L .

(@) /1 (1)

Démonstration

Soit (?) et (') deux plans perpendiculaires, (IT) un plan paralldle a (%), i
(%) contient une droite (%) orthogonale & (%) /ﬁ< §
Le plan (I7), paralléle a (@), est donc parallgle a (@), o
D'aprés les conséquences du § 2.1., (IT) est perpendiculaire a . ﬁﬂ P (@)

E emargues @/

* La propriété précédente peut également s'énoncer de la fagon suivante :
si deux plans sont paralléles, tout plan perpendiculaire & I'un est perpendiculaire a I'autre.
* Deux plans perpendiculaires & un méme plan ne sont pas forcément paralléles entre eux.

- Pour démontrer que deux plans sont perpendiculaires, on peut utiliser un des procédés smvanEF}

* trouver une droite de l'un qui est orthogonale a I'autre ; iz |
| * trouver une droite parallzle & I'un et orthogonale 4 l'autre ; 1
e trouver un plan pa.rallz?]e a l'un et perpendiculaire a l'autre. i

Exemples

Soit ABCDEF un prisme droit dont la base est un triangle ABC. E F
¢ La droite (AD) est perpendiculaire aux droites (AB) et (AC), donc ortho- V

gonale au plan (ABC). Le plan (ABD) contient (AD), donc est perpendicu-
laire au plan (ABC).
* La droite (AD) est parallele & la droite (BE), donc au plan (BCE). De plus,

(AD) est orthogonale au plan (ABC). Par suite, les plans (BCE) et (ABC) sont ¢
perpendiculaires, . B

* Le plan (ABC) est paralldle au plan (DEF) et perpendiculaire au plan ng
(ABD). Donc les plans (DEF) et (ABD) sont perpendiculaires, A
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Un PlﬂF est perpendiculaire a deux plans sécants si et se-u.lament si il est orthogonal a leur droite d‘in-“-
tersection. : -

Démonstration

soit (?) et (?') deux plans sécants, (A) leur droite d'intersection
» Soit (TI) un plan nrth?gonal 2 (4). (?) contient la droite (A)
orthogonale a (1), donc il est perpendiculaire a (7).

De méme, (%) est perpendiculairea(m. @ A A |
« Réciproquement, si (1) est un plan perpendiculaire & (P) et /< i :
(@"), alors toute droite orthogonale & (IT) est paralléle 2 (P) et & I :

(@'), donc a (). f
(4) est donc orthogonale & (I1). 7

__92.3. Travaux dirigés

pemm=mm 1. Le téiraédre orthocentrique

Soit ABCD un tétragdre tel que les droites (AB) et (AC) sont respectivement orthogonales aux droites
(CD) et (BD). On désigne par H 'orthocentre du triangle BCD.

1°) Démontrer que les plans (ABH) et (ACH) sont perpendiculaires au plan (BCD).

2°) En déduire que la droite (AD) est orthogenale 4 la droite (BC).

Un tel tétraédre, dont les arétes opposées sont deux @ deux orthogonales, est dit orthocentrique.

Solution

1°) La droite (BH) est une hauteur du triangle BCD,
done elle est perpendiculaire a la droite (CD).

(CD) est orthogonale aux droites sécantes (AB) et
(BH), donc au plan (ABH).

Le plan (BCD) contient la droite (CD), donc les plans
(BCD) et (ABH) sont perpendiculaires.

On démeontre par un raisonnement analogue que les
plans (BCD) et (ACH) sont perpendiculaires.

2°) Le plan (BCD) est perpendiculaire aux plans
sécants (ABH) et (ACH), donc orthogonal & leur
droite d'intersection (AH). Les droites (AH) et (BC)
sont donc orthogonales. .

La droite (BC) est orthogonale aux droites sécantes
(AH) et (DH), donc au plan (ADH) qui contient la
droite (AD).

Les droites (BC) et (AD) sont donc orthogonales.
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mmmmmm 2. Perpendiculaire commune @ deux droites non coplanaires
Soit (2) et (9') deux droites non coplanaires.

On se propose de déterminer toutes les droites perpen
1°) Démontrer qu'il existe un unique plan (#) contenant
2°) a) Démontrer qu'il existe un unique plan (I1) contenant ( 3
b) Démontrer que (IT) et (Z) sont sécants ; on désigne par A leur poin i wigh
3°) Démontrer que la droite passant par A et orthogonale a (9]. est perpendiculaire a (2) et 3 (g),
On désigne par B le point d'intersection de cette droite avec (@) : =

4°) Démontrer que la droite (AB) est l'unique perpendiculaire commune a () et a (D).

5°) Démontrer que, pour tout point M de (@) et tout point N de ('), on a: MN 2 AB.

diculaires a (D) et (2').

(@) et paralléle a (2').

@) et perpendiculaire a ().
intersection.

Solution guidée
1°) Existence

Soit M un point de (@) et (3,’) la droite passant par M et parallele a (@).
* Démontrer que (%) et (9,") déterminent un plan (%).

* Vérifier que (%) satisfait les conditions de la question.

Unicité

Soit (2) un plan contenant (%) et paralléle a (@)

* Démontrer que (2) est paralldle a (%).

* Conclure.

29) a) Existence

Soit N un point de (@') et (A) la droite passant par N et arthogonale & ().
* Démontrer que (%') et (A) déterminent un plan (I1).

* Vérifier que (I1) est perpendiculaire a (%),

Unicité

* Vérifier que tout plan contenant la droite (') et perpen-
diculaire au plan (?) est paralléle au plan (IT).

* Conclure.

b) Soit (%,") la droite d'intersection des plans (1) et (2).

* Démontrer que (%) et (2,") sont sécantes.

* Conclure.

3°) » Démontrer que la droite passant par A et orthogonale
au plan (%) est incluse dans (T7).

* Conclure.

47)e Vérifier que toute droite perpendiculaire (%) et (")
est incluse dans (I7).

* En déduire que toute droite perpendiculaire & (@) et (@)
passe par A.

* Conclure.

5°) Soit N’ le point d'intersection de (A) et de ().
* Démontrer que : NN' = AB.

e Vérifier que : MN > NN’

¢ Conclure.
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Soit (?) et (#') deux plans perpendiculaires et

(@) leur droite d'intersection,

Démontrer que toute droite de () i
perpendicu-

laire & (%) est orthogonale a (@,

Soit ABCDEFGH un cube. Démontrer que les
plans suivants sont perpendiculaires -

a) (ABC) et (EAC) ;

b) (EAC) et (HDB) ;

c) (FCH) et (AGE).

Soit (2) un plan et () une droite non orthogo-
nale & (%).

Démontrer qu'il existe un plan unique contenant
(<5) et perpendiculaire & (),

Soit ABC un triangle rectangle en A et (@) la
droite orthogonale en B au plan [ABC).
Démontrer que, pour tout point M de (@) dis-
tinct de B, les plans (MAB) et (MAC) sont per-
pendiculaires.

Soit (?) un plan, A un point de ce plan, (%) la
droite orthogonale & (%) en A et (A) une droite
de () ne passant pas par A. On désigne par A’
le projeté orthogonal de A sur ().

2.h

5
WWWWM

Démontrer que, pour tout point M de (@), le
plan défini par M et () est perpendiculaire au
plan défini par A’ et (@).

Soit ABCD un tétraddre régulier. On désigne
par [ et ] les milieux respectifs de [AB] et [CD].
1. Démontrer que le plan (AB]) est perpendicu-
laire aux plans (ACD) et (BCD).

2, Déterminer les faces du tétragdre dont les
plans sont perpendiculaires au plan (CDI).

3. Démontrer que les plans (AB]) et (CDI) sont
perpendiculaires.

Soit (?) et (#) deux plans distincts sécants
suivant une droite (A) et M un point de & n'ap-
partenant pas aux plans (?) et (%'). On désigne
par H et H' les projetés orthogonaux de M res-
pectivement sur (&) et (#').

Démontrer que le plan (MHH) est perpendicu-
laire & (%) et a ().

Soit ABCD un tétragdre tel que :

— ACD et BCD sont des triangles équilatéraux ;
— les faces ABC et ABD sont des triangles rec-
tangles isoctles de sommets respectifs C et D.
Démontrer que les plans (ABC) et (ABD) sont
perpendiculaires,
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Exercices

APPRENTISSAGE

Droites et plans orthogonaux

1 Soit () et (B,) deux droites,
Démontrer que si les droites (%,) et (9,) sont orthogo-
nales alors il existe un plan contenant (@,) et orthogo-
nal & (@,).

2 Soit (@,) et (%,) deux droites d'un plan () et
(A) une droite orthogonale 2 (@,) et (3,). On suppose
que la_droite (A) n'est pas orthogonale au plan (%).
Démontrer que les droites (2,) et (%,) sont parallgles,

3 Soit ABCD un tétraddre 1l que le triangle BCD
soit rectangle en B et la droite (AC) orthogonale au plan
(BCD).

Démontrer que les triangles ABD et ACD sont des trj-
angles rectangles.

& soit () une droite, A un point n'appartenant
Pas & (2) et H le projels orthogonal de A sur (@),
On désigne par (@) le plan déterminé par (@) et A, par
H' le projeté orthogonal, dans Ie plan (), de A sur (@),
Démontrer que H et H' sont confondus,

5 soit (@,) et (9,) deux droites d'un plan (@)
sécantes en un point O, On construit deux plans (@) et
(%,) respectivement orthogonaux a (G,)) eta (@,).

1. Démontrer que les plans (#,) et (#,) sont sécants,
2.Démontrer que leur droite d'intersection (A) est
orthogonale au plan (@),

6 Soit ABCDEFGH un
cube de centre Q et 1, J, K, L
les milieux respectifs des
aréles [BC], [CG], [EF), [AE].
1. Démontrer que la  drojte
(O) est orthogonale aux -
droites (AD) et (KL). gt A
2. Démontrer que la drojte
(BG) est orthogonale au plan
(EFC).

3. En déduire que les droites (1) et (EC) sont orthogonales,
4. Construire le projeté orthogonal du point L, sur le
plan (EFC), -

5. Construire le projeté orthogonal du point L gyr la
droite (BG),

\
X0
_a, A

7 Ssoit (%) un plan, O un point de %, H e projeté
orthogonal de O sur (?) et (X) une sphére de centze O el
de rayon r. On désigne par d la distance dy point O au
plan (2).

1. Démontrer qu'un point M d (%) appartient & (E) si et
seulement sj : HM2 = 2 _ 2

2. Déterminer l'intersection de (Z) et de (@) dans |es
trois cas suivants :
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?"

u)r{(!:b)r-*d;ﬂjr>d. :
Sir= d) on dit que JE P)'lﬂn est tan; ’
= t
Ben ajlg S.Dhé ;

8 soil (%) un plan, ABCD un tétraddre, g T les
milieux respectifs des segments [AC] gt [BD).
On désigne par A, B’, C, DT, I les Projetés orthogg.
naux respectifs des points A, B.C,D, 1, ] surle plan (3
1. Démontrer que I' est le miliey dy Segment [ACY],
2. a) Etablir que les points A’, B, C', I ne sont pas alignés,
b) Démontrer que le quadrilatére A'B'C'Dy est un parz|-
lélogramme si et seulement si la droite (I]) est orthogo-
nale au plan (@),

9 seit 0OABCD une pyramide de sommet Q, p, Q
et R des poinis tels que les droites (OP), (0Q) et (OR)
soient respectivement orthogonales aux plans (AOC),
(BOD) et (POQ),

On désigne par I le point d'intersection des droites (AC)
et (BD). Démontrer que les points O, I et R sont alignés.

10 soit ABCDEFGH D ¢
un cube, I le centre du carré :
BCGF et | le milieu du seg- : B
ment [GH]. Afmr— ]
1. Démontrer que la droite B {
(FC) est orthogonale au plan o
mBG]. g P H:_ ______ p:--- - G
En déduire que les droites o
(BH) et (FC) sont orthogo- ! ¢
nales. E
2. Démontrer que la droite (BH) est orthogonale au plan
(ACF). En déduire que Jes droites (BH) et (A]) sont per
pendiculaires, I
3. Démontrer que le triangle AlJ est rectangle en I

11 Soit (9) un plan, (@) une droite de {m‘:ﬁ;
deux points distincts tels que la droite [‘?B] . rojetés
orthogonale 2 (@), On désigne par A' et B' les P
orthogonaux respectifs de A et B sur (&), Hincts.

1. Démontrer que les points A’ et B' sont dﬁﬁ:'B']-
2. Démontrer que : (@) 1L (AB) & (@) L (

12 Soit ABCD un tétraddre tel que :
AC=BC &t AD = BD, rthogo”
1. Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont ®
nales,
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2. Soit I le milieu du segment
plan (ICD) passant par I et perpendiculaire 3 (CD)

Démontrer que la droite (@ ) passant par A et uﬂjl -
nale au plan (BCD), la droite (%) passant par B et nrﬁo-
gonale au plan (ACD), et la droite () sont concourantes,

[AB] et (@) 1a droite du

== 135.QE’EABCDunléh‘aéd:e1 =
el quel
CAD et BAC sont droits. que les angles BAD,

1. Dans le plan (ACD), le point A se
lement en 1 sur la droite (CD),

Démontrer que la droite (BI) est une hauteur de BCD.

2. Dans IB plﬂ]’l (AB]]. la Pu.int A se att g
lement en H sur la droite (BI). projette orthogona-

Démontrer que la droite (AH) est orthogonale au plan (BCD).

18 S0it ABCD un tétradre et L], K L M, N les

milieux respectifs des segments [AB ;
[AC), [BD). s [AB], [BC], [CD), [DA],

On suppose que : AB =CD ot AC = BD.

1. Démontrer que les quadrilatéres IJKL et MLN] sont
des losanges.

2. Démontrer que la droite (JL) est orthogonale au plan
(TKM) ;

projette orthogona-

3. Démontrer que la droite

‘ L) est orthogonale aux
droites (BC) et (AD).

Plans perpendiculaires

15 Soit (#) et (2) deux plans sécants.
Démontrer qu'il existe un plan et un seul, perpendicu-
laire a () et a (2), passant par un point A donné.

16 Soit (#), (9') deux plans sécants, (A) leur droi-
te d'intersection et (I1) un plan orthogonal & (A). On
désigne par (%) et (9°) les droites d'intersection de ([1)
avec (P) et (&') respectivement.

Démontrer que (P) et (') sont perpendiculaires si et
seulement si (20) et (2’') sont orthogonales.

17 Soit (@) et (2') deux droites respeclivement
orthogonales  deux plans (] et (#").
Démontrer que (') et () sont perpendiculaires si et seu-
lement si () et [@’) sont orthogonales.

18 s0it (@) et () deux plans sécants suivant une
droite (A). Pour tout point M de %, on désigne par H, et H,
les projetés orthogonaux respectifs de M sur () et [%,).
Démontrer que, si M n'appartient ni & (?,) ni & (2]
alors les points M, H, et H, ne sonl pas alignés et le
plan (MH, H,) est perpendiculaire a (@) et [2,),

19 Soit ABCD un tétragdre régulier, [ et ] les
milieux respectifs des segments [AB] et [CD].
1. Démontrer que les plans (ICD) et (JAB) sont perpen-
diculaires.
2. Démontrer que le plan (ICD) est perpendiculaire aux
plans (ABC) et (ABD] et que le plan (JAB) est perpendi-
culaire aux plans (ACD) el (BCD).

20 Soit (,), (#,) deux plans sécants suivant une
droite (A) et (1) un plan orthogonal & (4).
On désigne par (¥) 'ensemble des points M de & situés
a égale distance de (9,) et de (2,).

1. Démontrer que l'intersection de (%) etde (1) est un
Fn‘semble (#). réunion de deux dreites perpendicu-
aires,

2. Pour lout point M de %, on désigne par M’ le projeté

orthogonal de M sur (IT).

Démaontrer que : M e (F) & M’ e ($).

3. En déduire que (%) est la réunion de deux plans per-

pendiculaires, sécants suivant la droite (4).

APPROFONDISSEMENT

21 S0it O un point, () un plan ne passant pas
par O et A un point de (?). On désigne par (A) une droi-
te de (%) contenant A et par H le projeté orthogonal de
O sur [A).

Déterminer le lieu du peint H quand (A) pivote autour
de A.

22 Soit O un point et (A) une droite ne passant pas
par 0. On désigne par () un plan contenant (A) et par
H le projeté orthogonal de O sur (#).

Déterminer le lieu du point H quand (%) pivote autour
de (A).

23 Soit (#) un plan, A et B deux points distincts
de (%), (€) le cercle de diamatre [AB] inclus dans (@), C
un point de [§) distinct de A et B, (2) la droite ortho-
gonale & (?] en A, D un point de (2) distinct de A.

(@)
D

Wl

1. Démontrer que les droites (BC) et (CD) sont perpen-
diculaires.

2. Démontrer que les plans (DAC) et (DBC) sont per-
pendiculaires.

3. a) Dans le plan (ADC), soit 1 le projeté orthogonal de
A sur la droite (DC),

?émc;mrer que la droite (AI) est orthogonale au plan
BCO).

b) Dans le plan (ADB), soit ] le projeté orthogonal de A
sur la droite (DB).

Démontrer que le triangle AlJ est rectangle.

c) Démontrer que les points B, C, 1 et ] sont cocycliques.

28 soit (%) un plan, A, B deux points de () tels
que AB = 1,1 le milieu du segment [AB], (@) la droite
de () passant par A et perpendiculaire & la droite (AB),
et (4] la droite orthogonale & (%) en B,

Pour tout point M de (%) et tout point N de (A), on
désigne par ] le milieu du segment [MN],

1.0n pose: AM=a et BN = b,

Calculer MN en fonction de a et b,

2, On désigne par K le milieu du segment [AN].
Démontrer que le triangle IK] est rectangle en K.
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s

M
& my

()|

3. Calculer 1] en fonction doael b,

4. On suppose que M varie sur (@) et N varie sur (A) de
manizre & ce que MN soit constant et égal a 2,
Déterminer le liey dy point J.

25 soit () un plan, A, B, C trois points de & et
a, b, c trois nombres réels.

On désigne par A, B, €' les projetés orthogonaux res-
pectifs de A, B, C sur {er).
1. On suppose : a + b= 0.
Démontrer que Je projeté orthogonal sur (%) du bary-
centre des points pondérés (A, a), (B, b) est le bary-
centre des points pondérés (A', a), (B, b).

2. On suppose ‘a+b+cezq,

Démontrer que le Projeté orthogonal sur () du bary-
centre des points pondérés (A, a), (B, b), (C, ¢) est le
barycentre des points pondérés (A', a), (B', b), (C', c).

26 Soit SARC un tétraédre tel que les triangles
SAB, SAC et SBC sont rectangles en S, H le projeté
orthogonal du point 8 sur Je plan (ABC).

1. Démontrer que H est l'orthocentre du triangle ABC,
2. Démontrer que les angles du triangle ABC sont aigus
(on pourra utiliser Ja théoréme d'Al Kashj).

3. Dans le triangle ABC, A', B’ et C désignent respective-
ment les pieds des hauteurs issues des sommets A, B et C,
Quelle est la nature des triangles ASA’, BSB' et CSC ?
4. Démontrer que ; aire(BHC) = gﬁl x aire(BSC).

5. Ecrire des égalités analogues relatives aux aires des trj-
angles AHB et ASB d'une part, AHC et ASC d'autre part,
6. Démontrer que : 5% = E?E + 5%5+ .‘.-‘71@

(On pouira exprimer le volume du tétraédre de deux
fagons différentes.)

27 Tétraédre orthecentrique
Soit ABCD un tétraédre. On désigne par A', B, C, D' les
Projetés orthogonaux respectifs des points A, B, C, D
sur les plans (BCD, (ACD), (ABD), (ABC),
On suppose que A’ est I'orthocenlre du triangle BCD.
1. Démontrer que le plan (ABA') est orthogonal 2 Ia
droite (DC). En déduire que les droites (AB) et (DC) sont
orthogonales.
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2. Démontrer que les droites (AQ) et [BD] .

nales, ainsi que les droites (AD) gt (Bg)  Sontg
3. Démontrer que B, C', D’ sony les oty
pectifs des triangles ACD, ABD, ARC, OCehtrpg
4. Démontrer que les droites (AA), (BB, (o
sont concourantes en un point 4, Dpy
H est appelé orthocentre du tétraddre, Sey, kil 4
orthocentrigues ont un orthocentre. 6s tébué%

28 50it AOB un triangle rectay le is
I le milieu de [OB]. 2 Ble Isochle g 0g
On désigne par () la droite orthogonale ¢
(AOB), gar (?) le plan déterming par B Etn[gcj}].aipla_n
point M de la droite (@), on associe 15 droite (4, inkim
se dans () et perpendiculaire en M 3 (), Clu-
1. Soit A’ et B' les projetés orthogonaux Tespectifs g X
et B sur (A,,). :
Démontrer que les droites (BB"), (
paralléles et que M est le milieu dy
2. Démontrer que : AA' = BB",

') et

M) et (0ay S0

segment [A'g 1. -

29 Soit (?) un plan, O un point n'ap
& (2), H le projeté orthogonal de O sur (@)
de (%) distinct de H.
Soit (D,), (2,) deux droites distinctes de (@) Passant pay
A et ne passant pas par H. Les droites orthogonales g
O aux plans définis par O el (%,) d'une part, O at 2,),
d’autre part, coupent respectivement le plan () en M,
et M,.
1, Dézmnntrer que les points M, et M, sont distingts,
2. Démontrer que la droite {OA} est orthogonale au plan
(OM,M,).
3. Démontrer que la droite (AH) est perpendiculaire 3 la
droite (M;M,).
4. On désigne par A’ le point d'intersection des droites
(AH) et [M1M2}.
Quelle est la nature du triangle ADA’ 7
Trouver une relation liant OH, Al et A'H.
5. La droite (M, H) coupe (&2,) en B et la droite (M, H) coupe
(22,) en C. Démontrer que H est l'orthocentre du triangle
ABC et que les droites (BC) et (M,M,) sont paralliles.
6. Sur quel ensemble se déplacent les points M, et M,
lorsque les droites (D) et (2,) varient dans (@) ?

Partenant pyg
®LA un poipy

30 50it OABC un tétrasdre ot P, Q, R des points
tels que les droites (OP), (0Q), (OR) soient respective-
ment orthogonales aux plans (AOB), (POC), (POQ).

1. Démontrer que les drojtes (0A), (0B), (OQ) et (OR)
sont coplanaires.

2. Démontrer que les plans (AOB) ot (POC) sont sécants
suivant la droitg {OR).
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Vecteurs de I'espace

Introduction

Nous avons pu apprécier en géoméirie plane la puissance et la
maniabilité de l'outil vectoriel, du produit scalaire et du barycentre.
L'objedtif de ce chapitre est d'‘éfendre & l'espace l'usage de ces outils, en
particulier pour déterminer des droites et des plans.

1. Extension a 'espace de la notion de vecteur.......... 194
B, DAL BLTEIBIEE mmumvirmmsssessmsroiirsii  $30
B Produlb sCaiBie. e amiirarisiaisiisaeime 136

Vecteurs de I'espace 123



www.biblio-sciences.org

o EanTiie
o g ':II.-\-*

e > =
e [P Y al 74 ©
; 1. G "3:] 5:5 PO ICL G =dF
] Elt: A e o
o T : THps e ¥

1.1. Définitions et propriétes B

mine un vecteur noté AB, caractérisé par :

» Un couple (A, B) de points distincts de % déter
— une direction, celle de la droite (AB) ;
_ un sens, le sens de parcours de A vers B sur (AB) D

— une longueur, celle du segment [AB]. c

—k
; u
Un couple (C, D) de points de % détermine le méme /

vecteur que (A, B) si et seulement si CD a _méme
direction, méme sens et méme longueur que AB.

On dit que (A, B) et (C, D) sont des représentants du
meéme vecteur.

= Pour tout point A de %, le couple (A, ﬂLdétermine A
un vecteur appelé vecteur nul et noté 0. Il n'a ni
direction, ni sens.

e L'ensemble des vecteurs de I'espace est noté W.

— — o s
¢ Soit un vecteur u de représentant (A, B) ; on _flppe!le norme de u la distance AB, On la note : [Jul|.

Comme dans le plan, ona: lul=0 & _};: 0. =
On appelle vecteur unitaire tout vecteur u tel que : lull = 1.

¢ Deux vecteurs sont colindaires si 'un des deux est nul ou s'ils ont méme direction,

—bk = " " # ]
» Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si l'un des deux est nul ou si leurs directions sont orthogonales,
.
On écrit : u L v.

Les propriétés suivantes, établies dans le plan, sont encore vérifiées dans I'espace.

Propriété 1
Les trois énoncés suivants sont équivalents ;
— e e
'« AB=CD;
+ [AD] et [BC] ont méme milieu ;

—r —
= AC = BD.

Pour tout point O et tout vecteur u, il existe un et un seul point M tel que 61:1 = o3 '-]

1.2, Calcul vectoriel

memmmm Opérations sur les vecteurs

La somme de deux vecteurs et le produit d'un vecteur par un no ’ ' d
la méme fagon que dans le plan. mbre réel se définissent dans I'espace de
Les régles de calcul sur les vecteurs de 1'espace sont analogues 2 celles Skalition dans 1o piia
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— —
b= 'ointsA._l;". E ﬂe ¢, ona:AB+BC=zi-é{relauon de Chasles).
7 fﬂ:i wu;.vsﬂwurs U, 0,10 de W et tous nombres réels A, i, on a:
w . W ; (2) (U+D)+w=u+(v+w0);
i —k,
]ﬁs?.uﬂ”‘ ; @ A(r+v)=Au+A7;
6) 1u=1u;

AL -
sl'?-wul"'ﬂ“x"]“ o s e o
t’ i [l + 7] (mégalité triangulaire) ; (&) Il A ull = |2 |l

pémgnstratlon
08 Jémontrerd seulement la propriété (2).
gait 01 A BetC qua_tl;e pgints de ¢ tels que :

3.5,08=7 et 0C=w.

op considere lespoints D, E, F et G définis par :
—F — — M, 5 g

A= DE el ;ﬂ..:E =}_];F _%G _%Gl

Ona: OE,.: 013++ DF; +0CG;

dooc : (OA + OB) + OC = OA + (OB + ac),

On en déduit 1a propriété (2).

nggrguzs
n géométrique associée & la somme de deux vec-

+ De méme que le parallélogramme est la configuratio
teurs du plan, le pave est la configuration associée & la somme de trois vecteurs de I'espace.
= — . r » L) & & .
» Deux vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement si il existe un nombre réel A tel que :

3=)d on w=Av.

.=+ : — —r —
v Soit 1. O et b trois vecteurs de I'espace ; tout vecteur de la forme Au + pv +Viv, o A, el v sont des
—y —F >

nombres réels, est appelé combinaison linéaire des vecteurs u, v, 0.

memmm Barycentre
La définition et les propriétés du barycentre de points pondérés du plan se généralisent i l'espace.

Ainsi, étant donnés A, B, C et D des points de %, a, b, cetd dfs nargyres_féel
il existe un et un seul point G de tel que : aGA + bGB + ¢GC + dGD = 0.
(A, a), (B, b), (C, c) et (D, d).

Lepoint G est appelé barycentre des points pondérés

stelsque a+b+c+d#0,

Exemple

ﬁfl:%n est un tétraddre. On désigne par I et J les milieux i el
s es arétes [AB] et (CD], par G I'isobarycentre des points A,
*LetD, par A’ le centre de gravité du triangle BCD.

et comme barycentre des points Aet Al
:Endéduira que : AG = %_ ik,
‘Et:i;:; .Cnmme barycentre des points 1 et].
Lepo,-m ere que G est le milieu du segment (1.
est appelé centre de gravité du tétraédre ABCD.
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—1.3. Repéres de droites et de plans de I'espace

mEmm=m Repére d’une droite de I'espace

Soit A un point de % et u un vecteur non nul ; 'ensemble
des points M de % tels que les vecteurs AM et u sont coli-
néaires est une droite de l'espaﬂe appelée droite passant
par A et de vecteur directeur u, ou droite de repére (A, u).

On la note : %[A.u].

Soit A un point de € et u un vecteur norlgul de W. ; 25
Lensemble des points M de % tels que AM = Au, A € R, est la droite de repére (A, u).

drque

Soit A et B deux points distincts de €.

* L'ensemble des points M de € tels que AM =\ AB, A e R, est la droite (AB).

* L'ensemble des points M tels que AM =) AB, \ € [0 ; +eof, est la demi-droite [AB).
* L'ensemble des points M tels que AM =X AB,\e [0;1], estle segment [AB].

mmmmmm Repeére d’un plan de I'espace

Soit A un point de % et TI. v deux vecteurs non colinéaires
de W. Dn déslgne par B et C les points de % tels que :
AB=1u et AC= o, Les points A, B, C deﬁmssentunplan ().

. Dapres les résultats établis en géométrie plane, le triplet B ";—:/
(A, AB AG] est un repére de (@) et, pour tout point M de P
(@), il Ex_‘lste un cuuple unique (A, p) de nombres réels tel
que : : AM = AAB + #&C

* Réciproquement, soit (A, p) un couple de nombres réels et M le point de % tel que : AM = AAB + pﬁrf:.
On admet que M appartient & (%).

' Spit A un point de €, U et v deux vecleurs non {:ullnémres de W.

 L'ensemble des points M de % tels que AM =A%+ HD, (W) e R?, est un plan de l'espace.

Ce plan est appelé plan passant par A, de vecteurs direcleurs % et v, ou plan de repére (A, u, _')
On le note : P(A, u, v),

—1.4. Yecteurs coplanaires

pommmm Définition
Soit %, © et w trois vecteurs de W, O et O’ deux points de €,
On désigne par A, B, C, A', B', C' les points définis par ; Of = O'A = % OB=0% = o 0C=00C =w
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On suppose que les points O, A, B, C appartiennent & un
méme plan (?) de repére (0, 7, j).

Il existe deux nombres réels A et p tels que : OA=AT4+ wj
Donec : D'A ll+p.J,

A’ appartient au plan (') de repére (O, Ifj']

On démontre de méme que les points B' et C' appartiennent au plan (#”).
Ainsi, les points O', A!, E et C ' sont coplanaires.

On dit que les vecteurs u, vetw sont coplanaires.

On peut généraliser I'étude précédente 4 un nombre quelconque de vecteurs.

Detinition

Les vecteurs u,. ug) w et u de lespace sunt dits cnplanau'es si, étnm donnés un pmnt Ode%etles

points A, Ay, .., A déﬁms par DA - u,, OA = uz, s DA = u les points O, A}, A,, ... et A,
'sont coplanaires.

Cette définition est indépendante du choix du point O,

EE"‘IETQUES

* Deux vecteurs u er v Sont toujours coplanaires, puisque, étant donné un point O et les points A, B tels
que OA =1, OB = v, il existe au moins un plan contenant O, A, B.

* Trois vecteurs peuvent étre non coplanaires ; les vecteurs OA, OB et OC sont non coplanaires si et seu-
J'ement SJ les points O, A, B et C sont les sommets d un tétraédre.

* Si u et vsont colinéaires, alors, pour tout vecteur w, les trois vecteurs u. v et w sont coplanaires.

el Prupriétés

Smt u, v et w trms vecteurs de ‘W teis que Tet U ¥ sont non m]memres !
i

u. U et w sont cuplanau-es si et seulement si © est une numhinnison lmamre de u et v,

Démonstration
—p

Soit O un point de %, A, B, C les points de % tels que : OA=1,0B=70,0C=
et (‘FP] le plan de repére (O, 1, v), c’est-a-dire le plan (OAB),

e A ]

u, v, w coplanaires < 0, A, B, Ccoplanaires A B
= Ce (%) M O /'i—_r C

o 3 pe R ©o=Au+p o

Propriété 2

Soit 1, v et w trois vecteurs de

!
L IR
l, -
=

I:’, ¢ el w sont coplanaires si et seulement si il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs égale -
au vecteur nul sans que ses coefficients soient tous nuls,
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—
Cette propriété peut s'écrire : ‘ (0,0, 0) et A+ I»l-l_; +vw= 0.

o Deticoplanaires & A mVIeR (A V) #

Démonstration

G figshue abard 8 ok D& 4 et A d' utre Part il exlste deux nombres réels ), et K nop
D'une part, les vecteurs u, vetw sont coplanaires ; 0.4 7 =0, avec (A, 1, 0) # (0, 0, ),

v+0
tous deux nuls tels que A U+ o= 0, donc tels que : AT+

aires. L
]s A et p tels que : w=Au+uuo

On éludla mamtenam le cas ob % et b ne sont pas coliné
* Si u, v et w sont cuplanmr&s il 'BXISlE deux
On a donc : lu+pu+[—1]w 0, avec (A, p, -1) (0, 0, 0). F
» Réciproquement, soit A, jL et v, trois numbres reels n

Le nombre v est non nul, sinon on aurait : A P v=
seraient alors colinéaires, ce qul est en contradiction ave

Ona dﬂnc w —— %—' _En o dap]’és la_ pmpriélé 1 1@5 vecteurs u:

nombres rée

on tous nuls, tels que : AU+ U Dy m [3
0 avec (A, p) # (0, 0) ; les vecteurs uet v
cl hypoLhése

T et w sont coplanaires,

Propriété 3
"Trois vecteurs u. Vetu w wde ‘W sunt non cuplanmres si el seulement si le seul mplet (A, 1, v) de nombres
réels tels que ?..u + uv + vw = D estle triplet (0, 0, ll]

Cette propriété est un autre énoncé de la propriété 2. Elle peut s'écrire :

— -
u.ﬁeiﬁnunﬂuplanaires = {?‘;+|.15'+vw=0 = A=p=v=0)

Exemples

ABCDEFGH est un cube ; on pose : AB=1 AD = AE=T
Ces vecteurs sont non coplanaires, car A, B, D et E sont non
coplanaires.

—1—.—1-—!—!-
i+

» Les vecteurs 1 + K, J+ ki = % sont cuplanai.res.
En effet : 2(7 + k) — (T+ J+R) - ((-F+ 1) =

e Les vecteurs f, i+ J, i+ j+ .u'-: sont non cupla.nauas

En effet , soit trois nombres réels A, p, v tels que :
A+ p[?+}]' + v[?+ _T+ E] =
Ona:(A+p+v) T+ (+v)J+vEk=0.

Les vecteurs i, I % étant non coplanaires, on en déduit que :
A+pu+v=0
{ L+v=>0
v=10
Dolt: A=p=

—1.5.. Travaux dirigés

mEEEEEE ABCD est un tétraédre et I, ]. K, L sont les points définis par ;
Ai=1A4B, bj=10C Ak = 3 AD, BL= 3 B¢, '

-

On pose : AB = u, ACav, A_ﬁ=w,
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On se propose de démontrer que les points 1, |, K et L sont coplanaires et de déterminer les points
d'intersection des droites (I]) et (KL) et des droites (IK) et (JL).

1°) a) Exprimer chacun des vecteurs l_l': IK et IL en fonction des vecteurs u, vetw.

b) Calculer le vecteur Qvﬂ*— 8IK - 41L.

En déduire que les points 1, ], K et L sont coplanaires.

2°) Démontrer que le point P, barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1), (C, 3) et (D, 6), appartient
aux droites (I]) et (KL).

Exprimerfl’ en fonction de u, v et w.

3°) a) Démontrer que les droites {IK] et ([L] sont sécantes en un point Q de la droite (BD).

b) Démontrer que : 3 Q[ 8 QK QB BQD 0

En déduire I'expression de AQ en fonction de , © et w

Solution

19 a)Ona: I =Af - = AD +Dj - Al ; done : IJ = - SE’+%B+—2H—E;.

On démontre de manigére analngueque:IK-—%§+%—ﬁl’ ot IL = 1—23+%3
T =t — 3] 1\ i . »

b}QII—BIK—4lL=(—3+—§-+-3~)u+(3-3]u+[6—6)w-U

Les vecteurs l_]: IK et IL sont coplanaires ;
donc les points I, ], K el L sont coplanaires.

2°) On a: P =bar ((A, 2), (B, 1), (C, 3), (D, 6]}

De plus : ﬂ: l—ﬂ_ﬁ = I=Dbar{(A, 2), (B, 1)) ;
D = —2-5:": = ] = bar {(C,3),(D,6)].

Donc : P = bar {(I, 3), (], 9)) et P e (I]).

On démontre de méme que P appartient a (KL).

Ona: AP = %[ﬁ+3ﬁ+ﬁﬁ_ﬁ]

—..1—_' =3 —,
-12[u+3u+ﬁw).

3°) a) Les droites (IK) et (JL) sont coplanaires.
De plus, (IK) et (JL) appartiennent respectivement aux plans (ABD) et (CBD), sécants suivant la droite (BD).

(IK) et []'L] ne peuvent étre pa.rallé]es sinon elles seraient paralldles & (BD), ce qui est impossible.

En effet :BD =— e+ el IK=— 41+ - w ; ces deux vecleurs ne sont pas colinéaires,

3 4
Done les droites (IK) et (JL) se coupent en Q, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (BD).

— - —»

b)Ona:I=har((A, 2),(B,1)} = 3QI=2QA+QB.
— — — —_— —p
De plus : AK = %AD — K =bhar((A, 2), (D, 6)), donc : 8QK=2QA +6QD.
On en déduit que : 3 ﬁi—a L'EI( -—-fiB -6QD.
Ce vecteur est nul, sinon il serait simultanément vecteur directeur de chacune des droites (IK) et (BD) qui
sonl sécantes.
T = 1 — .=

On a : Q = bar {(B, 1), (D, —6)| ; on en déduit que : AQ = - = (—56w).
On démontre de méme que les droites (IL) et (JK) sont sécantes en un point R de la droite (AC), tel que :

o —
AR =3,
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WE X T Cices B A7 S AT 727 o,

— = b X
l.e Soit i, j, k trois vecteurs nop ¢

P
1.0 ABCD est un tétraddre. o COplangiry,
1. Construire Jes points E et F tels que : D:u;::::::sc%u& les vecteurs suivanys sont pgy,
E=E§+Eﬁ et §=ﬁC+BD* E',IP;"‘?}P"‘}, et TE-I-?
4 ilieu de [EF] et o L T
2. Démontrer que D est la milieu de | b2ToT 2‘}:}3 o BT,
ERERB gi-1 J-% et k-7,
1.b ABCDEFGH est un cube de centre 0. -
' —p - = i tetr d.l‘ o
On pose: AB = 1, AD = Eflf‘ﬁ =, 1.f  Soit ABCD un tétragdre et L, [, K, L Jog Milieyy

1. Exprimer les vecteurs BG, CH, 5+GP_ﬁ et GE respectifs d—e.-{AB_J.’ [Bﬂ' IC_I? . ED_P,‘}'
Onpose: AB=u; AC=vet AD=y

en fonclion de &, ¢ et ;
2, Construire les points I, | et K tels que : 1. DG]_'IPEI'_?BHX points ie chacune_r}eﬂ droitey ;
@ (L u—w), D,l], u+v)et DL, u+ p- 2.

Al= Ll w0, A = L (U +m0)+ vet :
Al = o (u+ )+ w, Al 7 (1 + @) 2. g) Déterminer, en fonction de &, ¢ ef i, yy

AK= 1@+ + 2 le de vecteurs directeurs d
7 couple de vecteurs directeurs de chacun des
plans (AJK), (BKL), (CIK) et (DJL).
l.c  ABCD estun tétragdre. Soit1, J, K et L les centres b) Démontrer que les points I, ], K et L sop
de gravité respectifs des triangles BCD, CDA, coplanaires et déterminer un repére du plan
DAB et ABC. gy s e qui les contient.

Démontrer que : Al + B]+CK+IDL= 0.

d " ].g Soit ABCD un tétragdre, G le barycentre des
1. Soit ABCDEFGH un pavé. Préciser, dans cha- points pondérés (A, -1, (B, 2), (C, 1), (D, 2] el
cun des cas suivants, si les vecteurs sont copla-

naires ou non :

1le milien du segment [BD].
Démontrer que les points A, C, G et | sont copla-

—+ —r —F — —F —
a)AB, DB, EC : b)DH, CF,AD —AB; s
— = —r  — — e i naires.
c}AE,AG, FE-FG ; d]AC, DF, FE - HE.

TR e e regrr——— s an —y

—2.1.. Bases de W

sEmm=m Infroduction

Soit ACUEHGH un “‘i‘:"'- On désigne par I, J et K los milieux respectifs des segments [AB], [BC] et 13F)
On pose : i = BI, j'= B] et k = BK,

* Justifier que les vecteurs i, f et  ne sont pas coplanaires. D i
* Exprimer en fonction de 7. }* ot It chacun de i IA, AR ’
¢ Expr en a8 L § vecteurs suiv :

AD, CG, IC, DB, FC, Bl DF, e S8

* On considére le point O tel que : BO = it j’.,. .
Justifier que O est le centre du cube. ' ¥

* Construire les points P, Q et R tels que : DP = — 4T, GQ=J"et FR=T'+2
Exprimer en fonction de 7, j" et % chacun des vecte

=
m
-

—p —»

urs suivants : AP, PQ,R

!

~

"
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pezmmmm Coordonnées d’un vecteur

Propriété tondamentale ;

Soit 7, j et k trois vecteurs non coplanaires.

Puur tout vecteur u de W, il existe un et un seul triplet (x, y, z) de nombres réels tel que :
U= x£+JJ+zk

Cette pmpnété :-ngmﬁe que tout vecteur de l'espace peut se décomposer de fagon 11]11tu comme combinaison
linéaire de 7, j'et k& pourvu que ceux-ci ne soient pas coplanaires.

Démonstration
Existence

Soit u un vecteur, (O, 1), (O, ]), (O, K) et (O, M) des représentants respectifs des vecteurs _Ef I ¥ et .

On désigne par P le point d'intersection du plan (OI]) et de la droite de repére M, 5, par Q le point
— —

tel que : 0Q = PM.

P appartient au plan de repere (0,7, ), donc il
ex1ste un cuuple (x, y) de nombres réels tel que :

OP = xE+yJ

DQ el k sont co]_méalres donc il existe un
nom!:re réel L% tel que : OQ zk.

DQ PM & OM DP+DQ
On en déduit que .OM = xT. +yj 7+ zk.

Clest-a-dire : u=xi+ y:f'+ zk.
Unicité
Soit (x', y', z’) un triplet de nombres réels tel que : U=xT+ y'_;_"+ 7'k,
Ona:xi+ y_?+ k=xi+yj+zk = (x —x']?+ (y- y']_-j*+ (z—2z)k =
x-x'=0
=+ { y-y'=0
z-z' =10
x=x
= { y=y
=2,
Le triplet (x, y, z) est donc unique.

Détinitions ;
= Tout mplet [: j, k] de vecteurs non coplanaires est appelé base de W. !
« Soit (i, _? k) une base de W et U un vecteur.

L'umque triplet (x, Y z] de nombres réels tel que u = xi + yj+ zk est appelé triplet de coordonnées
de 7 dans la base (7, 7 7).

x
On note : ﬁ(y) dans (i
4

Remarque

Dire « on munit ‘W de la base (i, }.’ ) » signifie que les coordonnées (x, y, z) de tout vecteur u de W sont
X

exprimées dans la base (7, 7. ). On écrit alors simplement : u| y
z
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Propriété —
W’ deux vecteurs.

'Soit (, 7, ¥) une base de W, A un nombre réel, ¢!

x x' e s X 4 ;x
Si -'I(y ) et El(gl). a.lﬂrs [H + u!}( Y + y') et (?ﬁu] lg .
: z z' zr+ z, %

“ T : . i du lecteur:
La démonstration de cette propriété est I ve du lect

iosée & |'initiali

honormée

mmmmmm Base orthogonale, base ort

Détinitions s
« Une base est orthogonale lorsqu'elle est constitu
« Une base est orthonormée lorsqu'elle est orthogo

O T i T I
(i, j, k) est une base orthogonale si et seulementsi: iLJ, JL I«i k-’.L E'_, = . .
(si:TLT FLE RLT et Tl =1il=lkl=1

ée de trois vecteurs deux a deux orthogonauy,
nale et constituée de trois vecteurs unitaires,

— = -
(i, j, k) est une base orthonormeée si et seulemen

Exemples
1 G

ABCDEFGH est un cube d'aréte 1. i

—_— — — :
« (BC, EA,HG) est une base orthonormée de W, E : t
-E&:Eﬁ+13_c'=ﬂ_c'+ﬁ&;

ey i LSRR, W [
donec AC a pour coordonnées (1 ; 0 ; 1) dans cette base. 3 &
— — — — —F — —_—

-I{B=_l:£E+EA+AB=-BC+EA+HG: s
donc HB a pour coordonnées (-1;1; 1) dans cette base. A B

__9.9. Reperes de ¢

pemmssn Définitions
'—PD‘E tout P_?i'.l.t,o qf % et toute base (7, j, k) de W, il existe un unique triplet (I, J, K) de points tel que :
OI= i; O]=thK= k'
e Si 0,1, ] et K sont quatre points non coplanaires de % ; alors le triplet (ai a, [3_12] est une bhase de W
« Soit (7, j. ) une base de W et O un point de €.
Pour tout point M de %, il existe un et un seul triplet (x, y, z) de nombres réels tel que :
— —k - i z 4 ==
OM =x1i + yj + zk ; en effet, il existe un seul vecteur OM de ‘W, donc un seul triplet de coordonnées de

OM dans la base (7, J, k).

» On appelle repére de l'espace € :
— ou bien un quadruplet (O, .I.'_l: K) de points non coplanaires ;
- ou bien un quadruplet (0,1, j, ), ot O est un point de % et (7, j, k) une base de -
« Soit (0,7, Jj, ¥) un repére et M un point de I'espace %. b
L'unique triplet (x, y, 2) de nombres réels tel que : OM = o Ay : rdullﬂé"'s
— x = + zk 16 triplet de coo
du point M dans le repére (0,7, J, %). UJ+ 2K est appelé tripie
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z

Vocabulaire

» Le point O est appelé origine du repére.

* - =, - X o
Dm:M(y) dans (0,7, 7, %) o DM(y)dans (1, J, k).
Z

* Les nombres réels x, y et z sont appelés respectivement abscisse, ordonnée et cote du point M,
* les droites de repires (0,7), (0, J) et (O, %) sont appelées axes de coordonnées du repére.

* Le repére (0,1, j, k) est dit orthogonal lorsque la base (7, j, k) est orthogonale.

* Le repére [0.?. __f TE} est dit orthonormé lorsque la base {?. :j' I:}] est orthonormée.

Exemples

Soit ABCD un tétraddre : {A,Eﬁ.zﬁ],rﬂ] est un repére de €.
* Soit A’ le centre de gravité du triangle BCD.

Dna:ﬁ&% {E+E+A_ﬁ];

donc A’ a pour coordonnées {%; %—; %] dans le repére (A, AB, AC, AD),

* Soit G le centre de gravité du tétraddre.
Ona:AG =2—A_A' -

— —

-
donc G a pour coordonnées {%; ;i—; '}F] dans le repére (A, AB, AC, AD).

mmzmmm Représentation d’un point dans un repére

%€ est muni du repere (0,1, 7 5. :
Soit M le point de coordonnés (x; y ; z). J :
Pour placer le point M, on peut utiliser la construction suivante. [ il T

* On place sur la droite de repére (0,7) le point P, tel que : 1 oy
ab, = 7.

* On place sur la droite de repére (0,7) le point P, tel que : B
6]_52 — y_T. — i ' : ,‘f
* On place sur la droite de repére (O k) le point P, tel que : i o P
ob, - k.

+ On construit le point P tel que : op =15151 + 5]52.

...................

» On construit le point M tel que : OM = OP +C_}133.
Ona:OM = 6f’1 +E}T?2 +.5P3

Ly # Sur la figure on a :M(
= Xi+y]j+zk

).

raf~a e

Le dernier point construit est bien le point cherché.
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mmmmmm Calculs dans un repére

Soit A(;:). B(;:). C(;g) dans (0,7, 7, 1) et a, b, ¢ trols nombres xbelB1ely qus a b euy,
| o

Zy Ze

i Xp—Xp N
*Ona: AB(yB yﬂ)dans (i, Ji )
Zg— 2,

X, + Xy
2

* le milieu de [AB] est I y"‘“; Y8 | dans (0,4, j, K3

I‘,.'i-ZB
2

_|.—|-—P

a +bb +cC
ayf, + +cy —,
« le barycentre de (A, a), (B, b) et (C, ) est G i‘fﬁﬂ—‘l?—c dans (0,7, ji k).
az, + bzy + ¢Z¢
_a+b+c

Démonstration guidée
s Déterminer les coordonnées des vecteurs 6:&5]5 et OC.

. }usﬁﬁerque:?ﬂ=5ﬁ—6?&;ﬁi=1—(ﬁ +61§];{3?3=—1—- [ﬂﬂ+h5ﬁ+cﬁ&).
2 a+b+e

4

» Conclure.

__9.3. Travaux dirigés

Ill- Smt ABCDEFGH un pavé, I le milieu du segmenl [EH] J et K les points tels que :
A] -3— AE et BK = —1— BC. On munit € du repére (A, AB AD AEJ

1°) Déterminer les cuurdonnees des points I, |, K et G, puis celles des vecteurs I[ et GK.

En déduire que les points I, ], K et G sont coplanaires.

2°) a) Déterminer les coordonnées de L, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (AB).
b) Déterminer les coordonnées de M, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (DF).

Solution

o . 1 1 . Tl p

1°)Ona: I( 2 ).}(':)-K(';).G(l) ;donc ; J (--;_) et GK (_%_)
1 T 0 1 _% A

Ona:GK= %ﬁ les droites (I]) et (GK) sont parallales ;
donc les points I, ], K et G sont coplanaires.

2°) a) L appartient a I'axe des abscisses ;

donc son triplet de coordonnées est de la forme : (x ; 0 ; 0).

Le plan (IJK) coupe les plans paralléles (EFG) et (ABC) suivant les
droites paralleles (IG) et (KL).
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i 1 . xr=1
Les vecteurs 1G ( -12— ) el KL( —}I ) sont colinéaires ;

0 0
.donc il existe un nombre réel A tel que : KL=21G.

Xx=1=3 1 1

& A=-= et x=+.Donc:L| 0
I T 2 2
4° 32 0

1
2

).

b) Soit (x ; y ; 2) le triplet de coordonnées du point M.

0
Onpnse:u:ﬁﬁet E’=ﬁj1—:;ona:ﬂ(3)et?(
4

0 1
Dna:D(l)etF(ﬂ
0 1

= 1
) : donc : DF (—1).
1

1+3u=v ?..:—25—7
Onen déduit:4 1+3A=1-v & 41=-£1—7
1+4k—2u=v v:%

3
0 )
-2

Me (IK) & 3I(Aue RZ.G_}JI=}J+|.1?:’. Donc:{

xr—1=3p x=1+3u
y—1=3L = {y=1+3?~
z-1=4A-2 Z=1+4A-2p
x=v
-V & {y=‘l—v
Z=V
5
a
,Ona: M ]
3
9

WE XTI CICOS BB s o i A e

2.0

| 1 -2

- = =
la base (i, j, k).
1. Calculer les coordonnées des vecteurs :
- —y = I e —_
u=-2v+w 2u+v—w, u—1u+ .

L — — —* i
2, Démontrer que u, v et w sont coplanaires

. g, . .

(on pourra exprimer w comme combinaiscn
o . - —
linéaire de u el v ).

-2 " 5 W )
Soit les vecteurs u(l ),If( 0 ) elw| 1 ) dans
la base (7. 3: ®). 0 =% B

1, Démontrer que (u, B, @) est une base de W
—=p

2. Galeuler les coordonnées des vecteurs i, jel

=

k dans cette base.

2b

7

2 -1 2
Soil A(—l). B( 1) et C( —2) dans le repére
1 3 0

- =F —F

©, 77 R
h{]alculer les cuur_c'lujl‘n_%es des vecteurs AB et
AC dans la base (i, j, k). En déduire que les
points A, B et C sont alignés.

2. Déterminer les coordonnées du point D tel
que ]51 =-3ﬁl§.

af =2\ 1 ~+f 0
Soit les vecteurs u( 3 ). p(—-‘l) etw( 1) dans 2.d

2.e

(1) =1 1 -3
Soit les points A(‘l). B( 4] ). 0(4) et D( Z )

0 —1 0 -5
dans le repire (O, 1 }: }_t‘]. .
1. Calcﬂer les coordonnées des vecleurs E'B
AC et AD dans la base {_:'.. ; .
2. Calculer les coordonnées du vecteur
5 rﬂ +2 .IE dans la base {_f: I -ié]. En déduire
que les points A, B, C et D sont coplanaires,

Soit les points A( 21). E( g‘i) et C( }]) dans le
repére orthonorms (O, 1, j: k).

1. Placer les points A, B et C sur une figure.
E-Calgl.}hler les coordonnées des vecleurs :TB
BC ¢t CA dans la base (7, J, K).

3. Calculer les coordonnées des points 1, ] et K,
milieux respectifs de [BC, [CA] et [AB].

4. Calculer les coordonnées du point G, centre
de gravité du triangle ABC.
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—3.1.. Définition et propriétés

memmmmm Extension du produit scalaire a I'espace

-+ = < i - —_— =y
Soit @, v deux vecteurs non nuls de W et A un point de . On désigne par B, C les points tels que AB=j;
AC =7 et par H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

1l existe au moins un plan contenant A, B, C et H. Dans ce plan, on a: /
. v = AB.AC = AB x AH = AB x AC x cos BAC. ¢
Ce nombre est indépendant du choix du point A. _.a‘Z

vom ol ot i< d
En effet, onaaussi: u.v = 5 (Il + o]l = llu = vll?) ; A/"- =
or la norme d'un vecteur est indépendante du représentant choisi.

H
AB et AC étant les normes respectives des vecteurs u et v, on en déduit que /
cos BAC, donc aussi l'angle BAC, sont indépendants du choix du point A.

Détinition
'Soit u, v deux vecteurs et A, B, C des points tels que : AB=1 et AC=v,
. On appelle produit scalaire des vecteurs u et v le nombre réel, noté u . v, défini par :
— —

a = =¥
s u. v=ﬂ,511'undem3cteu:s i ou v estnul;
e . 0=|ullll?ll cos BAC, si les vecteurs uet v sont non nuls.

ues
» Le produit scalaire de U par lui-méme est appelé carré scalaire de w. On le note : u?.
—F b | i —* =,
Ona: u?=lull®;dod :|lull = u?,
eOna:u.v=0 ¢ ulwv.
Propriétes

Pour tous vecteurs u, v, 1 de %, pour tout nombre réel k, on a :

1) E'—E’::E'ﬁﬂ = ; (@) (k). =ik ¥) =k (il. D)
(@) ud+w)=n.v+u.w : @ (U+v)v=u.w+0.0

Démonstration guidée

Les propriétés (1) et (2) ne font intervenir qu'un ou deux vecteurs, donc des vecteurs coplanaires ;
elles ont été démontrées dans le plan.

Les propriétés (1) et (3) impliquent la propriété (4),
11 suffit donc de démontrer la propriété (3). B
Soit A un point de € et B, G, D, E les points tels que :

AR -, AG = 5, AD -, A = $+ & :
On désigne par I le milieu de [CD]. A >
» Justifier que :

D

AB.AC=1 (AB? + AC*~BCY) et AB.AD =7 (AB?+ AD? - BD?),
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e Utiliser le theuréme de la mé{h:me pour transformer les sommes AC? + AD?* et BC? + BD?
e Démontrer que : u. b + u .= AB? + AI? — BIZ.
e Conclure,

margue

L'égalité u . o= ___ (1l + 1[Nz = llet - DI2) et les propriétés précédentes permettent d'établir, comme
dans le p."an les egah!es suivantes :

u. [Ilu + ol = a2 = |I7)1?) ;

Ilullz—llvliz- (u+0)(u-0).
Exemples

Soit ABCDEFGH un cube d'aréte a.

Calculons les produits scalaires : AB.AC, EB.BG
. Eﬁ.ﬁ=axaﬁxcns RIS

— — 1--—1-
BG

. AB.DG, EA.CH, AB.CG et AG.BD.

2.

— —3 — = 4 Tl
-EB.E(}:aJZXanxcos%:—az H G
(EB = BG = EG, donc EBG est un triangle équilatéral) ; i ”
» AB.DG = DC.DG = DCx DG = a? -
(C est le projeté orthogonal de G sur la droite (DC)) ; ;
- EA.E[:I=—E-[E.C_~ITI=—CG2=—QE E.’. ...... -
(G est le pmjelé orlhagunal de H sur la droite (CG) ;

— — A B

« AB.CG = AB.AE=0 [vecteurs Urthogonaux]
e AG.BD = [AC +CG].BD - AC .BD +CC.BD=0+0=0.

meme==a Expressions du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormée

Propriéte

]

zl

x x Lol
Soit u (y) et u’ (y') dans une base orthonormée (7, j, k). On a :
z

UL = Yy 2D
e lull = [2+ y? + 22

Démonstration guidée

Ona:u=xi+ Jf—t—zf:’ et u’ —IT-FJJ’.'I*?: K.

e Développer : (xi+ JJ + zft ). (x'i+ y'J+2'K ). En déduire le premier résullat.
» Envisager le cas : u’ = u. Conclure,

Remargue

Celte propriélé n'est pas applicable lorsque la base n’est pas orthonormée.

Conséquence

|

A *B

Soit ﬂ(yh) el B(yn ) dans un repére orthonormé (0,7, J, k).
Eh z_n

Ona:AB= J[-l-'ﬂ =x3 )5+ (g = yp )% + (25 - 2,2
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—3.2. Travaux dirigés

mmmmmmm 1. Equation cartésienne d'une sphére

L'espace est muni du repére orthonormé (0,7, J, R

1°) Soit (&) la sphére de centre Q E et de rayon r.

Démontrer que le point M(;) app';rlient a () si et seulement si : (x~ a)® + [y —b)* + (z-c)* =
z

2°) Soit (X) I'ensemble des points M(;) tels que : 2% + y? + 25 - 200 X — 2py~2y=+8=0 (1),
ou a, f, v, 5 sont des nombres réels. "

a) Vérifier que (1) peut s'écrire : (r— ) + (y - P)? + (2- 12 = 0% + P2 + 72 - B.

b) En déduire, suivant le signe de o2 + B2 + 72 - 5, la nature et les éléments caractéristiques de (z),
3°) Application 1

a) Déterminer une équation de la sphére de diamétre [AB], ol ﬁ(—(-,l) et B( 3)

b) Déterminer, dans chacun des cas suivants, la nature et les éléments caractéristiques de I'ensemble
X

(Z) des points M(y) tels que :
z

*XE Y +P-2x+44y-5=0;
X+ Y+ +ax-2y+22+6=0;
X4y + 2 -Bx+22+12=0.

Solution
1°)Ona:Me (¥) & OMZ=:2
& (r-alP+y-bl+(z-cP=r

2°)a)Ona:x®=20x=(r—o)-o? .rz-2|3x=[,r—|3)2-ﬂ{ X2 =2yx= -y -2
Donc: (1) < [x—O!]2+'[!,J"'B]z'*[x—‘l'}z:c‘z"‘ﬂz"‘?z"a-
b) Soit Q' le point de coordonnées (o ; B ; 4).

F4
Si of + p? +y? =8 <0, aucun point n'appartient a (£) ; (£) =

x
(Z) est l'ensemble des points M(y) tels que : Q'M? = o2 + p2 + 72 -8
Si o+ B%+y%2-58=0, seul Q appartient a (I) ; () = ().

Si 02+ p2+y2-6>0, (T)est lasphere de centre Q' ot de rayon Ve?+ p2 +.],g___5l

2
3°) a) Le segment [AB] a pour milieu I (i) et AB = J('l =32 +(5+ 1)+ (3)2=7.

2
x T 7
La sphere de diamétre [AB] est la sphére de centre 1 et de rayon % - Elle admet pour équation :

(-2P+y-2P+(-3P=()P & P+y2eR-ax_ay _3,_2_¢
b)ex?+y*+2°-2x +4y-5=0 & ["'"‘1]2+U+2)2+22—10

done, (Z) est la sphére de centre Q (TJZ) et de rayon J10.

exty 428 +4x -2y +22z+6=0 (x+2)%+ (y- 1]2+(3+”2___0.
L i
donc:[.?.]:{Qz}.Oﬁﬂ(_!)

sxftyt+2f-Bx 42241220 & (=34 1%+ (z2+1)2=-2; dopc : (z) =
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pmmmmn 2. Surfaces de niveau

’

Soil A et B deux points de € tels que AB = 6, a et b deux nombres réels non tous nuls,

On se propose de déterminer, pour tout nombre réel k, I'ensemble (I';) des points M de % tels que :
a MAZ + b MB2 = ,

(') est appelé surface de niveau k de I'application f:M— a MA? + b MB2.

1°) On suppose que : a + b #0.

Soit G le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b).

a) Démontrer que : @ MAZ + b MB? = (a + b) MG? + a GA? + b GB*

b) Déterminer (Fk] suivant les valeurs de k.

c) Application

* Déterminer la surface de niveau 28 de l'application : M — MA?Z + MB?,
* Déterminer la surface de niveau 2 de I'application : M — 'EM% 5
2°) On suppose que : ¢ + b = 0.

a) Démontrer que (I,) est I'ensemble des points M tels que : MA? - MB? = %—
—: —

b} 1 étant le milieu de [AB], démontrer que : MAZ - MB? = 2IM . AB.

¢) En déduire la nature de ().

Solution

1°) a) Cette égalité a déja été établie dans le plan ; le calcul dans € est identique.
aMA? + bMB? =a(MG + GA)? + b(MG + GB)? |
={a+b)MG%+aGAZ+bGB2+ (a GA + b GB)
= (a + b) MG? + a GAZ + b GB2,
e & 2
Bays:filisk o lghe Bouea =20

a+b
e Si k <aGA? + b GB2, il n'y a pas de point solution.

e Si e = a GA? + b GB?, G est le seul point solution.
= 2 _ 2
* Si k> aGA? + b GB?, (I') est la sphére de centre G et de rayon ‘/ fe—aGA*—b GB*

a+b

¢) Application

e a = b =1, le barycentre introduit précédemment
est le milien I de [AB] el 1A =1B = 3.
MA?+MB?=28 & ME=5.

La surface de niveau 28 de 'application M ~ MA?* + MB?
est la sphére de centre I et de rayon |/,

. MA
MB

Le barycentre introduil précédemment
est le point G tel que :

— i =

AG = -:?AB et GA=8,GB =2.

MA _ » GA?-4GB? _

MBH'J. = MG__S = 16.

La surface de niveau 2 de l'application M ~ MA
est la sphére de centre G et de rayon 4.

=2 & MAZ-4MB*=0,
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2°) a) f(M) = a MA2 — @ MB2.
Donc:fM)=k e MAz-MB==%.

— — — —
b) MA? - MB? = (MA + MB) . (MA — MB)
—y —
=2MI.BA
—  —
=2IM.AB,

cf M=k & 2IM.AB=K.
On choisit un repére pour la droite (AB).
k

2a A_B '
() est le plan perpendiculaire en H & la droite (AB).

Soit H le point de (AB) tel que : IH =

/

/M\
I H B

A

ME XCTCICOS Boor s s ari o A 7 o 77

3.0 ABCD est un tétragdre régulier de coté a.

1. Caleuler en fonction de a :
AB.AC, AB.AD, AB.BC, AB.CD.
2. En déduire que deux aréles opposées quel-
conques de ABCD sont orthogonales.
3.b SABCD estune pyramide de sommet S dont la
base ABCD est un carré de coté a et les faces
des triangles équilatéraux.
. Calculer en fonction de a :

— — — —

SA.SB, SA.SC, SA.AB, SA.BC, SA.BD.
3.¢  ABCD est un tétraddre tel que les faces ABC,
DBC sonl des triangles rectangles isocéles
d'hypoténuse commune (BC) et les deux autres
faces des triangles équilaléraux de cité a.

140 Vecteurs de l'espace

3d

3e

1., Calculer, en f_a}ctiuu de a:
—
AD.BC et AB.CD. =
2. Soit I le milieu de [BCJ. Calculer cos (1A, ID).

SABCD est une pyramide de sommet S dont la
base ABCD est un carré de coté a et les faces
SAB, SAD des triangles rectangles isocéles de
sommet commun A.

1. Calculer, en fonction de a :

SA.BC et SABD.

2. Calculer cos I:S—."’:, 55). puis S_Abs_é et AC.5C.
3. Calculer en fonction de a :

SH.BD, SB.AC et SB.BC.

(7, J. ) est une base orthonormée de W.
Démontrer que pour tout vecteur wdeW,ona:
- — —k—5 -F —p— —

u=(u.i)1+ (. )]+ (u. k).
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A\

APPRENTISSAGE

Calculs vectoriels

1 Soil A, B et C trois points non alignés. Pour tout
point M de l'espace, on pose : & = MA + MB — 2MC.
1. Démontrer que le vecteur I:’es{ mdépendant du point M.

2, Soit D le point tel que : CD =ti. Démontrer que ACBD
est un parallélogramme.

2 Soit ABCDun parallélogramme. A tout point M
de I'espace, on associe le point N tel que BMDN soit un
parallélogramme.

Démontrer que : AM = NC.

3 Soit ABCDEFGH un pavé. On désigne par], ], K et
L les milieux respectifs des arétes [AB], [BC], [GH] et [EH].
Démontrer que IJKL est un parallélogramme.

& Soit ABCD un tétraddre.
onmdéml% points [, ], K L tels  que::

s KF< 1AC DK--DC DL_lnﬁ.

Dérncnh'er que IIKL esl un para]]elugranune
2. Soit M et N les points tels que :

e, —p ey 1 2 —
DM =-§-DC et DN:T}-DB.
Démontrer que IJMN est un trapeze.

Elc'

5 Soit ABCD un tel;raedre
1. Démontrer que : AB + CD AD + CE

2, Soit S le point tel que : CS = AB + CD.
a) Vérifier que [AS] et [BD] ont m&me milieu.
b) On désigne par [ et | les milieux respectifs de [BD] et

[AC]. Démontrer que : ;{fi + CTIS =12 F

6 G désigne le barycentre des points pondérés
[A a), (B, —4), {C 2} et (D, —2} Expnmer le vecteur

ﬁG en fonction des vecleurs AB AC et AD

7 Soit ABCD un tétragdre. On désigne par G le
barycentre des points pondérés (A, 2), (B, -3), (C, 1) et
(B 4). A tout pm_ut Mde ' 'espace, on assncm le vecteur
u tel que: u—ZIvl_A. 3N[B+MC+4MD
Démontrer que : u = 4MG.

Repeéres de droites et de plans

B Soit A, B C ot D quatra pmnls non coplanaires.

On pose : w=AB+AC el v=DB +DC.
Démontrer que les droites de repéres respectifs (A, u ) et
(D, F] sont sécantes en un point I que I'on déterminera,

ExerciceszZ——~=

9 Soit DABC un tétraédre; On considére les points
A, B, C et O tels que; OA' = =08 +0C, , OB'=0C + OA,
C'C' 'UA+ U']EI et DD' DA +DB + DC.
1. Exprimer chacun des vecteurs AB', AT’ et AO" en
fonction des vecteurs OB etOC.
2. En déduire que A, O’, B’ et C’ sont coplanaires et que
le plan qui contient ces quatre points est paralléle au
plan (OBC).
3. Démontrer que OAB'CBC'O’A’ est un pavé,

10 Soit OABC un tétraddre, k un nombre réel et I,
]. K les points tels que :
— g = — —
Oi =1 OA, 0] =2 0B, 0K = kOL.
1. Démontrer que les droites (I]) el (AB) sont sécantes.
On désigne par E leur point d'intersection.

2. Pour quelles valeurs de k les droites (IK) et (AC) sont-
elles sécantes ?

On désigne alors par F leur point d'intersection.

3. Pour quelles valeurs de k les droites (EF) et (BC)
sont-elles sécantes ?

Déterminer alors leur point d'intersection G.

11 SABCD est une pyramide dont la base ABCD
est un parallélogramme.
On pose: AB=u et AD= v; on désigne par 1, ], K, L,
M et N les centres de gravité respectifs des triangles
SAB, §BC, 5CD, SDA, SAC et SBD.
Exprimer les vecteurs IJ, IK, 1L, IM et ﬁan fonction de

— =l iy 3 ¥
u el v;en déduire que les points I, J, K, L, M et N sont
coplanaires.

12 Soit ABCD un tétragdre. On désigne par1, J, K,
L, M, N les milieux respectifs des arétes [AB], [CD],
[AC], [BD], [AD], [BC], par A", B", C', D' les centres de
gravité respectifs des triangles BCD, ACD, ABD, ABC at
par G l'isobarycentre des points A, B, C, D.
1. Démontrer que les droites (IJ), (KL) et (MN) sont
concourantes,
2, Démonlrer que les droites (AA'), (BB"), (CC') et (DD")
sonl concourantes,

13 Soit ABCDEFGH un pavé.
1. Démontrer que les plans (BDE) et (CFH) sont paralléles.
2. On considere les points G, et G,, centres de gravité
respectifs des tnangles HDE et CFH.

a} Démontrer que : AGI = §- AG et AG2 = % AG.

b) Démontrer que la droite (AG) est sécante aux plans
(BDE) et (CFH) respectivement en G, et G,.

14 Scit ABCDEFGH un cube.
1. On considére le plan (%) de repére (A, BC, HF]
a} Définir (P) par trois de ses points.
b) Déterminer un vecteur directeur d'une droite ortho-

gonale & ().

2. Mémes questions si (%) a pour repére :
— —

a) (A,EF,BG) ; bl (A, AH,BD).
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15 Soit ABCD un tétraddre et k un nombre réel.
On désigne par 1 le point tel que Al = k AG, par (2)
le plan de repére (1, AB,CD) et par ], K, L les points din-
tersection du plan () avec les droites (BC), (AD), (BD)-
Exprimer chacun des vecteurs 1], IK el IL comme
combinaison linéaire des vecteurs AB et CD.

16 Soit A, B deux points de € et , o, w0 trois vec-
teurs de IV tels que ©, w ne sont pas colinéaires et u est
orthogonal 4 v et 1.

On désigne par (%) et (#') deux plans de repéres respec-
tifs (A, u, © ) el (B, 7, ).
Démontrer que () et (?') sont perpendiculaires.

Bases et repéres

17 L'espace est muni du repere (0,1, J, K.
1. Représenter les points A, B et C de coordonnées res-
pectives (2:1;3), (~1:2;1)et(0;1;-3).
2. Construire les points I, | et K, milieux respectifs des
segments [BC), [AC] et [AB).
Déterminer les coordonnées de 1, J et K.

18 Soit ABCDEFGH un pavé. On désigne par 1, ],
K, L. M, N les centres respectifs des parallélogrammes
ABCD, EFGH, ABFG, DCEH, ADHE, BCGF et par O
I'isobarycentre des sommets du pavé,

1. Démontrer que les droites (IJ), (KL) et (MN) sont
concourantes en O.

2. Démontrer que O est le centre de chacun des parallé-
logrammes ACGE et BDHF.
3. Déterminer les coordonnées de O

a) dans le repére (A, Eﬁ. A_J'j, FE} :
b) dans le repére (A, AB, AC, AG).

19 Soit ABCDEFGH un cube.
1. On pose : W =BH, v =EG.
a) Déterminer les coordonnées des vecieurs © et o dans
la base [.ﬁ.if],A_ﬁ] :
b} Détan_x'ﬂnar _]_gs coordonnées d'un vecteur w ortho-
gonal & weta o

2, Mémes questions dans chacun des cas suivants :
o) u=DF, v=BE ; bJu=BH, 7=CE
20 Déterminer les coordonnées du point G, centre
de gravité d'un tétraédre ABCD :
a) dans le repére [B.Eﬁ.ﬁl,ﬂ] :
b} dans le repére (B, ETé.EziEf:} :

c) dans le repare (C,CH,CA, CA), ot A’ est Ie centre'de
gravité du triangle BCD.

Produit scalaire

21 Soit ABCDEFGH un cube,
1. a) Déterminer les coordonnées des vecteurs AG, BE BD

dans le rﬂp_?zz’rei.»}, A_IEI_.’AE.’AE}, puis calculer les produits
scalaires AG.BE et AG, BD.,
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b)En déduire que la droile (AG) est Oﬂhngnna]ﬂ aU plan
BDE). i
(2, Démontrer de maniére analogue que la droj

te (A
os! orthogonale au plan (FCH). (Ag)

29 Soit ABCD un tétraddre régulier d'argy
] les milisux respectifs des arétes LAEI_ [cD].
On pose :AB = 1, AC= 1, AD=w,
1. Calculer en fonction dia _) »
Wadl, 120, il . e, v.w, w.ow.
E.‘_Cﬂcul_e*r, en IUEE:H_I-LH de a, les produits soalafesg
AB.CD, AB. IJ et CD, I]. Que peut-on en déduire
les droites (AB), (CD) et (IJ) ? r
3. Calculer, en fonction de a, la distance 1],

Bapt]

Pour

23 Soit ABCD un tétraédre régulier. On désign,
par I le milieu de l'aréte [BCl.__
1. Calculer cos JIAD el cos AID.
2. A l'aide de la calculatrice, déterminer des valeyrs
approchées & un degré prés des mesures des angles [AD
et AID.

24 soit SABCD une pyramide dont Ja base ABCD
est un carré de colé 1 et les fa_r:fs sont des triangles équi-
latéraux, On pose : AB = u, AD = v, AS = i,

1, Caleuler : [[dll, II2ll, lwll, w.%, ¥.w, w. .
2. Exprimer chacun des vecteurs SA, SB, 5C et SD en
fonction de u, v et 1.

Etablir que les droites (SA) et (SB) sont respectivement
perpendiculaires aux droiles (SC) et (SD).

3. Déterminer un point I du plan (ABC) tel quela droite
(SI) soit arthogonale au plan (SAB).

(On pourra exprimer Alen fonction de u et v.)

, !5 Soit A et B deux points de % tels que : AB =8,
Déterminer l'ensemble des points M de € tels que :
AM, AB =-12,

_96 Sait ABCDEFGH un cube, 1 et | les centres res-
pectifs des faces BCGF et CDHG. Calculer une valeur
approchée de chacun des angles du triangle All.

_ 27 Soit ABCD un tétraddre tel que : AB = CD. On
désigne par 1, J, K et L les milieux respectifs des arétes
[BC], [BD], [CA] et [DA]. Démontrer que : IL. JK =0.

g 28 soit (9) un plan de l'espace, A et B deux
Em{ﬂs de (2), O un point n'appartenant pas 4 (#). On
ésigne par O' le projeté orthogonal de O sur (@).
1. Vérifier que : OA.OB = O'A.0O'B + 00"
2. Démontrer que :
—_—

a)si AO'B est droit o aigu, alors AOB est aigu ;
B) si AOB est droit ou obtus, alors AO'B est obtus.

29 soit ABCD un tétragdre.

;'Ef??“‘_’“ que : AB.CD + AC. DB + AD.BC=0.

+ £ déduire que si (AB) et (AC) sont orthogonales respee”
; 0ga :
tivement & (CD) et (BD), alors (AD) est arthogonale (BC)

: 30 Soit ABCD un tétragdre,
- @) Démontrer que :

AB?-BC? 4 CD? - DAZ= 2 AE. DR
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b) En déduire que les droites (AC) et (DB) sont orthogo-
nales si et seulement si : AB? + CD? = AD? + BC2,

2. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que si
(AB) et (AC) sont orthogonales respectivement 4 (CD) et
(BD), alors (AD) et (BC) sont orthogonales.

31 Soit ABCDEFGH un ¢ cube.
Onpose: AB =1, AD= J. AE=T
On désigne par [, ] et K les points tels que :
Al=17 Aj=Ljet AK=2%
1. Délarmmer un triplet (o, B, ] de nombres réels tel que
al + B J + 'yk soit un vecteur directeur d'une droite
orthogonale au plan (IJK).
2. Déterminer et construire le point d'intersection M du

plan (CDG) avec la droite passant par A et orthogonale
au plan (JK).

32 Soit ABCD un tétraddre régulier d'aréte 1. On
désigne par G V'isobarycentre des points A, B, C, D et
par A", B!, C', D' les centres de gravité respectifs des tri-
angles BCD, ACD, ABD, ABC.

1. a) Démontrer qu'il existe une sphére (£) de centre G,
passant par les points A, B, Cel D.

b) Déterminer le nombre réel ke pour que (X) soit I'en-
semble des points M tels que :

MAZ + MB? + MC? + MD? = L.

(X) est appelée sphére circonscrite au tétraédre ABCD.
2. a) Démontrer qu'il existe une sphére (£') de centre G,
passant par les points A", B', C' et D',

bh) Déterminer les intersections de (Z’) avec chacun des
plans (BCD), (ACD), (ABD) et (ABC).

c) Déterminer le nombre réel k' pour que (£') soit 'en-
semble des points M tels que :

MA?Z + MB? + MC? + MD? = k',

(X') est appelée sphére inscrite dans le tétraédre ABCD.

APPROFONDISSEMENT

33 1. Soit (@) et (@) deux droites de repires res-
pectifs (A, ) et (B, ). Determmer les conditions que doi-
vent vérifier les vecteurs i, © et AB pour que les droiles
(<) et (%') soient :
a)confondues b) strictement parallales ;
b} sécantes : d) non coplanaires.

2. ABCD est un tétraddre. Déterminer les posilions rela-
tives des droites (%) et (%') dans chacun des cas suivants,
— —
al @ (A AB + AC) ; 9 (D,DB +DC).
— = B L
b)% (A, AB +AC) ; @' (C.AB+AC-AD).
—r -— —
c)@ (B,AC+ 2AD) ; 9% (D2 AD+AC).

34 Section d'un cube par un plan perpendiculaire
a une diagonale
Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 1. On désigne parl, ],
K, L, M, N les milieux respectifs des arétes [BC], [CD],
[DH], [HE], [EF], [FB] et par O le milieu de [AG].

—

€ est muni du repére (A, AE.AD,AE]._P .
1. g) Déterminer les coordonnées de AG, BD et BE.
b) Démontrer que la droite (AG) est perpendiculaire au
plan (BDE).

H

¢} On désigne par Q le point d'intersection de la droite
(AG) et du plan (BDE). Démontrer que le triangle BDE
est équilatéral el que £ £ est son centre de gravité.

d) Démontrer que : AQ = 1 AG.

2. a] Exprimer les coardunnees des vecteurs OI et CJJ
b) Démontrer que le triangle O] est équilatéral et que le
plan (OI]) est perpendiculaire & (AG).

¢) Démontrer que les points 1, ], K, L, M et N sont copla-
naires et que IJKLMN est un hexagone régulier.

35 soit u(a) 314( ) dans la base (7, J, k).

Démontrer que les vecteurs u et © sont colinéaires si et

seulement si les trois déterminants '; g_ M s a' bb.
sont nuls. 2 &R
Application

Déterminer les triplets (¢, B, ) de nombres réels pour que

2o+2p 5y
les vecteurs u( 20 ) el F(;S]') soient colinéaires.,
_-ﬂ{

36 Soit ABCD un tétraddreet 1, K, L, M les milieux
respectifs des segments [AB], [AC], [AD], [BC], [BD].
A étant un nombre réel, on considére les points P et Q
tels que : AP =L AB et CQ A.CD.
1. a) Démontrer que : PQ (1-2) AC+1BD
b) En déduire que (PQ) est paralléle a (IKL).
2. On désigne par D le milieu de [PQ]P
o) Démontrer que : AB +CD = = 2 IM
b) Etablir la relation : ID X ]'M
Quel est I'ensemble des points O quand A décrit R ?
] En déduire que pour tout point O du segment [JM], il
existe un point P de [AB] et un point Q de [CD] tels que
O soit le milien de [PQ].

37 soit ABCDEFGH un cube d'aréte 10.
On pose : AB=7 AD= J. AE=T.
Soit 1, ] el K les points tels que :
Al =‘§-I. AI =§'J et A.K:Tk.
On désigne par (%) le plan passant par le point B et
paralléle au plan (IJK).
1. Représenter en perspective cavalitre l'intersection
du plan (%) avec le cube.

2. On désigne par M, N, P, Q les points d’intersection
respectifs de (?) avec les droites (CD), (DH), (EH), (EF).

—k = =i . i
Exprimer en fonction de I, jet k les vecteurs DM, DN,
EP et ﬁi

3. Représenter en vraie grandeur l'intersection du plan
() avec le cube.
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38 soit ABCD un tétraddre rigulier.
annsa:fﬂ::ﬁ.ﬁ_‘.:ﬁ.&l]:k. : *
On désigne par 1, ] et K les points définis par :

—n=1? FI:: :ﬂﬁ:%jret r}{:% ?C.

— — )
1. Déterminer, en fonction de i, j’et k un couple de vec
teurs directeurs du plan (IJK). _
2. Démontrer que la droite (CD) et le plan {IIK]' sun:
sécants en un point E, que I'on déterminera en expriman
AE en fonction de 1, j, k.
3. Soil F le barycentre de (B, -1) et (D, 2).
Démontrer que le point F appartient au plan (1K)
4. Soit G le barycentre de (I, 1) et (J, 2). X
Démontrer que G est le point d'intersection des droites

(BC) et (EF).

39 Soit ABCD un tétraddre tel que la droite (AB)
est perpendiculaire au plan (BCD) et le triangle BCD
n'est pas rectangle. On désigne par E et F les projetés
orthogonaux respectifs de D sur les droites (BC) et (AC).

1. Démontrer que : AC.DE =AC.DF = 0 ; en déduire que
la droite (AC) est orthogonale au plan (DEF).

2. Soit I et ] les arthocentres respectifs des triangles BCD
et ACD. Démontrer que : AG. 1] = AD. I = 0 ; en déduire
que la droite (I]) est orthogonale au plan (ACD).

80 Soit ABCD un tétraddre régulier d'aréte 1. On
désigne par H le centre de gravilé du triangle BCD et
par G le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1),
(C, 1) et (D, 1).

1. Démontrer que G est le milieu de [AH].

2. On désigne par (£] l'ensemble des points M tels que :
3MA? + MB? + MC? + MD*= 3.

Démontrer que (L) est une sphire passant par A,

3. Déterminer 'intersection de () et du plan (BCD).

4, On désigne par (I1) l'ensemble des points M tels que :
MB? + MC? + MD? - 3 MA® = 1.

Démantrer que (1) est un plan qui coupe les arétes [AB],
[AC] et [AD] en leurs milieux.

5. Déterminer l'intersection de () el de (1),

&1 Soit SABC un tétragdre dont la face ABC est
un triangle équilatéral de coté 1 et dont les faces SAB et
SAC sont des triangles reclangles el isocéles en A,

1. Calculer une valeur approchée des angles du triangla SBC,
2. Soit H le projeté orthogonal du point A sur le plan (SBC),
a) Démontrer qu'il existe un nombre réel A tel qua ;
AF =A8 +2.(SB + 8C).

b} Exprimer A en fonction du produil scalaire Kf—ls_ﬂ"
¢) Calculer le produit scalaire SC.BH.

Le point H est-il I'orthocentre du triangle SBC ?

3. Démontrer que H est le centre du cercle circonscrit
au Lriangle SBC.
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42 Soit ABCD un tétraddre.
1. a) Déterminer l'ensemble [I1) des paints M tels quo :

[}Eﬁ.{- ﬁ+ﬁ].[m-hﬂ3]=ﬂ.
b) Déterminer l'ensemble () des points M tels qu .

=+ it + MD).(MA + MD) = 0.
+ MC + MD).(MA + )
;ﬁqespace est muni d'un repére orthonormg |

0 2 1 0
On donne : A(El). B(_ﬂi). C g i D(*{)

Déterminer une équation cartésienne de ([T) ¢ i
équation cartésienne de (Z).

83 soit SABCD une pyramide dont la base Agcp
est un carré de coté 1 et telle que les triangles SAC el
SBD soient équilatéraux. .

On désigne par G le barycentre des points pondérés (s, o),
(A, ), (B, P), (C, B). (D, P), o0 & et p sont deux nombyes
réels tels que : o+ 4p # 0.

1. Démontrer que G est le centre d'une sphere pasgan

ar S, A, B, C et D si et seulement si o =2p.

2. Déterminer le nombre réel k pour que cette sphire
soit l'ensemble des points M tels que :

2MS? + MA? + MB? + MC? + MD? = k.

B8 s0it SABCD une pyramide dont la base ABCD
est un carré de centre 1 el telle que :

AB=1 et SA=SB=sc=sD=%,

On désigne par G le barycentre des points pondérés [S, ),
[ﬁv ﬂ]- [Br B)r [Cr B)r [Dr B]; Oﬁ a et 13 sont deux nﬂﬂ]b[’ﬂs
réels tels que ; &+ 4f = 0.

1. a) Démontrer que G est équidistant des plans (SAB),
(SBC), (SCD) et (SDA).

b) Déterminer un couple (o, B) tel que G est équidistant
des plans (SAB), (SBC), (SCD), (SDA) et (ABC).

2, On désigne par (Z) I'ensemble des points M tels que:
o MS? + B(MA2 + MB? + MC? + MD?) = k, ol k est un
nombre réel.

aj Déterminer I'ensemble des triplets (o, B, k) tels que
(£) soit la sphire de centre G passant par L.

bj Déterminer alors les intersections de (X) avec les
plans (SAB), (SBC), (SCD) et (SDA).

(Z) est alors la sphére inscrite dans la pyramide SABCD.

. &5 Soit ABCD un tétraddre régulier d'aréte 1,11e
mi[l]l[}(};l de [AB] et | le projeté orthogonal de I surle plan

1. Démontrer que l'ensemble des points M du plan
(BCD) tels que MAZ + MB2 = 1 est le cercle de centre ]
passant par B

lz. Déterminer, suivant le nombre réel k, la nature d:
‘ensemble des points M du plan (BCD) tels qU
MA? + MB? = |, % ¢

3. Démontrer que la fonction qui, & tout point M du
plan (BCD), associe le nombre réel MAZ + MB? pren
52 valeur minimale au point .,
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G éométrie analytique
de l'espace

Introduction

Dans le plan muni d'un repére, nous savons carackériser les droites
par des équations cartésiennes ou des représentations paramélriques.
On peut faire de méme, non seulement avec les droites, mais aussi avec
les plans de l'espace. L'objectif de ce chapitre est d'établlir ces caractéri-
sations et de les uiliser pour éludier les positions relatives de droites et de
plans.

(D {

.

(ABC) : 4x+ 2 +2z-4=0

1.
Q. Représentations ParameétriqQUes. .........ccoovrmwisrssrreens 150

EQUALIONS CAMtESIENNES....cvvirrisviscrssssesesisssssisssesens

3. Positions relatives de droites et PIaRS: v 155
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J'espace & est uni du repére orthonormé (0.7, ) 7).
(=

Dans ce chapitre, sauf indication contraire,

__1.1. Vecteur normal a un plan

Détinition = -
Soit @) un plan de %, de vecteurs directeurs u et v.ul 3 Tn
' On appelle vecteur normal a (%) tout vecteur pon nul n 3 :
I =

orthogonal a Hetao

@
Cette définition est indépendante du choix des vecteurs directeurs de ().
(5p)

Remarques "
e 1t est un vecteur normal @ un plan (%) si et seulement si il T
est vecteur directeur d'une droite (%) orthogonale a (P). | i
~ » Si 1 est un vecteur normal @ () et M, N sont deux points //ﬁ
de (), alors n est orthegonal @ MN. '
e Un plan posséde une infinité de vecteurs normaux, lous P
colinéaires.

Propriete 1
Soit A un point de € et 7 un vecteur non nul de W.

|11 existe un plan et un seul passant par A et de vecteur normal n.

En effet, il existe un plan et un seul passant par un point donné et orthogonal a une droite donnée.

| Soit (#) un plan, 7t un vecteur normal & (%) et A un point de (%).
Pour tout pointMde%,ona: Me (‘.’Pl_ < AMLln,

Démonstration

Soit (#) le Plin passant par A et orthogonal 4 la droite (@) de repére (A, n).

Ona:AM1ln & M=A ou (AM) L (%) '
& Me (P).

Remarques

Soit (?) et (#’] deux plans de vecteurs normaux respectifs n et n’ 0
* (%) et (') sont paralléles si et seulement si n ef 1’ sont cufiném:r ok
; " : €s.
o (P) et (#’) sont perpendiculaires si et seulement sinet n sont orth
ogonaux

146 Géométrie analytique de I'espace



www.biblio-sciences.org

1.2, Equations cartésiennes d'un plan

mammmm Propriété

2]

5 x -
Soit (?) le plan de € passant par A(y ) et de vecteur normal n(

: v ) pii
Pour tout point M(y) de¥€,ona:
o ¥ =
Me (?) & AM.n=0 L/
< alx-x))+bly—y,)+clz—2)=0 A
& ar+by+ecz+d=0
(avec d =-ax, - by, -cz,).

TR

Réciproquement, soit (I1) un ensemble de points M dont les coordonnées (x ; y ; z) vérifient une équation
de la forme : ax+ by +cz+d=0 (1).

8i @, b et ¢ ne sont pas tous nuls, il existe un point A dont les coordonnées (x, ; y,, ; z,) vérifient ;
ax, +by +cz +d=0 (2)
De (1) et (2), on déduit : alx — x)+bly—-y,) +clz—z) =0.

(1) est donc I'ensemble des points M tel que : AM . 7t =0, avec ;t’(g) §
(&

-k

c'est-a-dire 1 est le plan passant par le point A et de vecteur normal n.

Propriéte

Soit a, b et c des nombres réels tels que : (a ;b ;¢) = (0;0; 0).

« Tout plan de vecteur normal E’(E) a une équation cartésienne de la forme : ax + by + cz + d = 0.
C

* Toute équation de la forme : ax + by + ¢z + d = 0 est I'équation cartésienne d'un plan de vecteur

normal n( b).
c

Remargues

* Dans n'importe quel repére, méme non orthonormé, tout plan admet une équation cartésienne de la
forme ax + by + cz + d = 0 et toute équation de cette forme est I'équation cartésienne d'un plan,

lorsque a, b et ¢ ne sont pas tous nuls. Mais, lorsque le repére n'est pas orthonormé, le vecteur n| b
n'est généralement pas un vecteur normal au plan. c

*Si ax+ by + cz + d = 0 est une équation cartésienne de (?), pour tout nombre réel k non nul,
klax + by + cz + d) = 0 eslt aussi une équation cartésienne de (P).

Exemples

2 f 2
* 2x—y+2z—3 =0 estune équation du plan passant par le point A ‘1) et de vecteur normal n(—l).

1 W0 1
* Le plan passant par I'origine du repére et de vecteur normal E’(-z , a pour équation cartésienne :
x—2y—3z=0. =3

mmmmsm Distance d’un point @ un plan

=]
—
—

X,
Soit (%) le plan d'équation ax + by + cz + d =0 et A(y:). d(A, P) = AH
Z

o

On se propose de calculer la distance de A & (2),
On sait que cette distance est égale & AH, ol H est le projeté
orthogonal de A sur (). H
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— 'I_rﬂ
Soit (x; ¥ ; z) les coordonnées du point H. On a :AH( - 3 yo)-
z-2,

= =¥ a n
AH, vecteur normal a (%), est colinéaire & ﬂ(b) ; donc : |AFL 7| = AH |l
—_— C
D'ot, AH = AH:R]
. linll
Or: AH.n =alx-x) + bly—y,) + clz -z,
= ax + by + cz — (ax, + by, + cz,)

=~ (ax, + by, + cz, + d) (H appartient & (%), donc : ax + by + cz + d = 0),
_—
b |AH.n| X lax, + by, + cz,, +d|
Il Va2 + b? + ¢
PI‘O . riété

i s X
' Soit A(};E) un point de € et (P) le plan d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0.

|ax, + by, + cz, + d|

Va2 + b + &2

La distance du point A au plan (?) est: d(A, @) =

Exemples

, 1
* Soit () le plan d'équation cartésienne 2r— 2y +z—5=0 et A(—z).
1

d(A, @) = |2x1-2x(-2)+1x1-5] il
122 4 22 4 12 ¥
_ 2\ (0 0
* Soit OABC un tétragdre telque:A(u),B(S) et C(l}). C
0 0 1

On vérifie que le plan (ABC) a pour équation cartésienne
3x+2y+6z—6=0,

La distance du point O au plan (ABC) est OH tel que ;

L |- 6] _ B
DH-—-—T.

V3% + 2% +6°

—1.3. Systeme d'équations cartésiennes d'une droite

pesss= Infroduction

Soit () et (P') deux plans de € d'équations cartésiennes res-
pectives x+ 2y +2z—-4=0 et x~y+2z-1=0,

« Déterminer deux vecteurs n et n' normaux respectivement
aux plans (%) et ().

« Vérifier que ces vecteurs ne sont pas colinéaires ; en déduire
la position relative des plans (%) et (#').

0
« Vérifier que le point A(%) appartient a (P) et (9') et que

f 2
u( 0 ) est un vecteur directeur de leur droite d'intersection (g)
- | 2

148 Géométrie analytique de I'espace



www.biblio-sciences.org

« En déduire que (A,u) est un repére de ().
La droite (D) est 'ensemble des points M dont les coordonnées (x ; y ; ) vérifient le systéme des équa-
tions cartésiennes des plans (%) et (2').

x+2y+2z-4=0 :
On dit que : { 4 est un systdme d'équations cartésiennes de la droite (2).

x=y+2z=-1=0

pemmmm Propriété

Plus généralement, toute droite (@) de l'espace peut étre considérée comme étant l'intersection de deux

plans sécants (%) et (2P').
Chacun de ces plans admet une équation cartésienne ; le systeme formé par ces deux équations est appe-

1é systeme d’équations cartésiennes de la droite ().

Pour qu'un systéme de deux équations soit un systéme d'équations cartésiennes d'une droite, il faut que
les deux équations qui le composent soient celles de deux plans sécants , c’est-a-dire que leurs vecteurs
normaux soient non colinéaires.

IHﬂiEiﬂEE!IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

« Toute droite de I'espace est caractérisée par un systéeme de deux équations cartésiennes de plans
acx+by+cz+d=0
de la forme : {
ax+by+cz+d =0
«Si ax+by+cz+d=0 et ax+b'y +c'z+ d' = 0 sont les équations cartésiennes respectives de deux
ax+by+cz+d=0

ax+by+cz+d =0
d’intersection de ces deux plans.

E emarques

» Cette propriété reste valable lorsque le repére n'est pas orthonormé.
e Le choix des deux plans dont I'intersection est une droite donnée n’étant pas unique, ainsi que le choix
des équations caractérisant ces deux plans, une droite admet plusieurs systémes d'équations cartésiennes.

plans sécants, alors{ est un systéme d’équations cartésiennes de la droite

Exemples

« Soit A et B les points de coordonnées respectives (1;1;0) et (0;1;1).

x-2y+z+1=0

Vérifier que { est un systéme d'équations cartésiennes de la droite (AB).

x+y+z—-2=0

X - y = 22 +1 = n i [ x :
» { n’est pas un systéme d'équations cartésiennes de droite ; en effet, les deux équations

2x—-2y—4z+1=0 1
qui le composent sont celles de deux plans paralltles admettant un méme vecteur normal -fz'(—l).
—2

x—y=0 ; .

. { est un systéme d'équations cartésiennes de la droite passant par O et de vecteur directeur

x—z=0

;(i).
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/ﬁEXBfCICESW//MW/WW/ L7
l.a 1. Déterminer une équaUun cartésmrma des l.e Démontrer que _I ;: ;;:j: " o —

plans de repéres (O, i, _JL (0,7 Wet (O, 7 %) y i SR ;
2. Déterminer une équation cartésienne des plans teme d'équations car dele droite

de repbres (A, 1,7}, (A, T F)et (A, j K avec A{ 2 ). de repére(A, u), o0 A{ 1) et “(f'g

Déterminer un repere de la droite () quj 4
pour systeme d'équations cartésiennes
d'équations cartésiennes des droites de repires x—2243=0

respectifs (A, ), (A, J) el (A, ). {

- ; f
1.b soitle point A.(Z). Déterminer un systeme 1.
3

x+y—-2=0.
1 ; ) =) 0 0
.C  Soit les points AS g). B(%) el C(g) 1 g Soit ABCDEFGH un cube, I, | et K les mileux
Déterminer une équation ‘cartésienné du plan respectifs das aretes [:“nBI IHD] ot EAE]
(ABC), On pose : AB=1w AD=T7, AE = .
1. Déterminer une equahul E‘arlfswnne du
]d B4t A(_ai)- ;(_25) ;("'53) et () le plan de plan (IJK) dans le repére (A, u, v, w).
~5 2 2 2. Déterminer un systéme d'équations carté-
repére (A, u, o). siennes des droites (I]), (K] et (KI) dans ce repére.

1. Déterminer un vecteur n orthogonal & U et .
2, En déduire une équalion cartésienne de ().

eprésentations parametriques

2.1 Représentations paramétriques d'une droite

X, —b —»,
Soit le point A(yz). le vecteur u(g) et la droite (%) de repere (A, w). M
z, c
r-x, ) - 72

Pour tout peint M ) deé,ona: AM(y Y,

z £
(@) est I'ensemble des points M Lels que : AM = Aw, ouhe R Ol —s
g 4 r=x_+ M f g
AM=iu & {y yu+Mw{?LEH]. i
z2=2z,+Me
Détinition
L’espace est muni du repére (0,7, J, k).
x a
Soit (@) la droite passant par A(yz) et de vecteur directeur 3(!:).
c
x=x,+ y
On dit que le systéme {y =y, + 11;: (A € R) est une représentation paramétrique de ().
z=2,+
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Bemargues

* Dans cette représentation paramétrique, A est I'abscisse de M dans le repére (A, u) de (®).
* Le choix de A et de u n'étant pas unique, une droite admet plusieurs représentations paramétriques.

Exemples 9
* La droite (2,) passant par le point A(B) et de vecteur |
1 0
directeur u(—ii) a pour représentation paramétrique
X = z = ?L -_p'- X
{_y=3~?\. (A e R).
z=)
x=2-2)
* Le systéme {y =} (A e R) est une représentation
z=3 2
paramétrique de la droite (2,) passant par le point B(g) et de
vecteur directeur 5( 1 )
0

—2.2. Représentations paramétriques d’un plan

X g o fa
Soit le point A(y';). les vecteurs u(g) u'(b: ) et le plan ()
C c

%y
de repére (A, u, u'), pu’ M
e =2
Pour tout paoint M@) de$ona: AM( Y- Ju) %
z-1,
(2P) est l'ensemble des points M tels que : AM = Au + ', A = T

oihe Retpe R,

= x=x,+Aa+pa'
AM = hu+pu & {y=y°+lb+ub' (A p) € B2,
Z=2Z +Ac+uc

Dé |n|hon

L'espace est muni du repére (0, ? 7, 7).

fa R o g
Soit (?) le plan passant par A(yu) et de vecteurs directeurs u’(b) et o ’(b_' )

o c C

+ Aa + pa'

On dit que le systéme { _P +Ab + ub’ ((A, p) € R?) est une représentation paramétrique de (%),
z=2z,+ M+ pic'

emarques

» Dans cette representauon paramétrigue, A et | sont les coordonnées de M dans le repére (A, u,u') de (@),
« Le choix de A, u et u n'étant pas unique, un plan admet plusieurs représentations paramétrigues.

¥

Exemples
0 1 1 s S —5 % —

e Sgil ,&(1)r B((ll) et C %) Le plan (ABC) admet pour repére (A, AB, AC), avec ﬁB(—ﬂl) et AC( 01).
1 -,
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Le systéme { :; i ?;ti (A, p) € [%?) est donc une représenlatic:-n paramétrique de cp plan,
a »

x=1+2k-}
-Lesystéme{y=—3+2?u

z=2+3U g
1 ; -2 0
le point E(—a), de vecteurs directeurs u % et v or
2

((h, 1) & [@2) est une représentation paramétrique du plap Passany ’
; ar

__9.3. Lien avec les équations cartésiennes

Nous venons d’apprendre & déterminer des équations cartésiennes et des représentations Parameétrigyqg

de droites et de plans de €.
” . ‘ a1
Notre objectif est maintenant de passer d'un mode de détermination a I'autre.

Déterminer une représentation paramétrique d’un plan défini par yne
équation cartésienne

Soit (?) le plan d’équation cartésienne 2v + y + 2z—-4 = 0.
Déterminer une représentation paramétrique de (%).
Solution

1™ méthode

On pose : x =X et z=p, On en déduit que : y =4 — 24— 2|,

=k

Done une représentation paramétrique de (%) est { y=4-20-2n ((A, p) e R2).
¥={

2% méthode

On détermine un repére (2, u, v) de (?) ; Q est un point de (P), 1 et U sont deux vecteurs non colinéaires

2
et orthogonaux au vecteur ;(1). normal a (P).
2

1IN 0 1
On a, par exemple : n(u). u( 2 ) et v —4)4

1 =1 1
; 2= x=1+p
Donc une représentation paramétrique de (%) est ; { y=2h-4p (A, p) € R?).
z=1-A+p

3¢ méthode

On détermine trois points non alignés de (%), par exemple les points d’intersection A, B, C de (®) aves
les axes du repére.

Le point A de la droite de repére (0,1) est tel que :

y=z=0;dotr:x=2.

De méme, onaura pour B:x=z=0,y=4
pourC:x=y=0,z=2,

On a donc : A({]).B(4). C(ﬂ), AH( 4 ) et AC( 0 )
0 o 2 0 2

(A, A_ﬁ, A_C'] est un repére du plan ().
Une représentation paramétrique de (%) est done :

x=2-2k-2p
{g:tﬁ. (O ) € RY),
z=2U
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pmmmmm Déterminer une équation cartésienne d’un plan défini par une
représentation paraméirique

x=3+L=-3pn
Soit (?) le plan de représentation paramétrique { y =22-"‘» :fl»l (A w) € R2),
= -

Déterminer une équation cartésienne de (2).

Solution
1" méthode

Pour trouver une équation cartésienne du plan (%), il suffit
d’éliminer A et p dans le systéme d'équations paramétriques.
On obtient : x+y=3+ 3k et z=2-2ZA

On en déduit que : 2(x + y) + 3z = 2(3 + 31) + 3(2 — 2A) = 12.
Dong, une éguation cartésienne de (%) est :
2x+2y+3z—-12=0.

2° méthode
On détermine un point et un vecteur normal de (%).

3 i AL
A(ﬂ) e (P); u( 2 ) et Ir'( 3 ) sont des vecteurs
2 -2 0

directeurs de (%),

—fa —¥
n(b) est un vecteur normal & (%) s'il est orthogonal & v et a .
c

1N
=

e

un=0 a+2b—2c=0
Ona:{_,_, = { ;
v.n=0 —3a+3b=0

Ce systéme admet une infinité de solutions, par exemple :
a=2,b= 2etc= 3.

On en déduit que : 2(x—3) + 2y + 3(z—2) = 0.

Donc, une équation cartésienne de (%) est :
2x+2y+32—-12=0.

pommmm Déterminer un systéme d’équations cartésiennes d’une droite définie
par une représentation paramétrique

x=1+21
Soit (@) la droite de représentation paramélrique { y=1=21 " (A e R).
Z=-1+2

Déterminer un systéme d'équations cartésiennes de (3).

Solution
17 méthode

De la représentation paramétrique de (2), on déduit, par élimination du paramétre A, trois relations entre
les coordonnées x, y et z d'un point M de (D) :
20+z-1=0 ; 2x—-z-3=10 H x+y—-2=0.
Ces relations sont des équations cartésiennes de trois plans sécants deux a deux suivant ().
On en déduit trois systémes d'équations cartésiennes de la droite (9) :
2y+z-1=0 2y+z-1=0 2x—-z-3=0
{ 2x-z-3=0 { ! {

x+y—-2=0 x+y—2=0-
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2° méthode
i 1 -1
(2) a pour repére (A, u), o A( 1 ) et u(—l).
-1 2

™ _g et m,| 2 | sont deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux a u.

o —=F —
Soit (#,) et (P,) les plans passant par le point A, de vecteurs normaux respectifs n, et n,.

X
Pour tout point M(y) de€,ona:

zZ
Me (@) o AMR, =0 Me @) & AMA,=0
& (k=1)-(y-1)=-(z+1)=0 o 4x-1+2ly-1)-[(z+1)=¢
= X—y-z—-1=0 = 4x+2y—z-7=0
Une équation cartésienne de (,) est donc : Une équation cartésienne de (?,) est donc
X-y—-z—-1=0; 4x+2y-z-7=0.

Un systeme d’équati i it
ysteme d’équations cartésiennes de (@) est donc : { Sy il

memm=m Déterminer une représentation paramétrique d’une droite définie par
un systéme d’équations cartésiennes

X+y-2z-3=0

1. Démontrer que { est un systéme d’équations cartésiennes d'une droite (4).

X-y+32+3=0
2. Déterminer une représentation paramétrique de (%).

Solution

=1 S
1. Le systéme est composé des équations de deux plans, de vecteurs normaux : n| 1 ) et n'(—l).
-1 3
Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les plans sont sécants suivant une droite ().
2. 1" méthode
On pose : z = ) el on exprime x et y en fonction de A.

x+y=A+3 x=-A
DnthM:{x—g:—al—S = {y=3+2l
F= A z=X
x=—2x
Une représentation paraméltrique de (%) est donc : { y=3+2} (e R).
zZ=

2¢ méthode 1 9
On détermine deux points de (2), par exemple : A( 11) el B(—l).
x -2
iy il
On en déduit que (A, AB), ol AB(—Z). esl un repere de (%),
= x=1+A
Une représentation paramétrique de (%) est donc : -[ y=1-23 (A e R),
E=-1-}
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WE XCTCICeS Bz o imtmmms o i o

2a 1. Déterminer une représentation paramétrique 2.d
de chaque axe du repére.
2, Déterminer une représentation paramétrique
—k —r
des plans de repéres (0, 7,7), (0, 7% ) et (0, &, 7).

1 = 1 b e —*
2b Soit le point A —23 el les vecteurs u, vet w

tels que & = V' '+ 2%, o= 7~ et w=j+2k

1. Déterminer une représentation paraméirique

de la droite de repére [ﬂ,ﬂ'].

2. Délerminer une repiésentaticn paramétrique 2e
du plan de repere (A, v, ). )

2.c 1. Déterminer un repere de la droite de repré-
sentation paramétrique
x= g + il
iy = +
{:{':-14 (ke R). 2f
2. Déterminer un repére du plan de représenta-
tion paramétrique

xr=2-)+3u
y=1+i-2u (&, p)e R2)

Z=—2h-1

1. Délerminer une représentation paramétrique
des plans d'équations cartésiennes :
alx—z+2=0 i hl2x—y+3z+1=0;
clx—3y+2z—-2=0; dl2x+3y+8=0.
2. Déterminer une représentation paramétrique
de la droite qui a pour systéme d’équations car-
tésiennas :

x—y—2z+3=0
{ X+yy+z-2=0.

Déterminer un systéme d'équations carté-
siennes de la droite de représentation parameé-

trique : .r=-2+;: G )
=1+3 L3 .
Z=3-2\

Déterminer une représentation paramétrique
-1
du plan (%) passant par A( 2]) et orthogonal &

la droite (3] qui a pour systéme d'équations

cartésiennes: fx—2y+z=0
{2x—y+z-‘l =0.

& i b

SSitioNs

zlatives de droites et plans

Sur des exemples, nous allons étudier des cas de parallélisme, d'orthogonalité, ou des intersections de
droites et de plans, ceux-ci étant déterminés tantdt par des équations cartésiennes, tantét par des représen-
tations paramétriques. L'objectif de la legon n’est pas de dresser un catalogue exhaustif de toutes les situa-
tions qui peuvent se présenter, mais d'acquérir une maitrise de I'outil analytique en géométrie de I'espace.

__3.1.. Positions relatives de deux droites

pmme=== Introduction

Soit () et (9') deux droites de %, de repéres respectifs (A1) et (B,D).

et v colinéaires « et v non colinéaires
== — —_—
AB, U et v coplanaires AB, u et v non coplanaires
{Eb*)\_,
o
A B
v A u
M @
L :
() et (9') sont paralléles \
[(%) = (@') lorsque, de plus, (D) et (') sont sécantes (2) et (@) sont non coplanaires
AB colinéaire d wet v)
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Remargue

Siu.v =0 alors () et (%’) sont orthogonales.

mmmmmm Exemples

Soit (@), (2°), (2”) les droites de représentations paramétriques respectives :
xr=3 xX= 2']_ x=1
{y=1+l (A e R), y=2-4u (peR), {y:I-Z\’ (ve R).
Z==2) z=2-2) z==-1+4v
1°) Démontrer que les droites (2) et (2”) sont strictement paralléles.
2°) Démontrer que les droites (') et (2") sont sécantes en un point A dont on calculera les coordonnées,
3°) a) Démontrer que les droites (2) et (') sont non coplanaires.
b) Démontrer que les droites (3) et (%') sont orthogonales.

Solution

0 =8
1°) Les droites (%) et (2") ont pour vecteurs directeurs respectifs ?1’( 12) et w(—Z).

4
Ces vecteurs sont colinéaires, donc (@) et (2") sont paralléles.

De plus, toul point de (%) a pour abscisse 3 et
tout point de (9") a pour abscisse 1.

Donc, les droites (@) et (9”) sont strictement (D) i
parallgles. %

2°) Les droites (2°) et (") ont pour vecteurs direc- %

SR D \

teurs respectifs v —4) et w|—2]. \
-2 4

Ces vecteurs sont non colinéaires, done (2') et b

(¢") sont sécantes ou non coplanaires.

(@")

(&) et (9") ont un point commun si et seulement
s'il existe deux nombres réels p et v tels que :

2u=1 s NG
{2—4p=1-2v
2-2u=—1+4v.

. 1
Ce systéme admet un couple solution : [17 :%] » donc (@) et (2”) sont sécantes en A(D).
1

; 0 d2
3, a) Les droites (@) et (2’) ont pour vecteurs directeurs respectifs ﬁ( 1 ) et u(—q),
-2 -2
Ces vecteurs sont non colinéaires, donc (2) et (27) sonl sécantes ou non coplanaires.

(%) et (2') ont un point commun si et seulement s'il existe deux nombres réels A et  tels que :
3=2u

{ 1+A=2-4u
—2A=2-2).

Ce systéme n'a pas de solution, donc (@) et (2') sont non coplanaires.

bjOna: .o = 0 ; dong, (@) el (@') sont orthogonales.
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—3.2. Positions relatives d'une droite et d'un plan

mEmem [ntroduction

Soit (%) une droite de repere (A, ) ot (%) un plan passant par B, de vecteur normal 7

—F = I —h
) u.n=0 T un#0
AB.n#0 ABni=0 ¥ s : _
n S .
I:QD} I_I' " _, 1]
s " \a
m
Y | A
= B = B \
8 Aol :
(@) et () , R
sont strictement paralléles (D) est incluse dans (%) (@) et (P) sont sécants

e ue

.= —
Si u et n sont colinéaires, alors (@) et (?) sont orthogonaux.

Soit (%) une droite de repere (A, u) et (?) un plan de repére (B, v, w).

w,v et coplanaires v et 1 non coplanaires
AB, U et w non coplanaires AB, Vetw coplanaires
(D)
A = u
(%)
A
w —
gf > (@) o i \.‘
- E =p = \
B ’ 5 A= B -
-
SBlal (@) est incluse dans (@) (@) et (P) sont sécants
sont strictement paralléles

Remarque

Si w.v= w.w = 0, alors (@) et () sont orthogonaux.

memmmm Exemples

Soit (%) et (@') les droites de représentations paramétriques respectives :

x=2-2A r=1-
{y-‘-z:"- (AeR) et {y:Z-zu (1 e R).
£=2-37 z=1+2p

Soit (?) le plan d’équation cariésienne 2x + y + 2z~ 4 = 0.
1°) Démontrer que la droite (2) et le plan (?) sont sécants en un point A dont on déterminera les coor-

données.
2°) Démontrer que la droite (2') et le plan (?) sont strictement paralléles.

3°) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par A et orthogonale a (%).
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SOIution
2

f=2 4 0 (P).
1°) u( 2 ) est un vecteur directeur de la droite (@) et n(%) est un vecteur normal au plan ().

—

Ona:un#0 ; donc, (@) et (P) sont sécants.
Les coordonnées de leur point d'intersection vérifient les équations de (@) et de (P).
Ona:2(2-20)+(20) +2(2-30)-4=0 & 1:12-.

1 (')
Donc, (9) et () sont sécants en A( % ) b

G | 1\ /-1 (A)
2°) La droite (2’) a pour repére (B,u'), avec B(%) et u’ —22 A

Ona:u.n=0 ; donc (@) et (P) sont paralléles.

De plus, les coordonnées du point B ne vérifient pas

I'équation de (?) ; donc, B ¢ (P).

(2') et (?) sont donc strictement paralléles.

3°) (A, n) est un repére de la droite (4).

Cette droite a donc pour représentation paramétrique
x=1+2A

{y =14+ (A e R).
= E'I' 2\

—3.3.. POsitions relatives de deux plans

ez Introduction

Soit (?) un plan passant par A, de vecteur normal net (#') un plan passant par B, de vecteur normal n'.

— =3 et - - A
n et n’ colinéaires n et n’ non colinéaires

AB.#0 (etAB.n' 2 0) ABR=AB.n'=0

V=7
& | £

() et (#°)

sont strictement paralléles

~l

() et (2') sont confondus () et (P') sont sécants

Remarque

Sin.n' = 0alors (%) et (P') sont orthogonaux.
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mmmmmm Exemples

Soit (%) et (&) les plans d'équations cartésiennes respectives 2v+ y + 2z2-6=0 et 2r—2y-z+3 =0,
1°) a) Démontrer que les plans (?) et (?') sont sécants et déterminer une représentation paramétrique
de leur droite d’intersection (A).

b) Démontrer que les plans () et (%) sont perpendiculaires.

o ey 2 0
21] D!{z;]rmmer une représentation paramétrique du plan (1) passant par le point A(z) et paralléle au
plan (£P), 1

Solution

o 2 —2
1°) a) Les plans (@) et (#*) ont pour vecteurs normaux respectifs n(l) et n ( 2).
2 1

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires ; dong, les plans (?) et (%') sont sécants.

Leur droite d'intersection (A) a pour systéme d’équations
x+y+2z2-6=0
2x-2y-z+3=0,
Pour déterminer une représentation paramétrique de

cette droite, on peut poser z =1 dans le systéme précé-
dent et exprimer x et y en fonction de A.

cartésiennes

2x+y=6-2h x=43_1,
i 2 2
Onubllent:{zx—zly:-a-t»k o {y:B—l '
z=) =%
Donc, une représentation paramétrique de (A) est :
x=3 -1,
2 2
{y=3—l (A e ().
z=\

b)Ona: n.n' =0;donc, les plans (%) et (2') sont per-
pendiculaires.

2°) Pour étre paralléles, les plans (T1) et () doivent avoir
2

le méme vecteur normal 7t % .
On en déduit une équation cartésienne du plan (IT) :

2x+(y—-2)+2(z-1)=0;

c'est-a-dire: 2r+y+2z—-4=0.

Pour déterminer une représentation paramétrique de
(1), on peut poser : x =Aetz = L.

On en déduit que : y = 4 — 24— 2L

Donc, une représentation paramétrique de (I1) est :

x=»\
{y=4-21—2u (A, u) € R?)
Z=}
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3.a

3b

Soit (2) la droite de représentation paramé-
trique fx=1-2%
{ y=2+h (e R)
z=-1-=3\
et (9') la droite qui a pour systéme d'équations
cartésiennes
X+y—z—-6=0
{?-t'—y—z+ 1=0,
Démontrer que ces droites sonl sécantes en un
point dont on déterminera les coordonnées.

Soit (@) et (@) les droites qui ont pour sys-

témes d'équations carlésiennes respectifs :
x+y—z+3=0 x+y=2

{.t+z =1 N {y-22=0,

1. Démontrer que ces droites sont striclement

paralleles.

2, Déterminer une équation cartésienne du

plan déterminé par ces deux droites.

Soit (@) la droite qui a pour systéme d'équa-
tions cartésiennes
T+y—22+1=0
{x— 2y+z+1=0
et (?) le plan de représentation paramétrique
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3d

e

x=k+
{,F 2- (A, 1) € RY),

z==1—2}
Démontrer que (@) et () sont sécants en yy

point dont on déterminera les coordonnées.

Soit (?) et (?') les plans de représentationg
paramétriques respectives :

xr=—1+2k+p
{y=1+l—|,: (A, u) € R?).
z=1-2A+}L
x=2-k-21
a[{y=1+l-u (A, p) e B2)..
z=2A—H

1. Déterminer une équation cartésienne de
chacun des plans (?) et (?') et démontrer qu'ils
sonl sécants.

2. Déterminer une représentation paramétrique
de leur droite d’intersection.

Soit (%) le plan d’équation cartésienne
x=2y+2z=46

1. Déterminer une représentation paramétrique
de la droite d'intersection (A) de ce plan avec
le plan de repére (0,7, }’].

2. Déterminer une équation cartésienne du plan
(') perpendiculaire & () el contenant (A).
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ns les exercices qui suivent, sauf indication contrajre
' est muni d % —r b "
respace & u repére orthonormé (O,1. j. ).

APPRENTISSAGE * :

S

Equations cartésiennes de
droites et plans

. s ; 1 -5)
Déterminer une équation cartésienne du plan passgm

par le point C et orthogonal 4 la droite (AB).

1
1 On considére les points A(z), B(fz) el C i
3

=1
2 On considére les points A| 1 |,B 11 at C(}

; : 1 1 <1
1. Déterminer une équation cartésienne du plan [ABQ]_
2. Déterminer une équation cartésienne du plan pas-
sant par O el paralléle au plan (ABC).

3 1. Déterminer le nombre réel k pour que le plan
(@) d'équation cartésienne 2x —y + z — k = 0 passe par
le point A de coordonnées (-2 ; 0 ; —4).
2, Démontrer que les plans (#,) sont paralléles entre eux.

& Soit () le plan d'équalion cartésienne
2x—y+3z—-6=0.
1. Déterminer trois points de (%) dont les coordonnées
(x ; y; z) sont des nombres entiers relatifs.
2, Placer ces points sur une figure.

5 Déterminer un systéme d'équatizons cartésiennes

1
de Ja droite passant par les points A(—zl) et B( 23).

1 2
6 On considére les points A(l) et B g ;
1

1. Déterminer un systéme d'équations cartesiennes de
la droite (AB).

2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection de
(AB) avec chacun des plans de repéres (0, 1, /), (O, 7 ),
(0K, ).

Représentations
parameétriques

1. Déterminer une représentation paramétrique de cha-
cune des droites (OA), [OB) et (AB).

2, Déterminer une représentation parameétrique du plan
(OAB).

8 Déterminer I'ensemble des points M@r) tels que :

x==3+2A
UJ{H=1+1 (e B);

Z==A

x==3+2)k
bj{y=1+;. (A e BY).

Z=—h

9 Soit (?) le plan de représentation paramétrique
xr=-1-3L
{y =—1-2\42
z2=1+ ﬁ}l
1. Déterminer les coordonnées des points d'intersection

de (%) avec les axes du repére.
2. Déterminer une équation cartésienne de ().

((, w e B2).

10 Soit (2) la droite de représentation paramétrique

x=-=5+3\
{y=5-—47u [he R)
z=—15+12%

® 1
1. Vérifier que les points A( 1 ) et E(—a) appartiennent
ala droite (2). - 9 \
2. Déterminer les coordonnées des points M, et M, de
la droite (@) tels que : AM,; = AM, =13.

11 Soit (#) le plan de représentation paramétrique

x=—1+2k-p
{y=-l+u (. 1) € B2).
z=2+A-2)

0 2 -3
1. Démontrer que les points A(U). B(—z) et C( ‘1) ap-
partiennent su plan (). 3 # 1

9. Déterminer A et p pour que le point de paramétres A .
et p soit le centre gravité du triangle ABC.

Distance d'un point a un plan

4
12 soit A( 2 ) et (?) le plan d'équation cartésienne

x-4y+6=0.
Calculer la distance du point A au plan (%),

13 On considere les points A _“_11 etB[ 0).
Déterminer une équation cartésienne de l'ansengble des
points M(g;t) tels que : MA = MB.

Quelle est la nature de cet ensemble ?

14 S0it (?) le plan d'équation x +4y—z-4=0
at (@) la droite qui a pour systéme d'équations
x—y=0
y—z=0.
Déterminer un point M de (%) tel que : d(M, &) = 2.
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: 2 0 0
15 0n considere les points A{ 0|, E;g;g et C(ﬂ)-
0 1
)

Calculer 1a distance du point O au p?an (

Positions relatives de droites
et de plans

16 soit (@,) et (?,) les plans d'équations respectives
T+y+z=0 et x+y—-2z+1=0,
Démontrer que (@,) et (#,) sont sécants et déterminer

une représentation paramétrique de leur droite d'inter-
section.

17 Soit (@) et (B,) les droites de représentations
paramétriques respectives

X==X x=2-2pn

y=% Ae R) et {y=1—u (he R).

r=

1, D@mont_.rer que (2,) et (@,) sont non coplanaires.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan (%)
contenant (%,) et parallale a (3,).

1_3 Soit (@) et (@') les droites de représentations
parametriques respectives :

xr=2-=3) x=24p
{y=5-—l (he R) at{y=1+u (e R).
Z=—3+ 2} z==1-pu

Démontrer que (@) et (@) sont sécantes et déterminer
une équation cartésienne du plan déterminé par ces
deux droites.

19 50it (@) e plan d'équation cartésienne
X+y+z=0.
1. Déterminer une équation cartésienne du plan passant

1
par le point A{—1] et paralléle a (%),

2. a) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (2) passant par A et orthogonale 2 ().
b} Déterminer le point d'intersection de (3) et (P).

20 soit () 1e plan d'équation x—y+3=0 et (@)
la droite qui a pour systéme d'équations
Xx—-zg=2=0
{2x+y—3:+1:[].
1, Démontrer que (%) est paralldle a ().
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (I1)
contenant (2) et perpendiculaire a ().
3, Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (A), intersection de (%) et ().

21 soit (20) la droite de représentation parﬂmélrique

x==1+A
{y =3-2L (AeR)et(9')Iadroite qui a pour systéme
Z==1+31

d'équations {.:: §ige—a=g

x+y—z=0.
1. Démontrer que ces droites ne sont pas coplanaires.
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (P)
contenant (%) et parallele A (2°).

22 soit (@) la droite qui a pour systéme d’équa-

tions: [ x—py+z=0
X+ y—-z=0.
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1. Déterminer un systéme d'équalicins Carlésienneg 4,
la droite (&) passant par le point A _23 et parallgle 3 (@),
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (#)
contenant (2) et (2’).

23 soit () le plan de repére (A, D), ot A f] |

1 1 ; . 0
ul-3), v -1) et (@) la droite qui a pour systéme d' bqua-
Z 3 x—2y+z+1=0

tions cartésiennes : E4 =0,
Déterminer l'intersection de (%) et (3).

28 soit (@) la droite admettant pour systime
d'équations cartésiennes ; { x+y+z=3
x+2y+ 3z=6.
1, Déterminer s équation cartésienne du plan (%) passant

par le point Agz et arthogonal a (%).
3

2. Déterminer l'intersection de (&) et (D).

25 Déterminer un systéme d'équatioqs cartésiennes
de la droite (%) passant par le point A -él et orthogo-
nale au plan (%) d'équation 2e—y—2z+1=0,

26 soit (P) le plan d'équation 2x + 3y +z+1=0
et (') le plan de représentation paramétrique

x=1+2L+p
{y=2—l+u (A p) e R2).
z=—A—5}

Démontrer.que ces plans sont parallgles.

27 soit (D) et (2°) les droites qui ont respective-
menlt pour systédmes d'déquations cartésiennes
dx—y—z+2=0 x+y+1=0
{y—z—zzﬂ i x—=2z=0.
Démontrer que ces droites sont orthogonales. Sont-ellos
sécantes 7 Si oui, déterminer leur point d’intersection.

APPROFONDISSEMENT

28 ) et (%) sont les plans d'équations respectives
XT+Yy—z=0 el 2vr—y+z-3=0,
1. Démontrer que ces plans sont perpendiculaires.

2. Caleuler les distances respectives du oint Al 1 )a
(@) el d (). g e 4

3.En déduire la distance du point A & la droite (4),
intersection des plans () et (),

29 soit () et (P) les plans d'équations respectives
2r—4y+224+3=0 ot xX—2y+z—3=0.
1. Justifier que ces plans sont paralléles.
2. Soit (B) une droijte orthogonale aux plans (2) et (2,

X
M g et M g les points d'intersection de (@) respecti-

vement avec () et (@').

a} Démontrer qu'il existe un nombre réel k tel que
X=x+k

{ Y =y-2k
'=z+k

b) Calculer MM,

Déterminer k.
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30 Soit a et b deux nombres réels,
1. On considere le systame :

x+Yy+z=10
ar+y+z+b=0,

Pour quelles valeurs de a ce systéme est-il un systéme
d'équations cartésiennes d'une droite ?

2. Cette condition 6tant réalisée, on désigne par (@) une
telle droite et on considere la droite (%) de représentation

a=1
pmmétrique:{y:_3+b;h (A e R).
Z==1 4+,

Pour quelles valeurs de a et b les droites (@ '
et (B
sont-elles paralldles 7 sécantes ? non cnptanai.n]zs 7 i

31 Projection orthogonale d'un angle droit
(%?) est le plan d'équation x + y+z=0,
Etant donné un point M, on désigne par M’ ] jeté
orthogonal de M sur (2). = s

X

1. Soit M@) et M'| ']
zT

x' =

=

(2x—y-2)

Démontrer que : | y' = 13{— x+2y-—z)

z =1§{--.t—y+ 2z).

2. On donne les points A lJl .B —é et C g )
5 -3 &

On désigne par A, B' el C' les projetés orl.l:-ugo]i'laux TES-

pectifs de A, B et C sur (&P).

a) Démontrer que la droite (AB) est parallgle au plan (?).

b) Calculer les coordonnges des points A', B’ et C’ et

démontrer que BAC et B'A’C' sont des angles droits,

32 ABCDEF est un prisme a base triangulaire, On
désigne par G le centre de gravité du triangle ABC et par
G' celui du triangle DEF.

1. Déterminer une représentation paramétrique des droites
(AG") et (DG) dans le repére (A, AB, AC, AD).

2. Démontrer que les droites (AG’) et (DG) sont sécantes
en un point dont on déterminera les coordonnées dans
le repére précédent.

33 Soit ABCDEFGH un pavé.

\\ gLV
o A T e e A W e
g : ¢

On désigne par 1, J, K et L les points définis par :

—r = —F — —
Al=1 Ab, Hj=1HG.EK =] EF et DL= 2 DC (a € R)
1. Déterminer une représentation | paﬁmﬁ_tr’ique des droites
{I]) et (KL) dans le repére (A, AB, AD, AE). )
2. Déterminer le nombre réel a pour que les droites (I])
et (KL) soient sécantes,

348 Soit ABCDEFGH un cube. _, _,
1. Déterminer, dans le repére (A, AB, AD, AE), une équa-
tion cartésienne du plan (BDE) el une représentation
paramétrique de la droite (AG).

2. Démontrer que la droite (AG) est nrlhng_c:_na]a au plan
(BDE) et le coupe en un point I tel que : Al = %—- AG,

35 Soit ABCDEFGH un pavé.
On pose : AB = u, AD = 1, AE = w.
1. Déterminer, en fonction de u, v, w un couple de vec-
teurs directeurs des plans (GDB) et (CFA), ainsi qu'un
vecteur directeur de l'intersection de ces deux plans.
2, Déterminer une représentation paramétrique de
(GDB) et (CFA), ainsi que de la droite d’intersection de
ces deux plans.

36 Faisceaux de plans
() est le plan d'équation cartésienne :
x—2y—2z+3=0,
Scit A et B deux points distincts de €.
1. On suppose que la droite (AB) et le plan (?) ne sont
pas orthogonaux.
Démontrer qu'il existe un unique plan (IT) passant par
A, B et perpendiculaire a (2).

Application 5
4
Soit A(-;) et B(—z). Déterminer une équation cartésienne

de (I1). . ¢

2.0n suppose que la droite (AB) et le plan (?) sont
orthogonaux,

a) Démontrer que tout plan (1) passant par A et B est
perpendiculaire a (2).

4 5
b} Soit A(Q) el B(Z). Démontrar que tout plan (I1) a
2 0 =

une équation cartésienne de la forme :

M2x+ y-12) + p(2v +2—10) =0, oh (A, p)e B2,
L'ensemble des plans (1), contenant une méme droite
{AB), est appelé faisceau de plans,

37 Perpendiculaire commune 2 deux droites
(%) et (@) sont lgs droiigs de rﬁnbres respectifs (A, i) et
(B, T;] avec A(—l). H(ﬂ). -u'(l), F(%)

-2 4 1 2

1. Délerminer une représentation paramétrique de (@) et
(%') et démontrer que ces droites sont non coplanaires.
2. Démontrer qu'il existe un unique point 1 de (@) et un
unique point | de (9') tels que la droite (I]) soit perpen-
diculaire aux droites (%) et (")
Déterminer les coordonnées de ces deux points.
3. Soit M ELN deux pni_r{ts respectifs de (@) et (@').
On pose: IM = o uet [N=p v
a) Calculer MN? en fonction de o et i
b) En déduire que la valeur minimale de la distance MN
est obtenue lorsque M est en T et N en |,
IJ est appelée distance entre les droites (3] et (%),
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33- Hauteurs d'un tétraédre orthocentrique
On considére les points

2 0 o
A(—l). B(E). C(— ) et D(g),

0 0 0 4
1. Vérifier que les ardtes opposées du tétraddre ABCD
sont orthogonales deux & deux. e
2. Calculer les coordonnées des vecteurs DA, DB et DG
en déduire les coordonnées de vecteurs -r{, _1'1'.z et 'Ea nor-
manx respectivement aux plans (DBC), (DCA) et (DAB).
3. Déterminer une représentation paramétrique des
hauteurs (AA), (BB) et (CC") du tétraddre ABCD,
4. Démontrer que les droites (AA'), (BB') et (CC’) passent
FOMTE];D point H situé appartenant 2 la droite de repére

En déduire que les hauteurs de ce tétraddre sont
concourantes.

) 39 Sphére circonscrite 4 un tétragdre
Soit ABCD un tétragdre tel que ;

SRR

1.3oit I, ], K les milieux respectifs des arétes [AB],

[ACI. [AD] et (@), (@,), (#,) los plans médiateurs res-
pectifs de ces arétes.

a) Calculer, les coordonnées des points I, J, K, puis des
vecteurs AB, AC, AD et déterminer une équation carté-
sienne de (@), (P,) et (2,).

b) Démontrer que ces plans ont un seul point commun
Q, dont on calculera les coordonnées,

2. Démontrer que Q est le ventre d'une sphére dont on

calculera le rayon et qui passe par les sommets A, B, C
et D du tétraédra.

2 1
B0 On considire le point A{—1| et le vecteur v 2 |.

3
Déterminer une équation cartésienne de I'ensemble des
—
points M vérifiant : AM.v=3.
Quelle est la nature de cet ensemble 7
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: 3
81 On considire les points A(;I) et B[ 1].
2
Déterminer une équation cartésienne de I'ensemp)

points M vérifiant : MA? - MB? = 6,
Quelle est la nature de cet ensemble ?

¢ deg

2 3
89 On considére les points A(—a-‘l) B(;-) Bl % :
5 ; 3
Déterminer une équation cartésienne de I'ensemb]q des

points M vérifiant : MA? + MB? — 2 MC? = 12,
Quelle est la nature de cet ensemble ?

43 Soit OABC un tétraédre dont les arétes issyes
de O sont deux & deux perpendiculaires (on dit que
OABC est un tétraédre trirectangle en Q).

L'espace est muni d'un repére orthonormé [D,E:If}.
Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives
(a;0;0),(0;b;0)et(0:0:c), avec abe #0.

1. Démontrer que le plan (ABC) admet pour équation :

St eT=1

2. Soit H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC).
Déterminer les coordonnées de H et vérifier que H est
I'orthocentre du triangle ABC.

e M W
3. Démontrer que : om=onet OF? + o
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Fonctions

Introduction

Labfecﬁfde ce chapitre est de préciser les notions de fonction et d'ap-
plication que nous refrouverons en andlyse, en géomélrie et dans les pro-
blémes de dénombrement. Sans en faire une élude exhausfive, nous déh-
nirons les injections, es surjecfions ef la composition des fonctions. Nous
terminerons en éudiant quelques aspects particuliers des fonctions numé-

riques d'vne variable réelle.
‘ : 1 & e fofof
pe J 1
= |
l 4 | o I ref g
| |
f |
': !

% Gonlrallls covin R 06
2. Applications particUliEres............cocevimvnicveereieaninnns 168

3.  Fonctions NUMENGUES .......ccervmrieiisersisisiesiasrerisienines 173
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—1.1.. Fonctions et applications

mmmmmm Introduction

(6) est un cercle de centre O et (%) une droite ne passant pas par O.
A tout point M de (), on associe, lorsqu'il existe, le point M’ de (2)
tel que O, M et M’ sont alignés.

On désigne par A et B les points d'intersection de (6) avec la droite
paralléle & (@) passant par O.

* Soitf: (6) = (D) ; fest une fonction dont l'ensemble de définition
M M’

n'est pas l'ensemble de départ.

* Soit g: (€)\|A, B} - (@) ; g est une fonction dont I'ensemble de
M — M’
définition est I'ensemble de départ.

On dit que g est une application de (4)\(A, B] vers ().

Remarque
Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si :
- elles ont méme ensemble de départ et méme ensemble d’arrivée }

— elles ont méme ensemble de définition D ;
= pour tout a, élément de D, on a : fla) = gla).

mummmem Restriction, prolongement d’une fonction
Soitf:R—-R et g: R —-R
x> J|x| -2 X+ Jx -2
Ona :Dp=]-e;-2]U[2;+e et D, =[2;+eof;
Donc : Dg = D,,-; de plus, pour tout x élément de D, on a : gx) = flx).
On dit que g est la restriction de fa R,. On dit aussi que fest un prolongement de g a R.

Détinitions
Soit fune fonction de E vers F et E' une partie de E.

* On appelle restriction de /4 E’ la fonctiong: E' > F

ar f(a).
* fest alors appelé prolongement de g & E.

Remaraue

Si I'ensemble de définition de f est Dy, alors celui de g est Dy E:

166 Fonctions



www.biblio-sciences.org

—1.2.. Composition des fonctions

mmsmmm  Définition
Soit [ R—-R et g:RoR

x> xt-1 o 2+

On se propose de calculer g[f{x]]. *

Ce calcul est possible si et seulement sj .
Ona:flx) e D, & x¥-120 ent si f{x) appartient 3 D,.

& xe R\|-1;1).
Pour tout x élément de R\|~1: 1), on a s glflx)] = 2a2=1) +1 - -1 .
2-1 xF—1
appelée composée de f par g
et notée g o /, telle que : g o flx) = xf-1

$F—q S g
Son ensemble de définition est Dy op=R\I-1;1). l% @

On peut illustrer la composition des deux fonctions
par le schéma ci-contre.

On définit ainsi une fonction,

gof

On détermine de maniére analogue /o g.

2,;52_1)3 1_4.x2+3.r+1
me————

Droy= R* et, pour tout x élément de R*, on a: f o g(x) = flg(x)] =(
On remarque que: g o f# f0g.

Définition _
Soit E, F, G trois ensembles, / une fonction de E vers F et g une fonction de F vers G.

On appelle composée de f par g la fonction de E vers G, notée g o [ et définie, pour tout élément a de E
tel que a € Df et Ma) D, par:g o fla) = glflall.

B emargue

Soit f une fonction de E vers F, Id,; et Id, les applications identiques’ respectives des ensembles E et F.
Ona:fold;=Idz0f=]/

memmem Propriété

Soit f, g et h les fonctions de R vers R définies par : flx) = sin x, glx) =22+ 2 et hlx)=-3xr-1.
« Déterminer la fonction g o /; puis la fonction h o (g 0 /).

« Déterminer la fonction h o g, puis la fonction (h o g) 0 f.

* En déduire que :ho(gof)=(hoglof

Plus généralement, nous admettons la propriélé suivante.

Propriéte

Soit f'une fonction de E vers F, g une fonction de F vers G et h une fonction de G vers H.
Ona:ho(gofl=(hog)of

On dit que la composition des fonctions est associative.
Dnna!e:ho{yoﬂ:{hog}o,f':hogoﬂ

1, L'application identique (ou identité] d'un ensemble E est I'application de E vers E qui, & tout élément de E associe ce méme éldment.
On la note généralement [dg
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Z’V/AE XETCICOS BLr i i s o s P77 755

l.a Soit f1a fonction de & vers R définie par : 1.d On considére les fonctions fet g de R vers R
M) = | 2], définies par : fir) = Z21 et gla) = 5N
Parmi les fonctions de R vers R suivantes, : : xr=-1 . i 1
déterminer celles qui sont égales & /. 1. Déterminer les ensembles de définition des
|6x—12| (x—2)? fonctions fet g.
a) glx) = 6 i blhlx) = =21 ; 2. Déterminer la plus grande partie E de R sy,
P2rx-6 laquelle fet g ont la méme restriction.
o) kx) = %-' i Al = JPmax+4.
1.e Soit a et b deux nombres réels. On considire les
1.b  Parmi les fonctions suivantes, préciser celles fonctions fet g de R vers R définies par:
qui sont des applications. flr)=—2x+3 et glv)=ar+Db.
al [1R=R i blg:RoR ; 1. Pour tout nombre réel x, calculer g o flx) et
x> |x| X x—x fo glx).
Qhilzi+=] R : dk:(0;+x[—R 2. Délerminer un couple (a, b) de nombres réels
N .r_l——z_ - el 1 telque:gof=/og.

x=-1
3 .32 2
le Soit fla fonction de [ vers R définie par : 1f Soit /: R* — RE.
flx) = |x - 1] + 2|3 - x|, (x, y) ~ [~ x + 3y, 3x - 4y)
Déterminer Iapplication affine g qui a méme Pour tout couple (x, y) de nombres réels, déter-
restriction que [sur Vintervalle [1 ; 3). miner fo flx, y).

\pplications particuligres

—2.1.. Injections, surjections

pmmmmm Introduction

Soit (€) la courbe d'équation : y = 2% -1,
Dans chacun des cas suivants, /'est l'application de E vers F définie par : flx) = x2 - 1,

On se propose de déterminer, graphiquement et selon les ensembles E et F, le nombre d'antécédents par
fd'un nombre réel m.

1% cas:E=R,F=R

V]
\J /E

/i

2°cos:E=R,F=[-1;+ oo

-1

¢ Si m < -1, m n'a pas d'antécédent dans R,. * S5im=-1, maun antécédent dans R

* Sim >—1, m a un antécédent dans R_. * §5im2-1, ma deux antécédents dans R

Tout élément de R a donc au plus un antécédent | Tout &lément de [-1; + <[ a donc au m;:;ins un
dans R,. antécédent dans R.

On dit que l'application f'est une injection. On dit que l'application fest une surjection.
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3’cus:E=H+,F=[H1;+m[ gcas:E=R,F=R
) | \ﬁﬁ} F /
J : N\ at
'E : E
\gl//I Ol /1
-1 -1

E:;-ll; ﬂément de [=1; + <[ a un antécédent unique | « Si m < — 1, m n'a pas d'antécédent dans R, donc
i

i ' P ‘n'est pas une surjection.
On dit que l'application fest une bijection. { Si mp= —1, m a un antécédent dans R.
« Si m=—1, m a deux antécédents dans R, donc [
n'est pas une injection.

mmmEmzm Définitions et propriété

Detinitions

Soit fune application de E vers F.
* On dit que /est une injection (ou fest injective) si tout élément de F a au plus un antécédent par /.
* On dit que f est une surjection (ou f est surjective) si tout élément de F a au moins un antécédent par f.

BEI’I’]ETSUB

Une application f de E vers F est surjective si et seulement si flE) = F.

Exemples
* Soit I'application f: R*— R.
X I—}l
X
0 n'a pas d'antécédent par /; donc [ n'est pas surjective.
Pour tout nombre réel y non nul, — est I'unique antécédent de y par /.
Donc tout élément y de R a au plus un antécédent par f'; fest injective.

* La projection orthogonale est une application surjective mais non M
injective.

(D)

Propriete

Soit fune application de E vers F.
fest injective si et seulement si, pour tous élémenis aetb de E.ona: fla) = flb) = a =b.

Cette propriété est une conséquence directe de la définition.

Bemargue

Cetle propriété peut également s'énoncer de la fagon suivante.
« [‘est injective si et seulement si, pour tous élémentsaetbde E, ona:a#b = fla) = fTb). »
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Soit (p) et (q) deux propositions. Vg e
| Les implications [(p) = (q)] et [(non g) = (non p)) sont équivalentes.
[ On dit que l'une est Ia contraposée de l'autre. s g

R e Bl e e i S st st

e T e e

Exemple
Dans la propriété précédente :
(p): « fla) = fib) » et (q): «a=b»;
(non p) : « fla) # fib) » et (non q): «a#b».
Donc : [fla) = fib) = a =b) équivauta [a=b = fla) #/(b)l.

—2.2.. Bijections

mmmEmem Propriété
Soit O un point du plan, k un nombre réel non nul et h 'homothétie de_genh'e O et de rapport k.
Tout point M’ du plan a pour antécédent le point M tel que : OM = % OM’ ; h est donc surjective.

De plus, pour tous points M et N, d'images respectives M’ et N', on a :
M#N = MN# 0
—
= MN %0 (cmhﬁ*:kﬁﬁ
=M'#N"
h est donc injective.

Par ailleurs, on sait que h est une bijection.

Propriété

Soit fune application de E vers F.
[ est une bijection (ou est bijective) si et seulement si elle est injective et surjective.

En effet, [est bijective si et seulement si tout élément de F a un unique antécédent par fdans E, c’est-a-dire
si et seulement si tout élément de F a au plus et au moins un antécédent par f.

mmmmmm Bijection réciproque d'une bijection
Soit une bijection f/: E = F.
x—y
On a : - d'une part, tout élément x de E a une image unique y par fdans F :
— d'autre part, tout élément y de F a un antécédent unique x par fdans E.
Donc, la correspondance F — E est une application bijective.
yr=x

Cette application, notée /!, est appelée bijection réciproque de f;

E emargues

» Pour tout x élément de E et tout y élémentde Fona :y=flx) & x = Fl(y).
» Si f1 est la bijection réciproque de J; alors [ est la bijection réciprogue de £,
*Ona:flof=1Id; et fof!=Idp
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Exemples

* La qunslalian de vecteur  est une bijection du plan dans lui-méme ; sa bijection réciproque est la
translation de vecteur — 1,

» Soit l'application f: R, — R,.
x - x2
Pour tous x et y éléments de R,ona:y=x* © x= ,@
Donc, fest une bijection et sa bijection réciproque est £ : R, = R,.
xe

Propriéte

Soit fune bijection de E vers F et g une application de F vers E.
Si fog=1d; ou go f=1d, alors g est la bijection réciproque de f.
Démonstration

Soit £ la bijection réciproque de f;
Ona:fog=Id; = flo(fog)=f1old;

=(f1oflog=f"
=g=f%

On démontre de manitre analogue que: go f=1dy=g=f"

mmoemmm  Composée de deux bijections

Soit s la symétrie de centre O et t la translation de vecteur 1.
Pour tout point M du plan, on désigne par M’ et M” les points tels
que : M’ = t(M) et M" = s(M’).

* Justifier que s et t sont des bijections du plan dans lui-méme et
déterminer leurs bijections réciproques s~ et 1.

« Démontrer que le point Q, tel que 00 =- -%I:, est le milieu du
segment [MM"].

+ En déduire la nature et les éléments caractéristiques de s o t.

« Justifier que s o t est une bijection ; déterminer (s o ).
 Démontrer que : (so t)? =t o s,

Propriéte

Soit f une bijection de E vers F et g une bijection de F vers G.
g o fest une bijection de E vers Getona:(go /)" =f1og™.

Démonstration

« Démontrons que g o [ est surjective.

Soit z un élément de G.

g est surjective, donc z a un antécédent y dans F par g.

[fest surjective, donc y a un antécédent x dans E par [

Donec, x est un antécédent de z dans E par g o f'; g o fest surjective.
« Démontrons que g o Jfesl injective.

Soit x et x' deux éléments de E tels que : g o flx) = g o fix').

g est injective, donc : glflx)] = glfix))] = flx) = fix') ;

[est injective, done : flx) = flx') = x=x".

Donc : g o flx) =g o flx’) = x=x"; g o fest injective.

On en déduit que g o [est une bijection de E vers G.
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* Démontrons que (go )1 = f1o gt
Ona:(goflo(Flog)=go(fof)og!
=go(ldgog™)
=gog!
=Id..

D'aprés la propriété précédente, la bijection réciproque de

gofestflogt,

Ce résultat est illustré par le schéma ci-contre,

gof

jr g~

f—log—]

WExercices B A RRABT A FARIEF T

2.0  Soit f l'application de N vers N qui, & tout
nombre entier naturel, associe la somme de ses

chiffres.

L'application fest-elle injective ? surjective 7

2.b  Dans chacun des cas suivants, dire si 'applica-

tion fest injective.

alf: M=o Z :
x> 2r—3

¢ [:AxR - R
(r.y)>x+y

2.c  Dans chacun des cas suivants, dire si l'applica-

tion fest surjective.

alf:Z—>N ; BJf:R>R,
x> 2)x] x> 041

cf:R\1]->R ; df:R— R
emit] re e

2.d  Soit a, b deux nombres réels et f l'application
de R vers R, définie par: flx) = ax + b.
Démontrer que [est bijective si et seulement si
a est non nul ; déterminer alors sa bijection

réciproque.

2.e Dans chacun des cas suivants, démontrer que
l'application fest bijective et déterminer sa bijec-

tion réciproque.
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bifiR-R
x— 222 +1

2.f

al[:R-R i D) f:RM) - R\-2).
X—>EX+5 xm 21

Soit E et F deux intervalles fermés de R. On donne
ci-dessous les représentations graphiques d'appli-
cations de E vers F. Dans chaque cas, dire si 'ap-
plication est injective, surjective ou bijective.

2.h

Soit f une fonction numérique d'une variable
réelle définie sur un intervalle K.

Démontrer que si f est strictement croissante
sur K, alors fest une bijection de K sur f{K).

Donner la représentation graphique d'une fonc-
tion :

a) surjective et non injective ;

b} injective et non surjective.
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onctions numeérigues
—3.1.. Opérations sur les fonctions

Soit fet g les fonctions définies par: flx) = —1 1

— - gt gl:x:l =x—--.
+2 -3
Ona: Df'—' B\[-2} et Dg = R\[3). “ )

* On considere la fonction s définie par : s{x) = flx) + glx).
Soitx un élément de R ; s est définie en x si et seulement si fet g sont définies en x.
Donc : D, = R\[- 2 ; 3).
Pnurtnut,télémenldena,gna:s[x:,= . e = x*+2x-5
x+2 x-3 (x+2)(x-3)
On dit que la fonction s est la somme des fonctions fet g. On note : s = [+ g.

* On considére la fonction p définie par : p(x) = fix) x g(x).

Soit x un élément de R ; p est définie en x si et seulement si [et g sont définies en x.
Donc : lZ'Jp =R\-2; 3).

Pour tout x élément de D_, on a : p(x) = S spECd o et .
P plx) x+2 r—3 (x+2)(x-3)

On dit que la fonction p est le produit des fonctions fet g. On note : p = fg.

* On considére la fonction g définie par : g(x) = %

x
Soit x un élément de R ; q est définie en x si et seulement si [ et g sont définies en x et si, de plus,
glx) # 0. Donc : Dq= B\ [-2:3;:1).

1
Pour tout x élément de D, on a : g(x) = ;+f i x]_{a a
- x—1)x+ 2
535

On dit que la fonction g est le quotient des fonctions fet g. On note : ¢ = é

Plus généralement, fet g étant deux fonctions d'ensembles de définition respectifs D et D , on retiendra
les résultats suivants.

Notation Ensemble de définition Formule explicite
Somme [+g Dy n D, U+ gllx) = flx) + glx)
Produit [ g D, n D, (gllx) = flx) x glx)
Quotient f} (D; N D)\lx € R, glx) = 0) (g)m - g’%

B emargues

On définit aussi les fonctions suivantes.
— Produit d'une fonction par un nombre réel k : (kf)(x] = k x flx), avec Dyy= Dj

— Puissance n®™¢ (n € N*) d’une fonction : (f*)(x) = [flx)*, avec Dy, = D
1 1
A i h = DI = D \\ IH’ = -
- Inverse d'une fonction (T)(x] ey avec 1=Dy [xe R, flx)=0]

— Racine carrée d’'une fonction :(JT)[I} = [fix), avec Dj =D\ [x e R, flx) < 0).
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—2.2. Fonctions associées

Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J). 1
Soit fune fonction, (€) sa représentation graphique, a et b deux nombres réels.

Les fonctions x> - flx), x> fl-x), x+ [flx)l, x> flx-a), x > flx) + b sont dites associées a /.

L'objet de ce paragraphe est de montrer comment les courbes représentatives des fonctions assocides 3
se déduisent de ().

mmmmmm Fonctions x — - fl4) et x— fl- ]
Soit x un élément de Dyet M le point de (6) d'abscisse x.

* Le point Ml(—-ﬁj.:x ]) est le symétrique de M(/Ifr]) par rapport & (OI1).

Donc, la courbe représentative (€’) de la fonction x — — f{x) se déduit
de (6) par la symétrie orthogonale d'axe (Ol).

* Le point M"G:]) est le symétrique de M(/fr]) par rapport a (OJ).

Or f (- (- x)) = flx) ; donc, M" appartient 2 la courbe représentative
(6”) de la fonction x — f- x).
Dong, (%) se déduit de (‘6) par la symétrie orthogonale d'axe (O]).

Propriétés
Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).

* La courbe représentative de la fonction x— - flx) se déduit de celle de la fonction f par la symé-
trie orthogonale d'axe (OI).

* La courbe représentative de la fonction x+— fl-x) se déduit de celle de la fonction f par la symé-
trie orthogonale d'axe (0J).

Exemples

* Soit & tracer la courbe représentative (€,) de la fonction g définie (%)

par : g(x) = —x2, J
On trace la courbe représentative [‘ﬁﬁ de la fonction f définie par : :|
fx) =22,

[‘63] se déduit de (€ ,} par la symétrie orthogonale d'axe (OI). (6,)

* Soit & tracer la courbe représentative (€ ) de la fonction g définie

par : glx) = |- x.
On trace la courbe représentative (6] de la fonction f définie par : (rW p
fix) = Jx. : o

|

(6,) se déduit de (6] par la symétrie orthogonale d'axe (0]).

mmmmmm Fonction x — /()]

[ )l = flx), si flx) 2 0 y = [flx)]
Pour tout x élément de Dy on a: { )l ==, € flc) <0 J ;
Donc, la courbe représentative de la fonction x — |flx)| est la O |
réunion des parties des courbes d'équations respectives y = flx) et () y=-fx)
y =— flx), situdes « au-dessus » de (OI).

174 Fonctions



www.biblio-sciences.org

Exemples
» Soit f'la fonction définie par : f{x) = |2 - 3|.

On trace les droites (3,) et (3,) d'équations respectives y = 2x— 3 et
y ==2x %+ 3.

La représentation graphique () de la fonction f est la réunion de
deux demi-droites situées « au-dessus » de (on.

* On construil de maniere analogue la courbe représentative de la
fonction x — |%|

mmmmmm Fonctions x — flv - a) et x> flx) + b

* Soit.x un nombre réel, tel que x — a appartient & Dj et M le point
de (€) d'abscisse x — a.

s ¥ X 1= X =il *

Le point I‘i(ﬁx- a]) est I'image de M A5 a}) par la translation de
vecteur aOl.

Dong, la courbe représentative (¢') de la fonction x > flx — a) se
déduit de (€) par la translation de vecteur aOL.

* Soitx un élément de D et M le point de (‘6) d'abscisse x.
A 1} X I X

Le point ]':'1’ ( fx) + b) est I'image de M(/I::} par la translation de fx)+b
vecteur bQJ. (€") —1
Dong, la courbe représentative (‘¢") de la fonction x — fx) + b se

déduit de (€) par la translation de vecteur bQJ. Six)
Les deux résultats précédents justifient la propriété suivante. (6) —

Propriete

La courbe représentative de la fonction x— flx—a) + b se déduit de celle de la fonction fpar la trans-
lation de vecteur u (g)

Exemples :
« Soit g la fonction définie par : g(x) = - —'zu.rz + dx —d. JQ_([{‘%\
Dna:\i".rER.g[.r}:—%(_t_3]2+2.[2] :

On considére la fonction fdéfinie par : flx) = - .g-_fl_ o) 3

On désigne par (€ et (¢ ) les courbes représentalives respectives des 6p

fonctions fet g. .

(€,) se déduil de (€) par la translation de vecleur 301 + 265
(€,) est une parabole de sommet S(g) el d'axe la droile d'équation x = 3.

: gk 2x'+ 1
* Soit ¢ la fonction définie par : glx) = e
=5
Ona:Vaxe R\|1), gl)=—2+—3 . (6p {‘,)
On considere la fonction fdéfinie par : flx) = - —. @ ;
On désigne par (6, et (6,) les courbes représenfalives respectives des !';"""/Q n{/’—@ = 26j

fonctions fet g. o e
(‘ﬁﬂ] se déduit de (‘6 1,} par la translation de vecteur OI - 20]J.

(6,) est une hyperbole de centre Q[ _, .

P L 2 ;
@ 1a ﬁ.,{,f,r_.;u v signifie ; « quel que soit ». Ainsi, « ¥ x € B, glx) =— T fx—3)* + 2 » signifie : « quel que soit x élément de W, on a :
y{.ﬂ:--i[-t’--'l]‘* 2w
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Remaraues

Plus généralement, on a les résultats suivants.

* La courbe représentative de la fonction f: x— a;? + bx +c (a#0) estune parabole.
dac -

En eﬁet, ona:VxeRflx]= a(x-l- 3)2 + =

2a
b
* La courbe représentative de la fonction f: x+— Z:: pi (c# 0 et ad - be # 0) est une hyperbole.

, d _a k . be - ad :
En effet, ona:Vxe R\f-;i,j(xj-z+ I+£,ouk g
¢
—3.3.. Comparaison de fonctions
mmmmmm Introduction
Le plan est muni du repére (O, 1, J).
(€) et () sont les courbes représentatives respectives < 7T
des fonctions fet g définies par : flx) =—x2 + 4 et / N
glx) =— %x + -2- \
* Résoudre graphiquement 1'équation : flx) = glx). / \
* Résoudre graphiquement l'inéquation : fx) < glx). / \
* Vérifier les résultats par le calcul. /
/ \ S
Vocabulaire et notation / ’ \
Soit fet g deux fonctions numériques définies sur un
ensemble E. / o) I
f est inférieure ou égale a g sur E signifie que, pour / \(*J)
tout x élément de E, on a : flx) < glx). | |

On écrit : f< g sur E.

mmmmmmm Minoration, majoration

Soit fune fonction définie sur un ensemble E.
* fest minorée sur E s'il existe un nombre réel m tel que, pour tout x élément de E, on a : f{x) > m.

~« fest majorée sur E s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout x élément de E, on a : f{x) < M.
* fest bornée sur E si elle est a la fois minorée et majorée sur E.

On dit que m est un minorant de fsur E et M un majorant de f sur E.

[ est minorée par m sur [a ; b] [ est majorée par M sur [a ; b] Sest bornée sur [a ; b]
N6 o R OS?
A / N 2 2
:' | J N
| 7 WA N0,
a0 15 s O NS
{‘Gj] est « au-dessus » de la droite (6 e'st « au-cles.sous » de la (€ est « entre » les droites
d'équation y = m. droite d'équation y = M, d'équations y = m et y = M.

Remarque

Une fonction est positive (respectivement négative] sur un ensemble si elle admet 0 pour minorant (res-
pectivement majorant) sur cet ensemble.
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Exemples

Soit f'et g les fonctions définies par : = S
par : flx) T et glx) T
*Ona:Vaxe R*, flx)<0; done, fest négative sur R*.

Tout nombre réel positif est un majorant de fsur R*. .

fn'admet pas de minorant sur R*. /

En effet, pour tout nombre réel m, on peut trouver des nombres } &0

réels x tels que : flx) < m ; il suffit pour cela de choisir x dans © | ¢

l'intervalle 10 ; i—z[ ou dans l'intervalle ]—-L2 ; 01 =
m

*Ona:VxeR,glx)20;donc, g est positive sur R.

Tout nombre réel négatif est un minorant de gsur R.

De plus,ona:Vxe R, glv)<1 ; done, g est majorée sur R.
Ona:vVxeR,0¢< g(x) £ 1 ; donc, g est bornée sur |,

—3.4.. Représentations graphiques de deux bijections réciproques

Soit f1a fonction définie par : f{x) = 2x — 3.

* Démontrer que fest une bijection de R vers R et déterminer sa bijection réciproque /.

* Tracer (€ et (€,,), courbes représentatives respectives de fet f, dans le plan muni d'un repére ortho-
norms.

* Démontrer que ces deux courbes sont sécantes en un point de la droite (A) d'équation : y = x.

* Déterminer les coordonnées du point A de (6] d'abscisse 2 et du point A’ de (6,,) d'abscisse /{2).
* Démonirer que A et A’ sont symétrigues par rapport 2 (A),

* En déduire que (‘ﬁj] et [('31'- ,) sont symétriques par rapport & (A).

Propriéte _
Soit fune bijection de E vers F, E et F étant des parties de R,

Dans le plan muni d'un repére orthonormé, les courbes représentatives respectives de f et f! sont
symétriques par rapport a la premiére bissectrice,

D émonstration

On désigne respectivement par (‘6] et (€,.4) les courbes représentatives de fet f1:
Soit a et b deux nombres réels, A et A’ les points de coordonnées respectives (a, b) et (b, a).

« Démontrons que A et A’ sont symétriques par rapport a la droite (A) d'équation : y = x.
—Sia=h, A et A’ sont confondus et appartiennenl a (A).
—Sia#b, AetA sontdistincts ; soit M un point de coordonnées (x, y).
Ona:MA?=MA? & (x-a)?+(y-D)?=(x-Db?+ (y-a)?

e (a-b)ly-x)=0

S Y =X
La médiatrice du segment [AA'] est donc la droite (4). L
Dans tous les cas, A et A’ sonl symétriques par rapport a (4),
« Démontrons que (6 I; et (‘Gy-1) sont symélriques par rapport a (A). : : :
ac kb ‘ :
onaine @) {0 () -
= { beF It ‘ ' .
@ :f‘”b] . I8) |l A = A
L [
= A'e [lgfn-ll. - “ | | e
Done, (€ et (6,-1) sont symétriques par rapport & la premiére bissectrice.
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s, Exerclces B A A A Ay

3.a

3.c

Soit les fonctions fet g définies par :

fixl=x+ Jv et glx) = x = x|,

1. Déterminer les ensembles de définition de fet g.
2. Déterminer 'ensemble de définition de [+ g
et donner une expression simple de (f+ g) (x).

Soit f1a fonction définie par : flx) = X3

1. Démontrer que, pour tout x élément de l'en-

semble de définition de f; on a : flx) = _‘.T + 2.

2. En déduire la représentation graphique de /2
partir de I'hyperbole d'équation : y = _1 s

(6) est la courbe représentative dans le plan
muni du repere (O, L, ]) d'une fonction / dont

I'ensemble de définition est : [~ 4 ; —2[ u )-2; 3].
N ()
i
N
N
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3d

Tracer la courbe représentative et détermine,
I'ensemble de définition de chacune des fop,.
tions suivantes.

a)x— [(-x) ;
clx flx+2) ;

b)x = |f(x)|
dlxr flx—2) -

Soit fla fonction définie par: flx) =[x + 4)2_ 7.
1. Tracer la courbe représentative de la fonction 1
2. fest-elle minorée sur R ? Justifier la réponse,

Le plan est muni d'un repére orthonormé.
On considére les applications
f:-2:1) - [1:10]

x> (k=12 +1
et g:[1;10] = [-2;1].

x—=1-yx—-1

1. Tracer la courbe représentative de f En
déduire que fest bijective.
2. Démontrer que g esl la bijection réciproque
de /.
3. Tracer la courbe représentalive de g sur le
méme graphique que celle de /.
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o
A

APPRENTISSAGE
(Généralités

1 On considére les fonctions
[:RoR et g:R-R,
X = | X — ]"EI
1. fel g sont-elles égales ?

2, Déterminer la plus grande partie E de R sur laguelle
fet g ont la méme restriction.

2 On considere la fonction f: R — R
: . X a2 —5x + 6l
Déterminer un polynéme du second degré P ayant
méme restriction que 4 l'intervalle [2 ; 3].

3 On considére la fonction /: R —= R
Bxt-2x-1

X
x=1
1. Déterminer l'ensemble de définition D de f.

2. Déterminer une application affine ayant méme res-
triction que /4 9,

B On considére la fonction [: B - R

X

1
dx—E(x)’
ou E désigne la fonction partie entidre.
1. Déterminer l'ensemble de définition de [
2. Soil n un nombre entier et g la restriction de fa l'in-
tervalle lrin + 1[,
a) Démontrer que g est une application.
b)Pour tout x élément de |r ; n + 1], déterminer une
expression de g(x) dans laquelle ne figure pas la fonction
partie entiére.

K Soit }'l'app]icatinnfa iH'\Fg—: =1;1| vers R

; 2+ 3% - 20 -3
définie par : flx) i ey e 2#}‘_
Déterminer une fonction constante qui est un prolonge-
ment & R de la fonction [

6 1. Soit s, la symétrie de centre O.

Déterminer l'application s, 0 8p. i
2. Soit 7 et L7 les translalions de vecteurs respeclils «

el . Déterminer 'application Lo L

7 Soit O et O’ deux points du plan.
1. On désigne par sy et 5. les symélries de centres res-
peclils Oel O'. .
Démontrer qug l'application sg 0 ¢ est la translation

de vecleur 20'Q. 5
2 ferire la translation de vecteur 200" comme compo-

sée de deux symétries contrales. f

@ Dans chacun des cas suivants, déterminer l'en-
semble de définition de la fonction g o /; puis caleuler

g o flx).

xercices’

al [t R R
x5+ 2x

bl R—->RxR et g:R}(H—:IHfo.
x> (22, 1-x) e )= (155

9 Soit [ l'application de R vers R définie par :
Sx) = —%‘Ji— 3.
Trouver toutes les applications affines g telles que :
gof=/og.

10 Soit f, g et k les fonctions de B ver51[FE définies
par:flx) =2¢—1 ; gl)=2*=2 ; hld=—"%.
1. Déterminer 'ensemble de définition de ko g o/, puis

calculer fto g o flx). . _
2. Déterminer 1'énsemble de définition de g o h o/, puis

calculer g o h o f[x).

411 On considére la fonction [: R = R :
X iR

Déterminer trois fonctions élémentaires u, v et w telles
que:f=uovouw

Applications particuliéres

12 Soit fl'application de M vers M définie par :
{,‘In} = -;i, si n esl pair
fin) = r%l. si n est impair,
Cette application est-elle injective ? Est-elle surjective 7

13 SoitE=(0;1). A tout couple (a, b) d'éléments
de E, on associe le nombre @ + b — ah.
1. Vérifier qu'on établit ainsi une application de E x E
dans E.
2. Cette application est-elle injective 7 Est-elle surjective 7

148 Soit f une application d'un ensemble E dans
lui-méme telle que : fo f'= [
Démontrer que si fest bijective, alors /= Id;.

15 Dans chacun des cas suivants, dire si I'appli-
cation fesl injective, surjective ou bijective.
a))/:R — Z, ob E désigne la fonction partie entiére ;

1= Elx)
bl [iR—= R ' clf: RxR—>RxR i
R A i Ry vy —=lx-y.3+y
d) [:RB\2] - B ] el f:10:m = [0 1.
X .::T-'-i X mrsinx

16 Dans chacun des cas suivarils, démontrer que
l'application [ est bijective el déterminer sa bijeclion
réciproque.

a) [{R=R H bl f: B\(Z) = B\{2) :
x> 5-=3% gy 2E—1
2x—4

Fonctions 179
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c)[:BxR-RxR
(x, y) = (x - 2y, x + 3y)

17 Dans chacun des cas suivants, dire si I'appli-
calion fest bijective.

al f:/ = R : bj f: B* = R\1) i
T 2x x~—>1+-{—

c]f:R=R ; df:RoRxR
x—xlyx x> (2x, 3x).

_'! B soit (A) une droite du plan, de vecteur iirec-
teur u. On désigne par t la translation de vecteur u, par
s la symétrie orthogonale d'axe (A) et par J la composée
sot
1. Démontrer que fest une bijection.

2. Exprimer f*1, bijection réciprogue de J, comme com-
posée d'une symétrie orthogonale par une translation.

19 S0it O un point du plan.
1. Démontrer que, pour tout point M distinet de O, il
existe un unique point M' appartenant a la droite (OM)
tel que : OM.OM’ = 2.
Démontrer que M’ est distinct de O.
2. On considére l'application / qui, & tout point M dis-
tinct de O, associe le point M’ défini 4 la question 1.
Démontrer que f est une bijection du plan privé de O
dans lui-méme et déterminer sa bijection réciproque.

[Fonctions numériques

20 soit fet g deux fonctions de R vers R.
Dans chacun des cas suivants, déterminer les fonctions

e
2f—3g, fxg ét -‘:._;prés avoir précisé leurs ensembles
de définition respectifs.

afw=-ly et gl =L,

x+1"’

D)= S5 et gle) =22
1+% x—%
¢) fix) = et  glx)= =
jiid e g |

X X

21 Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, J).
(€) est la courbe représentative d'une fonction [, d'en-

semble de définition [—% : % ]

\(4)
\ X
Y. T3 / \\
\ @] | ]J "
Y / \
|/

1. Construire la courbe représentative (€,) de la fonction
gix— flx +i]-2.

2. a) Construire la courbe représentative (6;,) de la fonc-
tion h: x — fl-x).

180 Ffonctions

b) Déduire de () et de (6,) la représentation granhi
de la fonction x — fllxl) Phique

22 Le plan est muni du repére orthogonal (g |
Soit fla fonction de R vers R définie par flx) = 22 _,"
et (€) sa courbe représentative.
1. a) Démontrer que : ¥V xe B, flx) = (x=1)2 1,
b) En déduire que (6) est I'image de la parabole d'équa-
tion y = x* par une transformation simple que I'on dgtg,.
minera. Construire (€).
2, On considére les fonctions £, f;, f; et f, définies B
£ = -, Sy =—fl=), ) = el
et flx) =/flx+ 1) + 2.
Construire la courbe représentative de chacune deg
fonctions f;, f3. /3 et fy

23 Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, J),
Soit /'1a fonction de R vers R définie par fla) = 25 =5
et (‘6) sa courbe représentative. =3
1. a) Déterminer l'ensemble de définition Dyde /.
b) Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour

- 2x

‘tout x élément de D;" ona: flx) :xﬂ + b,

2. En déduire que (6) est une hyperbole dont on déter-
minera le centre, Construire (‘€).

28 1e plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
Dans chacun des cas suivants, tracer la courbe repré-
sentative de la fonction [et en déduire la courbe repré-
sentative de la fonction g.
alflx)==3x% et glx}=-3"+2¢+1;

bfie)= 5 ot gle)= 3T

c}f[x}:,f.t_ gt glx}=3-2-x;
dlfix)=/x et glr)=3-]2-xl.

25 Une fonction J, d'ensemble de définition [-4 ; 6],
admet le tablean de variation ci-dessous.

X -4 Q 1 3 6
|

|
0 1
£ \|
_2\*—5/ \_1

Dans chacun des cas suivants, dresser le tableau de
variation de la fonction g.

algle)=—flx} ; blglx)=3/lx)-4 ;
clglx)=flx-3) ; d)glx)=/1-3x).

26 Le plan est muni du repére (O, 1, ]).
Soit f'la fonction de R vers R définie par : flx) = 2°.
1. Construire (), courbe représentative de /. :
2. Dans chacun des cas suivants, déduire de (€) la courbe
représentative de la fonction g.
a)gle) =x3+1;
blglx) = (x-1)(x + x + 1) ;
clglx) =2+ 3x2 4+ 3x+1;
d)gle) =a% - 3x% + 3x + 2,

27 soit [ et g les fonctions de ® vers & définies
par:fle) = =L et gl = £13 +3
1. Comparer fet g sur chacun des intervalles J— o :.—%[
et ]%, + W[.
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2. Résoudre sur [-% ; 0] linéquation : fx) < g(x),

28 5oit f1a fonction de B vers R définie par :

+1
fix) = o
1. Déterminer les nombres réels a et b
a

tels que,
tout nombre réel x, ona : flv) = e pour

~+3 i
2. En déduire que fest bornée sur [,

29 Une fonction /'de R vers [ admet le tableau de
variation ci-dessous.

X [—s =1 0 3
)
f[‘t:l\ / "‘-s__ﬂ
—4 \

1. Démontrer que f est minorée sur }- = ; -1 at majorée
sur J-1 ; +es|, i
2. Démontrer que [ est bornée sur }-1; 3[.

+ oo

30 Soit f1a fonction de R vers R définie par
A} = sin.x + 3 cos x
Al
Démontrer que /est bornée sur R,

31 Soit [ la fonction de R vers R définie par :
flx)=2x-1.
1. M étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) > M.
[est-elle majorée sur B 7
2. m étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) < m.
fest-elle minorée sur @ 7

32 Soit f1a fonction de R vers R définie par :
){[J:} is 2X

X+3°
1. a) Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour

tout x dlément de B\ [-3), on a: flx) =a + s
b) M étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) > M.
fest-elle majorée sur B 7 _
¢) m étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) <m.
[est-elle minorée sur ik 7
d) Démontrer que f est bornée sur [- 1 ; 1].
2. Soit g la fonction de [ vers R délinie par :

2cosx
Q{-ﬂ = TFcosx’

a) Déterminer D_, ensemble de définition de g.
b) Démontrer que g est bornée sur D

33 1Le plan est muni du repére orthonormé {_O. LI
(€) est la courbe représentative d'une fonction f, affine
par intervalles, d'ensemble de délinition [- 3 ; 1].

N

1, Définir explicitement cette fonction.

2. Démontrer que f est une bijection de [-3 ; 1] vers
[~1 ;3]

3. Construire la courbe représentative de sa bijection
réciprogue.

34 Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
Scit 'application [ [—-;—; + o[ = R
x— j2x+1 ’
1. Démontrer que [ est bijective et déterminer sa bijec-
tion réciprogue f1.
2, Construire la courbe représentative de f.
En déduire la courbe représentative de f

35 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J)-
Soil et g les fonctions de K vers R définies par :

glx)=— =,six=20
flx)=2x+1 et{

X
2 -
glx)=-3x,5six>0

1. a) Démontrer que [ et g sont des bijections de R vers
R et déterminer leurs bijections réciproques £ et g™,
b) Tracer les courbes représentatives de /, g, f et g™,
2. a) Déterminer l'application g o fet sa bijection réci-
proque (g o /1% :

b) Tracer les courbes représentatives de g o fet de (g 0 /]

APPROFONDISSEMENT

36 Soit /, g et h trois fonctions de | vers R.
1. Démontrer que les fonclions (f + g) o A et
(fo k) + (g o h) sont égales.
2. On suppose que J; g et h sont définies par :
flx) = —i‘j;. glx) = ';:::3 et hlx)=x2
Déterminer las fonctions ho(f+glet(hofl + (hog):
ves fonctions sont-elles égales 7

37 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
(47 et () sont les représentations graphiques de deux
applications affines fet g ; (4) est la droite d'équation y =

(4,
J
(ﬁ><
(0] \
(A)

1. Démonlrer que g 0 /'est une application affine.
2, Représenter graphiquement l'application g o f.

38 soit fune application d'un ensemble E vers un
ensemble F et A, B deux parties de E.
1. Démontrer que : A < B = flA) < f{B).
2, Démontrer que : A w B) = flA) w fIB).
3. a) Démontrer que ; f[A n B) < flA) n AAB).
b) Démontrer que si fest injective,
alors flA n B) = flA) n fIB).
4.0Onsuppose que E=F =R, A=[-3;1],B=[0;5] et
[est définie par : flx) = |xl.
A-l-on flAnB)=flA)n fIB) T

Fonctions 181
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39 1. Soit Eel T deux intervalles de R, fune appli-
cation de E vers F et g une application de F vers R.
Démontrer que :

a] si [est croissante sur E et g est croissante sur F, alors
¢ o [ est creissante sur E

b} si [ est croissante sur E et g est décroissante sur F,
alors g o f esl décroissante sur E ;

c] si [ est décroissante sur E el g est croissante sur F,
alors g o [est décroissante sur E ;

d] si fest décroissante sur B et g est décroissante sur F,
alors g o [ est croissante sur E,

2. On considére les fonctions fet g de R vers R définies
par: flv) =47 el glv) =—2(x - 1)% + 3,

a} Démontrer que f est croissante sur R et que g est
croissante sur |- ; 1(, décroissante sur |1 ; + =[.

bj Délerminer g o [ et établir son tableau de variation.
c) Déterminer fo g et &tablir son tableau de variation.

40 1. Soit fune application da E vers E.
Démontrer que si [0 f=Idg, alors [est bijective et /1 =/,
2. Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Soit g l'application de B\ (1) vers lui-mé&me, définie par

glx) = i: ? , et ['€) sa courbe représentative.

aj Déterminer g o g.

b} Démontrer que : ¥ x e B\[1), glx) =1 + ‘4 ;
e Tracer la courbe (€). =4

d) Justifier que la droite d'équation ¥ = x est un axe de
symétrie de ().

Une application f de E vers E qui vérifie [ o [ = ldy est
dite involutive.

81 Soit E, F deux ensembles finis et f une appli-
cation de E vers F. On désigne par n et p les nombres
respectifs d'éléments de E et F.

Démontrer que :

aj si [est injective, alorsona:nsp;

b} si fest surjective, alorsona:nzp;

¢) si fest bijective, alorsona:n=p

d) si [est injective et si n = p, alors fest bijective ;
g) i [est surjective et si n = p, alors [est bijective.

B89 Le plan est muni du repére orthogonal (0,1, 7).
Soit f la fonction de B vers ®, définie par
fle) = — 222 + 5x, et [G) sa courbe représentalive.
1. a) Déterminer les nomhres réels a, b al ¢ tels que,
pour tout nombre réel x, on a : flx) = alx + D) + ¢.
b) Construire (%).

(Prendre pour unités : 4 cm en abscisses et 2 cm en

ordonnéas).
2. Résoudre graphiquement
a) l'équation |- 2¢? + 5] = 35 4

b} linéquation |- 222 + 5x| > 3.
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43 5Soit fet g les fonctions de R vers B définies -
(f=atsicsz { o) =% + 20, six < g
{ Jix) =—2x, 81 x> 2 glx] = 2x, six> g
Déterminer les fonctions [+ 0. /X .= 2[+ 3g et fq 4,

A4 On considére les applications [, /o, £y, /., f o

J; de R\[D; 1) vers lui-méme définles par :
. R |
fil=x fgi-t']=1—-f1 ; f:,{x]_Il
; et X

L) : .?t_l i Ll = o Sl = i
1. Démontrer que ces six applications sont bijectives g
déterminer leurs bijections réciprogques,

2. Compléter le tableau suivant.

ol [ & | & | & | & | &
h
&
3 |
I
i
Ji

L'application f; o f,, par exemple. apparaitra a lo cin-
guiéme ligne de la premiére colonne.

B5 Soil (@) et (A) deux droites perpendiculalres
du plan, sécantes en O. On désigne par [d I'application
identique du plan, par s, la symétrie de centre O, par
sg{et]sA les symétries orthogonales d'axes respectifs (%)
et (A).

Compléter le tableaun suivant,

,/oﬁ Id So LT S

Id

Sn
S

Sa

L'application Id o s,, par exemple, apparaitra a la pre-
miére ligne de la qualriéme eolonne.
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Equations,
Inéquations,
Systemes linéaires

b %

\‘\\\\\q-;.., B

Pour envoyer une sonde spatiale vers la

Lune, il faut déterminer sa trajectoire. La méca-

nique permet d'écrire des équations régissant

cette trajectoire, dont la résolution approchée

se raméne a celle d'un systéme d'équations

linéaires pouvant comporter plusieurs milliers
d'équations et d'inconnues.

IR,
SN

o ww

| Les ordinateurs permettent de résoudre de fels
systémes en utilisant un algorithme de calcul a
partir de la méthode du « pivot de Gauss ».

e

7| Celte méthode, mise au point par le mathéma-

ticien allemand Carl Friedrich GAUSS (1777-

o S| 1855) est illustrée ci-dessous avec un systéme
Carl Friedrich GAUSS de quatre équations & qualre inconnues.

x+y+z+t ==—1
4x + 3y +2z+t =-95
8x+4y+2z+t =—-8
32x + 12y +4z+t =-30

Pour terminer la résolution du systéme « triangulaire », il suffit de commencer par
la derniére équation, puis de remonter de proche en proche jusqu'a la premiére.

Problémes du second qegré ....................................

9. Equations et inéquations se ramenant
U SECON @I .....vvivrienersrrirenisssssinsssersssassmnsasssnsios 191

3. Systémes linéaires d'équations et d'inéquations...... 195

Equations, Inéquations, Systémes linéaires 183
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e R Y

—1.1.. Equations du second degré

Bmmmmm Racines d’un polynéme du second degré

* Dans chacun des cas suivants :

— écrire P(x) sous forme canonique ;

— factoriser P(x), lorsque cela est possible ;

— déterminer les racines éventuelles du polynéme P.

Q)P =52 ~2x+3; b)Plx)=—-2x?+3r+1; ofPlx)=4x-43x+3.
* Cas général
Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax® + bx + ¢, (a # 0).

Ona: Plx) =a(x2 +%x+§)
offes B - )
e - g

On pose ; A = b? — 4ac.

On obtient : P(x) = a((x - 2%)2 - %)

-SiA<o0,alorsona :VxER, (x+2%)z— % >0,

Dong, P n'a pas de racine ; on a vu en classe de seconde que, dans ce cas, P n'est pas factarisable.

—S8i A=0, alors P(x) = a(x +z%)z.

Dongc, P a une seule racine : -%.

z
—S8iA>0,alors ona: Plx) =a((x+ b)z_g_)

L, N b_Ja
-"(“:?a*‘ﬁ)(“z—a‘z—a‘)
=a(x_ -b —JE)(I_ -b+ /A )
2a 2a
Dong, P a deux racines distinctes x, et x, telles que Xy = "_"-‘%.{E_ et x, == b +/A '

On a : Plx) = alx — x,)(x - x,). 2a

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(v) = ax? + by + ¢ (a # 0).
On pose : A = b% - 4ac.
* S5i A <0, alors P n'a pas de racine el n'esl pas factorisable.

» Si A =0, alors P a une racine unique-z% et P(x) = a(x % 2!:E)z

S et x, =

* Si A > 0, alors P a deux racines distinctes x, et x, telles que : X, =— b- /A =
(4}

on a: P(x) = alx-x,)(x - x,).

!ocabulaire

Le nombre réel A, tel que A = b? — 4ac, est appelé discriminant dy polynéme P.

184 Equations, Inéquations, Systémes linéaires
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¢ Lorsque A = 0, les calculs faits pour A > 0 restent valables ; on trouve alors :x, =x,= — 2% ’
1 I.JHIQUE FE.CJ.HE ~3a ©st appelée racine double de P

) f’f F’;S ; oefficients a et ¢ sont de signes contraires, alors on a ; b® — 4ac > 0 ; done, P a deux racines dis-
inctes.

Exemples
* Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = x* + 2x — 35.
Ona: 42= 1;1;: » dong, P a deux racines distinctes x, et x, telles que :
. e -2
=—7 gt Iz=___;'£ =5;gna:P[x]=[_r+ 7][.:—5]-

Il = 3
* Soit Q le polynéme du second degeé défini par : Qlx) = 2x2 + 2/6x + 3.

Ona:A=0;donc Qaune seule racine : — ‘%ﬁ ;ona:Qx) = 2(1- + -V%é-)z = [xﬁ + J3)%

* Soit R le polynéme du second degré défini par : R(x) = 222 + 3x + 2.
Ona:A=-7;donc, R n'a pas de racine et n'est pas factorisable,

mmmmmm  Résolution d’une équation du second degré

Une équation, d'inconnue x, du type ax? + bx + ¢ (@ #0) est appelée équation du second degré.
Résoudre dans R 'équation ax? + bx + ¢ =0 équivaut & déterminer les racines du polynéme du second
degré P défini par : P(x) = ax? + bx + c.

Le nombre réel A, tel que A = b® — 4ac, est aussi appelé discriminant de I'équation ax? + bx + ¢ = 0.
* 5i A < 0, alors I'équation n'a pas de solution.
* Si A = 0, alors I'équation a une sclution double : — 2%.

* Si A > 0, alors I'équation a deux solutions distinctes : — szuﬁ et — b+ /A :

2a

Exemples
» Résoudre dans R 'équation : 2x2 + 3x + 4 = (0.
Ona:A=-23.
Donc, cette équation n'a pas de solution.
* Résoudre dans R I'équation : (2-1)x2+2c+2+1=0.
Ona:A=4-4(/2-1)(/2+1)=0. " g
ti une solution double : - ==2-1.
Donc, cette équation a Té——— {

* Résoudre dans R I'équation : 24 (3-2n— z‘lr“ =0.

Ona:A=(/3-2)2+8/3=(/3+2"

Donc, cette équation a deux solutions distinctjg x, et .rzFlles que :
~(3-2)-(/3+2 -(f3-2)+({3+2)

4 s =8 (B+2)__ 75 o x,= h -

Remarques

e Le calcul de A n’est pas toujours indispensable pour résoudre une équation du second degré.
Par exemple, soit I'équation : 2x* + 5x = 0.
Ona: 22+ 5x=0 & x(2x + 5)=0. 5
Donc, cette équation a deux solutions distinctes : 0 et — 5.

* On peut parfois simplifier les calculs en posant : b’ = —-.
Ona:A= b®-4ac=4(b?-ac).
On utilise alors le discriminant réduit A’ tel que : A" = b*? - ac.
- Si A’ < 0, alors I'équation n’a pas de solution. :
- Si A’ = 0, alors I'équation a une solution double ;- —. ' '

| A’ 'é i deux solutions distinctes : — b’ (A’ et —b'+ (A

-Si A’ > 0, alors I'équation a : - ‘
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Exemple

Résoudre dans R I'équation : 3x2 — 2/2x - 2 = 0.

Ona:A'=2+6=8. ﬁ_jﬁ J2 g Jﬁ+ﬁs_ﬁ
Donc, cette équation a deux solutions distinctes : s =—3F ° g ne

mnmmmm Somme et produit des racines

Soit P le polyname du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + c. .
Si P admet deux racines x, et x,, alors on a : P(x) = alx - x,)(x— "",2] = _,a!'tl + Xy + ax.x,,
Or, deux polynémes de méme éegré sont égaux si et seulement si les coefficients des termes d¢ Méme

degré sont égaux.
Donc,ona:—alx; +x,)=b et axx,=c.

£ aes b c
On en dedml.x1+x2=—~ﬁ- et xx, =—.

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = axc® + bx +c.

Si P admet deux racines x, et x,, alors on a : x; + x, =—-£- et x, —%-

B emargue

Dans certains cas, on peut déterminer sans calcul une racine de P. On peut alors trouver facilemeny
I'autre racine a I'aide de I'une des deux relations précédentes.
C’est notamment le cas lorsque le polynéme a une racine évidente.

Exemple
Soit P le polynéme défini par : P(x) = 1522 — 11x — 4.
On constate que : P(1) = 0 ; 1 est donc une racine de P,

Le produit des racines est - T'autre racine est donc — =

15 * 5

Propriété 2 :
' Deux nombres réels ont pour somme S et pour produit P si et seulement si ils sont les solutions de
I'équation : 2% — Sx + P = 0.

Démonstration

* Soit x, et x, deux nombres réels tels que : x, +x,= S et x,x, = P,

Pour tout nombre réel x, on a : (x —x,)(x - x,) = x% - (2, +x ) + XXy =x3=5x+P,
Dong, x, et x, sont les solutions de I'équalion : x2 - Sx + P=0,

* Réciproquement, si x, et x, sont les solutions de I'équation x?— Sx + P = 0, alors, d’aprés la propriété 1,
ona:x;+x,=85 et x,x,=P.

Exemples

* Déterminer deux nombres ayant pour somme 2,3 et pour produit — 1,

Ces deux nombres, s'ils existent, sont solutions de 1'équation x2 - 2/3x=-1=0.

On a: A’ =4 ; donc cette équation a deux solutions : Jﬁ -2 et Jﬁ + 2.

Les deux nombres cherchés sont done [3—2 et |3 + 2,

* Déterminer deux nombres ayant pour somme 2 — .}-2- et pour produit l{3 - Zﬁ].

Ces deux nombres, s'ils existent, sont solutions de l'équation : 2x? — 22 -2 +3-2/2=0.
A 2 " A

Ona:A"=(2-/2)?-2(3-2/2) = 0; donc cette 1éql.mln:m a une solution double : -;—{2 =42

Les deux nombres cherchés sont donc égaux a (2 - 2),
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» Déterminer les dimensions a et b d'un rectangle dont le périmatre est 64 m et l'aire 240 m?,
Ona:a+b=32etab=240,

Les nombres a et b, s'ils existent, sont les solutions de 'équation : x? — 32x + 240 = 0.
Ona:A' =16 ; donc cetle équation a deux solutions : 12 et 20.

Le rectangle a pour longueur 20 m et pour largeur 12 m.

—1.2. Inéquations du second degré

smmmmms  Signe d'un polynéme du second degré

Soit P le polynome du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + c.
Le discriminant de P est le nombre réel A tel que : A = b? - 4ac.

Ona:Plx) = a((.r +‘.%)2 - ﬁ)

*»SiA<0,al £ o) - 2>,
i Ors on a Vxeﬁ.(x+2a) 4(12}0'

on en déduit que, pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de a.
* Si A= 0, alors on a : P(x) =a(.t: +2%)2 :
on en déduit que, pour tout nombre réel x distinct de — ibE' P(x) est du signe de a.

*SiA>0,alors on a: P(x) = alx - x,)(x - x,)

ol x, et x, sont les deux racines distinctes du poly- ¥ = e i ot
nome. X=Xy = 0 4+ ¥
On peut étudier le signe de P(x) & l'aide d'un e 8
tableau. i =
(On suppose que : x; < x,.) {x— 2 )(x - xg) + 0 - 0 +
> 1 f
a(x — xy) (x = xp) 5;13;2 ? ;IS liea ? Sclinz

{ _-_So'i_t P le polynome du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + c. J
| Pour étudier le signe de P(x), on peut calculer son discriminant A et utiliser I'un des tableaux l
 ci-dessous, ;

Bl sl el S e e e e ey

A<D A=0 i A>0 |
i P n’a pas de racine P a une racine double-za P a deux racines distinctes x; et .x, ]
! ' !
i e x |me =g e x |- x, Xy 4|
| - igne o signe signe o signe o si
signe Py [S7€ 0 Plx 0 SIS o Signe :
] 1 PR dea N dea | dea ") e o |de-a | dea| |
: ——— = =5l

Exemples

+ Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe du polynéme P défini par : P(x) = - 262 + x - 1.
Ona:A=—7;donc, P n'apas de racine et ¥ x € R, P(x] <0.

+ Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe du polynéme Q défi- i i
ni par: Q(x) = — 2x? + 3x + 2. g X |- ig 2 +o
Ona:A =25 ; donc, Q a deux racines 2 et — —-. aw| - o + 6 _

Le signe de Q(x) est donné par le tableau ci-contre.

mmmemmm  Résolution d’une inéquation du second degré

Une inéquation, d'inconnue x, du type ax? + bx+c>0 (a#0) estappelée inéquation du second degré.
Pour résoudre dans R 'inéquation ax? + bx + ¢ > 0, on étudie le signe du polynéme P défini par :
Plx) = ax® + bx + c.
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Exemples (1).

* Résoudre dans R l'inéquation : — x% + 4X + g (;

Soit P le polynéme défini par : P(x) = iR 5

Ona:A' =5 donc, P adeux racines : 2 = J;‘i. BE B LW tif « entre les racines ».
Le coefficient de x? est négatif, donc le pc:/lynﬁme est posl

L'ensemble des solutions de (1) est: [2—=/56 72+ 3 (2)
* Résoudre dans R l'inéquation : -{- ?xz +22;2112f 01 :
Soi fini par: Qlx) = - R

0?1 taC} l?incil}in;ﬁs;;iéq n‘il: pas?ie racine ; le coefficient dex
L'inéquation (2) n'a pas de solution.

2 gst négatif, donc : Vx € R, Qx) < ¢

musmmm Interprétation graphique
: - . . . = bx +c.
Soit P le polynéme du second degré défini par P(x) = ax® + : ;
La représi::nt};tion graphique d'une fonction polynome du second degré dans le plan muni dy repire
orthogonal (O, 1, ]) est une parabole.

. b
Le sommet S de cette parabole a pour abscisse — 57 -
A

A
Ona:Px)= ﬂ((‘r % 21_7&)2 - ﬁ) ; I'ordonnée du sommet est donc — == .

Les abscisses des points d'intersection de la parabole avec la droite [PI] son‘E les racines du polynéme p :
le signe de P(x) est donné par la position de la parabole par rapport & la droite (O1).
On obtient six cas de figure suivant les signes de a et de A.

A>0 A=0 Sl
di b
a>0 I-Q—&
o x I ': X #
A :
— A S
ke S of 1
Deux racines x, et x, " %a
Vx€l-=;x;]U [x,;+l, : b
Px] > 0 Une racine double : e Pas de racine
Vx € lx ;x5 P <0 SRER R VxER, Plx)>0
it %
B b
8 ~%a
o b of I |
" 9a A .
T 4a
a<0
@] I1| b Xg
~%a
Deux rdcines x; et x, /
Vx€El-eojx] U [x,;+e /
Plx) <0 Une racine double ; — B :
- 3 ¥R P %0 - Pas de racine
Vx€lx ;x]Px)=0 : VXERPx)<0
______._,..-
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_1.3. Travaux dirigés ¢
o .
gemmmm 1. Probléme d'optimisation 7

ABCD est un carré c!e ciité 2. M est un point du segment [AB], AEFM et ; ' H

/ G

F
B

M

MGHB sont des carrés.
On pose : x = AM. On désigne par si(x) I'aire de la surface hachurée. E

1°) Démontrer que la valeur maximale de #(x), lorsque le point M décrit
[AB], est égale a la moitié de I'aire du carré ABCD.
2°) Déterminer I'ensemble des nombres réels x tels que

Solution
1°9)Ona:sllx) =4 —x? — (2 - x)% = — 242 + 4x.
Lorsque le point M décrit [AB], ¢ déerit I'intervalle [0 ; 2] ; la fonction & est une fonction polynéme du

second degré. On munit le plan‘du repére orthogonal (O, I, ]) ; la courbe représentative de ¢l est une para-

bole dont le sommet S a pour abscisse = 5 » C'est-d-dire 1.

Dong, la valeur maximale de s(x) est c-btanua en
1 et est égale & #(1), c'est-a-dire 2.

2°) D'aprés la question précédente, on a ;

1<Hdx)] =2 & Hix) > 1
= 22 -dr+1<0, L S —

Le polyndme 2x? — 4x + 1 admet deux ra?_nes x,
2 2

etx, tellesque: x, =1 —3 et Xy = 1+5.

2 2 + O

2[

r 1< dx)=2 A =

O LT

e L

—_—f e m .-

Donc:l1<dAx)]=2e=xeE]l- “

emmm=m 2. Intersection d'une droite et d'une parabole

Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J).

Soit () la parabole d’équation : y = —x% + 2r + 3,

Pour tout nombre réel m, on considére la droite (2,,) d’équation : y = x + m.

1°) Construire, sur le méme graphique, la parabole (#) ainsi que les droites () et (<)

2°) Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points d'intersection de (9, )) et de (?)

3°) Soit E I'ensemble des valeurs de m pour lesquelles (2, ) et (%) ont deux points communs A et B, dis-

tincts ou confondus. On désigne par M le milieu de [AB].
Déterminer le lieu du point M lorsque m décrit E. /(@ )
4

Solution
1°) Le sommet de la parabole () a pour coordon- !
nées (1 ; 4) ; on a le tableau de valeurs suivant. 3 / !

[sl2[ils[i]z]3]" |

EAENE IR
Les droites (2,) et (EB ) ont pour coefficient direc-
teur 1 ot coupent I'axe [OJ] aux points d'ordonnées e
respectives 4 el 0, (0]
2°) Pour tout nombre réel m, les abscisses des
points d'intersection de (%) et (2,,) sont les solu- (%)
tions de I'équation : M
-xX+2x+3=x+m (1)
Ona:[1) & x*-x+m-=-3=0.

A=13-4m ;donc: "

; I'équation (1) a

'3imE]—w:E[.alnrsA>0
deur solutions distinctes. (2,) et (?) ont deux
points communs distincts ;
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*sim= J‘% alors A = 0 ; I'équation (1) a une solution double.

(<,,) et (%) ont dewe points communs confondus ; on dit que (3,,) et () sont tangents.
*sime l‘%a i + =, alors A < 0 ; I'équation (1) n’a pas de solution.

(2,,) et (2) n'ont pas de point commun.
3°) D'aprés la question précédente, on a : E=]-o; 34_31, Lorsque m € E, on désigne par x, et x, |eg soly.

tions de I'équation (1). Done, x, et x, sont les abscisses rﬂgpﬂﬂt["es de% points AIEt B ; les C”l':'fdﬂn-
nées du point M, milieu de [AB], sont (0 i ) tel que sy = 5 (%t xp) =g etyy =5+ y,) = T +m,

war : A .
On en déduit que le lieu des points M lorsque m décrit E est la demi-droite définie par : x = = et y < 3‘55-

EEEmE=m 3, Etude dy signe des solutions d'une équation du second degré

Soit m un nombre réel. On considére I'équation d'inconnue x : (m + 1) - (m + 3+ 3-m = 0
1°) Résoudre cette équation pour m =-1.
2°) On suppose m # - 1. Déterminer les valeurs du nombre réel m pour lesquelles :

a) I'équation a deux solutions de signes contraires ;

b) I'équation a deux solutions distinctes positives .

Solution

1°) Si m = — 1, 1'4quation est équivalente 4 : — 2x + 4 = 0.
Elle a une solution unique égale 4 2.

2°) On suppose pour la suite que : m#— 1.
Ona:A=5m?~2m=-3=(m-1)(5m + 3). 3
L'équation a deux solutions si et senlement si A > 0, c'est-a-dire: m € }-oo ; — g[ U1+ e

Pour déterminer le signe de ces solutions, on étudie les signes de leur produit P et de leur somme 8.
Ona:P=3-m 4 g_m+3

m+ 1 m+1
a) Les solutions sont de signes contraires si et seulement si : P < 0.
Ona: P<0 © mE|-w;-1[U]3;+[
Donc, I'équation a deux solutions de signes contraires si et seulement si : m € Jmeo;=1[ U 13 ; + o,
b) Les racines sont toutes deux positives si et seulementsi: P> 0 et S 0.
Ona: P>0 &< mel-1;:3[;

S>0 & meEJl-e;-3[U}-1;4+s[

Donc, 1'équation a deux solutions distinctes positives si et seulement si : m & 15— —g—[ U l1; 3l

WE X@TCICOS BEos A s o s s o)

1.0 Résoudre dans R chacune des équations sui- l.c  Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes : 'Ja.nlﬂs 3
a)2xt+ax+3=0 ; a)-2c* +5x~3>0 ; b) 22 -7x—-15<0;

b)3xt—2fex+2=0; €)a?-4f3x+3=<0 ; d)—24? —4x -3 <0
c)-6x2+13x-6=0;

d)x? - (2= 3~ =0 1d 1. Démontrer que pour tout nombre réel ki

I'équation x2 + 2(f + 1)x + 2k = 0, ot x est l'in-
1.b Aprés avoir trouvé une solution évidente, connue, admet deux solutions distinctes.

résoudre dans R chacune des équations sui- 2. Etudier, suivant les valeurs du nombre réel

vaTbaE k, 1e signe de ces solutions.

a) 7xt—5x—2=0;

b)-ax-2x+1=0; l.e Une boite de conserve cylindrique a une aire

) Jax*-(1+ Bx+1=0; totale de 600 cm? et une hauteur de 15 cm.

d) ax? - (a® + 1)x + a=0. Galculer son volume. (On prendra : 7= 3.)
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__9.1.. Equations et inéquations de degré supérieur a2

gmmm=m Equations bicarrées

1. Résoudre dans R l'équation : x* + Z-12=0.
Cette équation du quatridme degré, sans terme de degré impair,
Pour résoudre une telle équation, on peut effectuer le changement d'inconnue : 4 =
Ona:x¥+x2-12=0 & X+X-12=0

o (X+4)(X-3)=0

o (22 +4)x2-3)=0. -
I'équation 22 +4 =0 n'a pas de solution ; I'équation x?~3 =0 apour solutions — Ja et 3.
L'équation x* + x* - 12 = 0 a donc deux solutions : — J3. et J3.

est appelée équation bicarrée.

2. m est un nombre réel donné.

On considére I'équation d'inconnue x : ¥4 - 3ma® + m* -1 =0 (2).
a) Résoudre cette équation dans R pour chacune des valeurs suivant
b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette équation a :

« quatre solutions distincles ;

« trois solutions distinctes ;

« deux solutions distinctes.

esdem:0;1;3,

ag)*Sim=0,0na: x*-1=0 ! (x2-1)(x*+1)=0

= (xx —=1)(x +1)(x* + 1) = 0.
Denc, I'équation a deux solutions : —1 et 1.
»Sim=1,0na: H=-32=0 = 2xt-3)=0

2(x={3)x+/3)=0.
Dong, I'équation a trois solutions : — v"_B. 0 et .,FE.
eSim=3, ona;x*-9x?+8=0 = (x2-1)[x*=8)=0
e (e =1)(x +1)(x - 2./2)(x + 2/2) = 0.

Donc, 1'équation a gualre solutions: —1,1,— 2,|'r2 et ZJE.

b) On pose : X = x ; on obtient 'équation : X2-3mX+m?-1=0 (2).

Dans l'équation (2), ona: A= 5m?+4;P=m*-1;5=3m

On remarque que, pour tout nombre réel m, I'équation (2) admet deux solutions distinctes.

* L’équation (1) a quatre solutions distinctes si et seulement si 'équation (2) a deux solutions distinctes

et positives.

Cette condition est réalis
» L'équation (1) a trois solutions distin
et positives, dont I'une est nulle.
Cette condition est réalisée si et seulementsi A>0,P=0 el S>0, c’est-a-dire : m = 1,

» L'équation (1) a deux solutions distinctes si et seulement si I'équation (2) a deux solutions distinctes

non nulles et de signes opposes.
Cette condition est réalisée si et seulement siA>0 et

ée si el seulement si A>0,P>0 et §>0, cest-a-dire:meE 1+ |[.
ctes si el seulement si 1'équation (2) a deux solutions distinctes

P <0, cestda-dire: me ]-1;1[.

mmmmmm Inéquations bicarrées
1. Résoudre dans B l'inéquation : 4¢* - 5x* +1 <0 (1).

Soit P le polynéme défini par: P(x) = 4x* — 52% + 1.
Unpose:x=x3;una:414-5x2+l= 4X%-5X+ 1.

Le polynéme 4X? — 5X + 1 a pour racines : 1 et —31—.
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Donc:4X? -5X+1 =(4X-1)(X-1) - 1
= (ax® 1)~ 1) g izt TR 4 %8
:(2.1'—1](2.['4‘ ]](I-i][.\."f"l]o [Ex—1)(g.r+1] A + 0o - 0 + +
On en déduit le tableau de sienes ci-contre. = . =9 &
Donc, I'ensemble des snluu'{)gs de I'inéquation (1) (x-1)x+1) T
o8 i e Sl P(x) 4 0 O B0 ¥
est.]—l,——é-[U]-z—.il. . :

2. Résoudre dans R I'inéquation : x* = 22 + 12 (2).
Ona: x*=x2+12 o -xt-12=0.
Onpose: X=x?;ona:xt—-x2-12=X-X~-12.
Le polynéme X? — X—12 a pour racines: — 3 et 4.
Donc: X2—-X-12 =(X+ 3)(X-4)

= (x* + 3)(x* —4)

= (% + 3)(x = 2)(x + 2).
Or:¥YxER, 22+3>0.

Dong, I'ensemble des solutions de 'inéquation (2) est : J== ;-2 Julz;+el

mmmem=m Autres équations et inéquations de degré supérieur a 2

1, Résoudre dans R l'équation : # —2% - 1322 + x+12=0 (1).
Soit P le polynome défini par ; P(x) = x* — % — 13x% + x + 12.

P(1) = 0, dong il existe un polynome Qtel que: Vx € R, P(x) = (x—1)Q(x).
P(- 1) = 0, donc il existe un polyndme R tel que : ¥ x € R, Qlx) = (x + 1)R(x).

Par suite, ona: YVxER, Plx) =(v-1)Q(x)
=[x — 1)(x + 1)R(x)
= [x% - 1)R(x).

Pour déterminer le polynome R, on peut effectuer la division euclidienne de P(x) par x* — 1.

12 | a%-1 On obtient ; P(x) = (x? - 1)(x* - x—12)

2 - x? —132 4 2 + S ;
=lr—-1Jlx+1)lx—4)c+3
3 5 go2 —_— 4 i
0 ~ab-12"4 2 + 12 |&-x-02 Dong, l'ensemble des solutions de l'équation (1)
0 —12x2+ 0 + 12 . s i
est:{—1;1;—-3;4)
0 + 0 + 0

2. Soit P le polyndme défini par : P(x) = x* + 2 -52 4+ x-6.
a) Vérifier que — 3 et 2 sont racines de P et en déduire une factorisation de P(x).
b) Résoudre dans R l'inéquation : 2% + 23 - 522 + x -6 <0 (2).

a) P(- 3) = 0, donc — 3 est une racine de P ; P(2) = 0, donc 2 est une racine de P.
On en déduit qu'il existe un polynéme Q tel que : Vx € R, P(x) = (xr + 3)(x - 2) Q(x)

. = (% + x - 6) Q(x).
Pour déterminer le polyndme Q, on peut utiliser la méthode des coefficients indéterminés.
Q est un polynéme du second degré ; on pose : Q) = ax® + bx + ¢,
Ona:VxeR (@+x-6)ax®+br+c)=x!+23-5x2+x-6.
Le monome de plus haut degré de Px) est égal au produit des mondmes de plus haut degré de Q[x) et
dex?+x—-6;donc:a=1.
Un raisonnement analogue sur les termes constants nous donne : ¢ = 1,
Donc:Vr€ER, xf+x3=5x+x—6 =(x% +x—6)x? + bx +1)

=+ (b+1)x" + (b—5)e? + (- Bb + 1)x 6.

On en déduit que : b= 0.
D'oi : P(x) = (& + 3)(x = 2)(x% + 1).

b} ¥ x € B, % + 1 > 0 ; on en déduit que, pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de (x + 3)(x — 2).
Dong, I’ensemble des solutions de l'inéquation (2) est:)-3; 2.
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2.2, Equations et inéquations irrationnelles

mmmmmmm  Equations irrationnelles

On appelle équation irrationnelle toute équation ot I'inconnue figure sous un radical.

1. Résoudre dans B 'équation : [2— x =+ + 10 (1).
Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre une telle équation,

1" méthode : résolution par implications
Pour tous nombres réels a et bona:a=bh = o =pb
On peut écrire : J2=—x =x+10 = 2-x=[(x+10)*
= x2+21x+98=0
= (r+7){x+14)=0.
L'équation (x + 7)(x + 14) = 0 a deux solutions : — 7 et — 14,
Pour terminer la résolution, nous devons vérifier si —7 et —14 sont solutions de l'équation (1).
V2= (=7) ==7 +10; -7 est solution de (1);
J2-(-14) - 14+ 10 ; - 14 n'est pas solution de (1).
Donc, l'équation (1) a une seule solution : — 7.

- Pour résoudre une équation irrationnelle (E), on peut utiliser la méthode suivante :
' * éliminer les radicaux par des élévations au carré ;

* résoudre I'équation (E’) sans radical ainsi obtenue :
' * déterminer, parmi les solutions de (E'), celles qui sont solutions de (E).

2° méthode : résolution par équivalences
a=Db?

Pour tous nombres réels aeth,ona: a=b {b; 3

2 —x=(x+10)°
x+10=10

x2421x4+98=0
x=-10

On peut écrire : (2—x =x + 10 ¢::.~{

(x+7)x+14)=0
{xB—IO

=y p==7,
Donc, I'équation (1) a une seule solution : =7,

2, Résoudre dans R I'équation : (- 2 +5r+ 9 =/x -3 (2).

a=Db
Pour tous nombres réels a et b,ona: Ja= b ﬁ{ a=0oubz=0

[ —x?4+5x+9=x-
On peut écrire: J— 22 +6x+9 =Jx—-3 o] °F x-3

_r—a;ﬂ

[ —x2+4r+12=0
ﬁ" x=3

[ (~x+6)x+2)=0
=1 =3

= x=8

Dong, I'équation (2) a une seule solution : 6.
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EmmEES Inéquations irrationnelles
. -olications, car les ens

Pour résoudre de telles inéquations, il est difficile de procéder parul:“ dli:};t;a;:;lsn vérifier si cha?:ll?II:]gFede

solutions contiennent, en général, une infinité d'éléments ; on ne pe ux

est solution de I'inéquation initiale.

1. Résoudre dans R l'inéquation : x + Jx -1 =3 (1).
* Contraintes sur l'inconnue : x € [1; + =|.
*Ona:VxEM +elx+fxr-123 & x-1=3-2
Or:Vxell;+o,/x-12>0" . - ;
= s8i3-x=y, [l'iq;-;quatiun%;tdx?;r?ﬁée . tout nombre réel de I'ensemble [3 ; + ==[ est solution de (7).
— 8i3~-x>0,onaijxr-1=3-x & x-1 ?(3--‘5]2
e x2-T7x4+10=0
o (x-2)x-5)=<0
= x€E[2;5];
tout nombre réel de 'ensemble [2 ; 3[ est solution de (1).
Dong, I'ensemble des solutions de l'inéquation (1) est : [2; 3] U [3 ;4o = [2; +eel.

2. Résoudre dans R l'inéquation: [x +1+ [x+2 =3 (2).

* Contraintes sur l'inconnue ;:x = -1etx=-2, doncx € [-1; +=[.

*Ona:VxE€[-1;+w,Jx+1+/x+2 23 & 2x+3+2/x+1)x+2)>9
o Jx+1)k+ 2)==x+3.

Dr:‘v‘xE[—l;+H[,mBD;dunc:

— si—x+ 3 =< 0, l'inéquation est vérifiée ; tout nombre réel de 'ensemble [3 ; + =[ est solution de (2).
—si—x+3>0,ona: (x+1)x+2)=-x+3 & [k+1)x+2)=>(-x+3)?
o 9x-7=0
= ox= %;
tout nombre réel de 1'ensemble [—g— : 3[ est solution de (2).

Dong, l'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est : [% ;3[U I3+ o[ = [%; + ool

WE XeTCICeS BB s s A o

2.0 Résoudre dans R chacune des équations sui- 2.d  Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes vanles :
alxt+xi-6=0; blx*-72+6=0; a) -2+ 3x—-2=x-1;
c) P -Tx—6=0; dlx’-x-6=0 b) Jaxt = gy 41 =Z—x+13;
clix-1+fx+1</%.
2.b  Résoudre dans R chacune des inéquations sui- {=
vantes : :
: : 2e  SoitPle polynome défini par :
a) e+ 13 = (x-1)%; Plr) = x% — 5x% 4 G2 = By 4 1.
b} (x=1P-7(x-1)2+12<0; 1. Démontrer que, pour tout nombre réel x non
cjab = —7x% + X+ 6> 0, nul, ona:
Plx) = .l:z[(.t + _:.T)z - E{x + %) + 4].
2c Réslt:ud_m dans R chacune des équations sui- 2. Résoudre dans R 'équation P(x) = 0, puis
vantes ; I'inéquation P(x) = 0.
al Jx2+x+1=3x-1; ‘
bJ‘J.tz _5__r+ﬁ =fax2+ 4r+1 2[’ ABCD est un rectangle tel que : BC = AB + 1 el
el{-x+1+/x+3=2

AC =2 AB. Calculer I'aire de ce rectangle.
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5

nes linéaires d
équations.

—3.1. Systemes de trois équations a trois inconnues

ax+ by +cz=d
On considére le systéme (£) : { ax+by+cz=d , ol1 x, y et z sont les inconnues.
a'x+ D'y +c'z=d"
(Z) est appelé systéme de trois équations du premier degré (ou systéme liné
Résoudre (), c’est déterminer tous les triplets (x, y, z) de nombres réels qui véri

I&Iaus allons étudier deux méthodes de résolution d'un tel systéme : par substit
auss.

aire) & trois inconnues.
fient les trois équations.
ution et par le pivot de

pemmmm Résolution par substitution

x+y-2:=7 (E)
1. Résoudre le systéme (Z,) : { 2v~-y+z=0 (E)
dx+y+z=8 (Ej).
On déduit de l'équation (E,) que : z =—3x—y+8.
On remplace z par — 3x — y + 8 dans les éguations (E,) et (E,).
7x+3y=23
On obtient : (Z,) < { —x—-2Yy=-=8
z=—3x—y+ 8
7x + 3y =23
—x— 2y=-28
On en déduit que : z=—-3%x2-3 +8=—1
Dong, le systéme (Z,) a un unique triplet solution ; (2 ; 3 ; -1).

Le systéme { a un unique couple solution : (2 ; 3).

2x-y-2z=6 (E)

2. Résoudre le systéme (I,) : { x+y-z=1 (E,)
x-573z=9 (E,).

On déduit de ’équation (E,) que : y = 2x - 2z - 6.

On remplace y par 2x — 2z — 6 dans les équations (E,) et (E,).

y=2x—-2z—6
On obtient : [Ez] ¢=:*{ Jx—-3z=7
—Ox +9z=-21.
Le systéme { 3x-3z=7 a pour solutions tous les couples (x, z) de nombres réels tels que :
—gx+9z=-21
Ix-3z=7.
On donne & I'une des inconnues une valeur arbitraire, par exemple : z = A.
X = % + ?L
4
On en déduit : (Z,) & y=—rg (A € R).

z=X
Donc, I'ensemble des triplets solutions de (E,) est : {(—g— +Ahi- % ; l),l = H}.
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Emmmmm Résolution par le pivot de Gauss

On peut également résoudre un systéme d'équations par com
lement une vérification, sauf dans le cas du pivot de Gauss,
systtme donné en un systéme équivalent.

Nous en exposons ici le principe sur quelques exemples.

binaisons. Cette méthode Nécessitg

e éng
dont nous admettrons Benéry.
qQuiil transforp,,

x-‘SH—?z =3 (Ell
1. Résoudre le systéme (Z,) : { 5x+3y+z=3 (E)

3r+y-22=-1 (Ey).
* On élimine x dans (E,) et dans (E,), par combinaisons de chacune de ces équations aveg (E,).

. x-5y—-7z =3 (E,)
On obtient : (L)) & {— 2By — 36z =12 5x (E)—(E)
—-16y—19z =10 3x (E,) - (E,)
x-5y-7z =8 (E,)
‘:ﬁ{ —7y—9z =13 [Erzj
-16y-19z =10 (E',).
* On élimine y dans (E'y), par combinaison de (E',) et (E',).
. ix=6y—72z'=3
On obtient : (£,) ﬁ{ -7y—9z =3.
G Z =2
- I.l reste a résoudre ce systdéme «"triaﬁgulaire » ; on obtient, en commencant par la derniére équation
pulsenremontant :z=2,y=-3etx =2, : '

Dong, le systéme (Z,) a un unique triplet solution : (2 ;-3 ; 2).

x+y-2z=1 (E)-
2. Résoudre le systéme lzzlz{x—2y+z =1 (E,)
2x+y+z=1 (E)
x+y-2z =1 [E)
On obtient : (£,) 1:&{ 3y-3z =0 (E)~-(E,)
3y-3z =3 2x(E,)+(E,).
dy—-3z=10

Rl n'a pas de solution ; dong, le systéme (£,) n'a pas de solution.

Le systéme {

X+ 2y +5z=4 (E,)
3. Résoudre le systéme (Z,) : { xX+Yy+2z=6 (E,)
2r+3y+7:=10 (E,).

x+2y+5z =4 (E,)
On obtient : (£,) a{ y+3z ==2  (E,))=(E)-(E)
Yy+3dz =-12 [E'3]=2><(E,]——[E
X+2y+52 =4 (E,)
y+3z =-2 (E)

On donne & l'une des inconnues, y ou z, une valeur arbitraire, par exemple :z=A
On déduit de (E')) que : y =~ 2~ 31 ; on déduil de (E,) que : x = 4 — 2(~ 2 — 3A) + 54 = 8 + 11A.
Dong, I'ensemble des triplets solutions de (Z,) est : {[B +11A;=-2-31;)). A€ R}

Bemargues

* Nous admettons qu'un systéeme linéaire de trois équations a trojs inconnues a ;
- ou bien aucune solution ; '
- ou bien une seule solution ;
- ou hien une infinilé de solutions.

 Nous pouvons rencontrer des systemes linéaires a trois inconnues, comportant plus de trois équations.
Pour résoudre un tel systéme, on peut choisir trois équations, résoudre le sysfgn{.’e co m‘pose' de ces Lrois
équations, puis vérifier si les solutions trouvées sont solutions ou non des autres -';*'fquarfm'-'s.

.

Donc, (Z,) & {
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—3.2. Utilisations de systémes linéaires

memmmm Systémes linéaires d'équations

1. Probléme d'Euler

Trois personnes jouent ensemble. Elles conviennent qu'a chaque pa
chacun des deux autres joueurs. Aprés trois parties oil chacun en a per
de 2 400 F. Quels étaient les avoirs initiaux 7

rtie, le perdant double P'avoir de
du une, chaque joueur a un avoir

Choix des inconnues
On désigne:  — par x l'avoir initial du joueur A, perdant de la premiére partie ;
_— par y l'avoir initial du joueur B, perdant de la deuxidme partie ;
— par z l'avoir initial du joueur C, perdant de la troisieme partie.

Mise en équations :
Le tableau suivant indique les avoirs respectifs des joueurs A, BetCa la fin de chaque partie :

ﬂf;:nl; fin de la 2° partie fin de la 3° partie
joueur A | x-y-z 2x-y-2) =2x-2y-22 2(2x - 2y — 22) = 4x -4y -4z
joueur B 2y 2y-(x-y-2z-22=-x+3y-2z 2(-x+3y-z) =—2x+6y 2%
joueur C 2z 4z 43—(2.:—21;-22]-("-1"""3!1-3]

=—.'I.’—_y+ 7z

4x —4y—4z = 2400 x—y—z =600 [E1]

On obtient finalement le systéme : {— 2x +6y—2z =2400 & { ~x+3y—z =1200 (E)
—x-y+7z =2400 —x—y+7z =2400 (E5).

Résolution

Elle peut se faire par la méthode du pivot de Gauss.

On utilise ici une autre méthode suggérée par la nature des équations (E,), (E,) et (E4).

En additionnant membre 2 membre les trois équations, on obtient : x + y + 2 = 7 200 (E,).

2x=7800 (E,)+(E) -
On en déduit que : { 4y=8400 (E,)+(E) X
' Bz=9600 (E;) + (Ey.

Conclusion
Les avoirs initiaux des joueurs A, B et C étaient respectivement de:3900F, 2100Fet1 200 F.

2. Dans un tétraédre, les quatre faces ont le méme périmétre.
Démontrer que les arétes opposées sont deux a deux de méme longueur.

Choix des inconnues
On désigne par (x,, x,), Uy, ¥a) €t (2, z,) les couples d'arétes opposées.
Mise en équations
Les périmetres des quatre faces du tétraddre sont : X + Y+ 2, § X+ Yo+ 2y ot Yot Zy 5 Xt Yo+ 2,
Dire que les quatre faces onl le méme périmétre équivaut a écrire
X Y+ B =X Yt Ty
le systéme (£) :{ Xy 4 Y B =Xt it 5
X Y B =Xt Y I
Résolution ;
Y1+ 5 =2t 5 Y=Y =25 (E)
(Z) & {x.1+y1 =X, +Y, & { X=X, =Y~ Yy (E,)
X+ 2, =X+ X, =X, =Z,— 2 3)
xy—x, =2 =2, (B —(E)

e gty ()

On en déduit que : {
1

dy =y
donc:z,-2,=2,-2,=0 et 1 ), =V,
Zy =Zy.

Conclusion
Les arétes opposées sont deux & deux de méme longueur.
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mEmmmm Programmation linéaire

3 ; s A it leur donner quatre jnows 1.
Pour assurer une alimentation équilibrée de ses poulets, un aleve]u' doi donner g Ingrédie,,
A, B, C, D dont les besoins mensuels sont globalement et respectivement estimés a 75 kg, 39 ke, 19 kg,
20 kg, : ;
Deux aliments préparés P et Q contiennent ces ingrédients dans les proportions suivantes ;

ingrédient A ingrédient B | ingrédient C ingrédient p
aliment P 50% 10 % 20 %
aliment Q 30% 20 % 0% 0%

1. U'éleveur désire acheter, dans la limite de la capacité de son véhicule qui est de 400 kg, une quant;.
té d’aliments P et Q suffisante pour au moins un mois. B i

a) Traduire par un systéme d'inéquations les contraintes relatives a cet achat. Représenter graphigue.
ment l'ensemble des solutions de ce sysiéme. .

b) En déduire les répartitions possibles des produits P et Q, sachant que ces produits sont conditionngs
dans des sacs de 50 kg.

2. L'éleveur veut effectuer ses achats au meilleur cofit. Déterminer la répartition mensuelle des prodyjs
P et Q dans les cas suivants :

a) les produits P et Q sont vendus au méme prix ;

b) le produit P est deux fois plus cher que le produit Q ;

c) le produit P est deux fois moins cher que le produit Q.

1. On désigne respectivement par x et y les quantités achetées (en kg) des produits P et Q.
a) Les contraintes d'alimentation et de transport se

y
05x+03y =75 400 ke--erpeaems gy e e
Ull x+ 0,2 y = 30 \ i 5 i H i H i
traduisent par le systtme : /| 0,2x = 10 ; . ;
04y =20 TSN T e
x+y =400 250 f—pr-- e S i
Pour résoudre ce systéme, on trace, dans un repére, \
les droites d'équati : e
(jualions _ 150 \
05x+03y =75, oo e :
01x+02y =30, TR P T
0,2 x = 10, 50 AL SE SN
0,4 y =20, i \ \\ \ x
X+ y = 400. Ol 50 15 300 400

Les solutions du systéme sont tous les couples (x, y), coordonnées des points de la zone colorige.
b) Le conditionnement de la marchandise se faisant en sacs de 50 kg,
dents gue ceux dont les coordonnées sont des multiples de 50.

Ces points déterminent toutes les répartitions possibles des produits P et Q.

on ne retiendra des points précé-

2. a} Si les produits P et Q sont vendus au méme prix, lo codt de I'achat est donné par I'expression
k(x + y), k étant le prix, au kilogramme, de chaque produit.
Le coilt des produits est donc proportionnel & x + y,

On considére les droites (3, ), paralléles entre elles, d'équations ; x + ¥ =m(m € R) et on détermine la
valeur minimale de m pour laquelle les contraintes précédentes sont vérifiées (zone coloriée).
D’aprés le graphique, la dépense est minimale lorsque : x + Yy =200,

- ‘ x=100 ..
Cette condition est réalisée dans un seul cas : { =100 (figure 1), .
b) Cette fois, le coft est proportionnel & 2x + y. Un raisonnement identi
de conclure que la dépense est minimale lorsque : 2x+ y = 30p.

" ) =50 -
dition est réalisée dans deur cas : { o3 et [X=100
Cette con ¥ = 200 i

c) Le cofit est proportionnel 2 x + 2y. La dépense est minimale lorsque : x + 2y = 300.

r . . x =100 =
Cette condition est réalisée dans deux cas : { y=100 °© {; b ;gu (figure 3).

que au précédent nous permet

(figure 2).
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450 300

figure 1

Remaraue

Un probléme de programmation linéaire consiste @ déterminer les coordo

figure 3

nnées (x, y) d'un ou plusieurs

points d'une partie du plan définie par un systéme d’équations ou inéguations traduisant un ensemble

de contraintes. Ces contraintes étant réalisées, on peut rechercher, parmi ces points,

ceux dont les coor-

données rendent maximale ou minimale une expression de la forme ax + by.

ME X @I CICES Bt s A s o/ s

3.0 Résoudre chacun des systémes suivants :

3b

rdx+2z=1
a)dx+2y—z=48
L3x+2y+22=7;

rr—-3y+2=1

, b lx+y—2=3

Lx—9y+5z=-7;
r—x+3y—z=2

o)d x—y+3z==1
L 2r + 9y + 5z =0.

-

1. Résoudre chacun des systémes suivanis :
3r—2y+22=-1
ﬂ}{ x—2y+z=-2]

x+2y—-z=4
bj{-—x—y-l-ﬂz:—-&

2, Démontrer que les deux systémes précé-

dents ont une solution communs,

3.c

3.d

Apres avoir effectué le changement d'incon-
nues x+y=35 et xy= P, résoudre chacun des
systémes suivanis :
u}{xz+yz—xy=23

x+y=2;

Trois sacs A, B et C, pesant respectivement
5 kg, 3 kg et 2 kg, contiennent un mélange de
farines de blé et de manioc.

Déterminer le pourcentage de farine de blé
contenu dans chacun de ces sacs, sachant que :
e le mélange des sacs A et B contient 62,5 % de
farine de blé ;

* le mélange des sacs A et C contient 60 % de
farine de blé ;

* le mélange des sacs B et C contient 56 % de
farine de blé.
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“Exercices?

APPRENTISSAGE =

r

E quations et inéquations du
second degré

1 Veérifier que 1 est racine du polynéme P défini
par : Plx) =a% - 3x + 2.
Factoriser ce polynéme et en déduire I'autre racine.

2 Déterminer le nombre réel @ pour que 2 soit raci-
ne du polynéme P défini par : P(x) = 2x* —ax +3a —6.
Factoriser alors P et en déduire son autre racine.

3 Metire chacun des polynémes suivanls sous
forme canonique et en déduire ses racines éventuelles.
@)Plx)=dx?—4x —3; b)Qx)=2+-12¢ +18;
c)RIX)=22—-x +3; d) Slx) = 2x2 —x — 6,

& Déterminer le polynome du second degré P tel

que P(0) =— 3 et dont les racines sont — 2 et -

5 Résoudre dans R les équations suivantes :
a)x®+ (2 + B+ 6=0;
b)2x?-4[3x+6=0:
clar® — (2 + a®lx + 2a=0(a ER*);

d) a®x? - 2x + lz-=0[aEIR*}.
[#3

6 Soit P le polynome défini par :
Plx)=ar*+bx +c (a#0).

Déterminer une condition portant sur les nombres réels
a, b et ¢ pour que :

a) P ail deux racines opposées ;

b) P ait deux racines inverses l'un de l'autre ;

¢) P ail une racine nulle ;

d] P ait une racine égale a — 2.

7 Déterminer le polynéme du second degré P tel
que P(0) =1,P(1)=4 et P(-1)=2.
Démontrer que : V.x € R, P(x ) = 0.

8 Utiliser la forme canonique pour étudier, sui-
vant les valeurs de x, le signe de chacun des polyndmes
suivanls :

a)Plx)=2%-x +1;
¢)Rlx)=—x*-x —B;

b)Qu) = 2e 4 — x —5;
d)Sl)=—2 4 5x ~ 2.

9 Résoudre dans R les inéqualions suivantes :
)32+ r—9=0; bj2x* +x-1>0;
c)22 +x—-1<0 ; d) {3 -6x+3/3a=0;
ej.rz—z[l—JS].r+2ﬁ<0; flx*—12x+3l >0

10 Soit P le polynéme défini par :
P(x) = x% — 3mx + 2[m? —B6).
Déterminer m pour que 2 soit racine de P.
Calculer alors l'autre racine.

11 Soit P le polynéme défini par :

Plx) =x* - (2p + qlx + 3p—2q.
Déterminer p et g pour que — 2 el 3 soienl racines de P.
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49 Soit P le polynome défini par :
) = (m—2h?+ 2m - 2)r—2.
E[is}:utar. suivant les valeurs de m, le nombre de racings

de P.

13 Soil P le polynéme défini par :
p{_r]:,ra-Z{Zm—3].r+mz—3m +3.
1, Déterminer les valeurs du nombre réel m pour Jes.
quelles P a deux racines distinctes.
2, Déterminer les valeurs du nombre réel m pour Jes.
quelles P a une racine double et calculer, dans chacyy
des cas, celte racine.

18 ABCD est un rectangle tel que :
E:M +BC _ 1 Calculer k.
BC AB

1
|

Gomme et produit des
racines

15 Déterminer, s'ils existent, deux nombres réels
dont la somme est S et le produit P dans chacun des cas
suivants :
alS=—1 et P=12;

c}]S5=3 et P=4;

B)S=-9 et P=20;
d) 5=z et P=;—.

16 Déterminer deux nombres réels dont la

somme est 1 et ]a somme de leurs inverses est — %

17 Probléme de Newton
Un triangle rectangle a pour périmatre 30 m et pour aire
30 m?. Quelles sont ses dimensions ?

18 L'aire d'un jardin rectangulaire est égale a
360 m? 8i on augmente sa longueur et sa largeur de
& m, l'aire est alors égale & 630 m2.
Quelles sont les dimensions de ce jardin ?

19 Déterminer, s'ils existent, les deux nombres x'
(1] 5.3
etx" dans chacun des cas suivants :

a)x?4xtz 2 o Xx'=—3;
b)ext==6-ot L 41 _1,

" * X 6

£ Lx _ I e g
a) x' * |__1_é et X Z_T.

20 Soit P le polynsme défini par :
P{..r]=.tz +2lm—=1)x + m-3,
Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre et le signe
des racines de ce polyndme.

21 Soit P le polynéme défini par :
Plr)= 4+ 2m + 1)e +m2+1, :
Déterminer les valeurs du nombre réelgn pour que P
deux racines o et B telles que :
al e?+ P2 = 29 .

b) lo—Bl =1.
Dans chacun des cas, calculer o et B.
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r

E quations bicarrées

22 Résoudre dans R chacune des équations sui-
vanles :
alx*=11x2+18=0;
g)axt-12x*+4=0;

Blat+at+1=0;
d)2x* + 112 + 5= 0.

23 On considere I'équation d'inconnue x :
HAe(m-20*4+m+1=0.
Déterminer les valeurs du nombre réel m pour les-.
quelles celle équation a :
a) quatre solutions distinetes ;
b) deux solutions distinctes ;

¢) \rois solutions distinctes.

24 Résoudre dans R I'équation :
xt = 2(a® 4+ b + (a® - b2)2 = 0, o1 a et b sont deux
nombres réels donnés.

E quations et inéquations
irrationnelles

25 Résoudre dans R chacune des équations sui-

vantes :
a) 2 —-xt-Jjx¢-1=0; b}fq.*'ﬁ:x_j;
o]yx2—9+x =9; dlfx2-9+x =—98.

26 Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes : '

a)x3+ 822 —x+1=x-13; i

B3+ 32 —x+1=3-x

27 Résoudre dans R chacune des équations sui-

vantes :
aJJ.;:+Jx+ =/2x+1; b)J3-2x+{5+2x=4;
o) Jx+1 +1"x-1=2‘§; d) Zx+1 - Zx-1=1.

28 Démontrer, sans la résoudre, que l'équation
suivante n'a pas de solution dans R :
J—2x? +3x +5 =x*-9.

Q9 Résoudre dans B chacune des inéquations sui-

vantes :
a}J2x+3>Jx—1: b},’a-z.n:.ﬁ-;

¢} J2[x2 - 2¢ + 2) -:'J.rii-l:
d) [Bxt + 2x —1 <222+ x+ 1

e) ez +6x + 6= 20+ 11,

30 Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
vantes :

a) A2 - 1>2c-1; b)fsx—-a=[x+2;
)+ fe+1<ix+2; dlfr+4+x-1>/4x+5;

o) Jox+2— {ax < Jox— 2 ; f) 241 - {201 > 1.

Gystémes linéaires

31 Résoudre et discuter, suivant les valeurs du
nombre réel m, chacun des systémes suivants :

;| !

e

5 !
{(ﬁ-ikme=ﬁ‘1 {mdz*fiy»@—&

' — =2l
t—-(2+1)y=m —x‘(3+2myﬁ-j§—
392 Déterminer le nombre réel m pour qué le sys-
{bme suivant ail un couple unique de solution :
{[;n—l}x-—z_;;:m )
dr—-[(m+1Jy=m+1
Résoudre alors ce systeme.

Bl
33 Résoudre, en utilisant un changement d'in
connues, chacun des systemes d'équations suivants :

4 5
Ol e S s+ y) - 3lc =) = 942
a) 2 .. ’ {3[.z+y]+[-t-y]=4z
xr y
z‘.l'_;q-:]‘lr_:—l_ d ME-HZ=12_
c‘]{ fe+2ly=2 J{IZ+32=3

34 résoudre chacun des systémes suivants :

2yp=-7 x+y+dry=—1
ﬂj{x+yy=—1 5 bj{3(1+y]-xy=m

B-pp=5 x+3y==-2
Cj{Iyzy_ﬁ ! d}{:}_rz-—'?yz=12

35 Le plan est muni du repére (O, L J). _
1. Représenter graphiquement l'ensemble E des points
M dont les coordonnées (x ; y) vérifient le systdme (Z)
' x+2y=6
Sx+4y =40
x=0 '
osy=7
2. Parmi les points de E, déterminer ceux dont les coor-
données :
s rendent maximale I'expression x + y;
e rendent maximale en nombre entier x + y.
Préciser les valeurs de ces maximums.
3. Parmi les points de E, déterminer celui dont les coor-
données rendent minimale I'expression 2x + y. Préciser
la valeur de ce minimum. .

d'inéquations :

36 Résoudre les systémes suivants :

x4+ 3y=5z=-11 x=-2y+z=-5
ﬂf{'i-Hy-ZH—ﬂ ; b){—-l.‘+y+22=—4:

x—2y+z==2 2x—y—z=5

xX+2y+3dz=—-2 x—2y =P
cj{?.r+3y+z=1 : d}{y-zz: 2

Jx+y+2z=1 z—2x =2

37 Le plan est muni du repére (0, I, J).
Déterminer une équation de la parabole dont la courbe
représenlative passe par les points

1 2 3
Alg) 2(C5) < 3:)
38 Une ménagere se rend au marché et achéte des
bananes, des mangues et des ananas dont les prix a
l'unité sont respectivement 25 F, 60 F et 80 F. Elle ache-

te un total de 12 fruils pour une somme de 640 F.
Déterminer le nombre de fruits de chaque variété.

39 Les faces d'un pavé droit ont pour aires, en
em?, 52, 78 et 96. Calculer le volume de ce pavé.
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APPROFONDISSEMENT

A0 Peut-on trouver deux nombres réels tels que
leur somme et leur produit soient égaux 4 un méme
nombre réel k 7 Disculer suivant la valeur de k.

81 0On considere I'équation d'inconnue X :
HErmim+ e+ mi=0. "
Déterminer le nombre réel m pour que cette équation
ait deux solutions c et f telles que : o = .

82 Un livie a la forme d'un pavé droit ayant pour
volume 800 cm?, pour aire totale 1 072 cm? et pour lon-
gueur totale des arétes 180 cm.

Soit P le polynSme défini par :

P(x) = (x — a)ix — bjlx - ¢}, o a, b, ¢ désignent les
dimensions de ce pavé.

1. Exprimer P{x) en fonction de x .

2. Trouver une racine évidente de P et en déduire les

dimensions de ca livre.

43 un rectangle ABCD a pour dimensions :
AB=2etBC=1.

Déterminer la largeur x de la bande coloriéa pour que
l'aire de cette bande soit égale & la moitié de I'aire du

rectangle ABCD.

&4 un point M décrit un segment [AB] de lon-
guenr 1. ACDM et MEFB sont des carrés.

E F ¢ D
|
D E} F
X X
AT B A M -]
figure 1 figure @

On pose AM = x et on désigne par s1(x] l'aire coloride.
1.a) Exprimer #i(x) en fonclion de x dans les dewr cas
suivanls :

xefo: %-] (fig. 1) et xE ]-;—; 1] (fig. 2).

b) Discuter, suivant les valeurs du nombre réel k, le
nombre de solutions de 'équation : #ifx) = k,

2. o) Construire la courbe représentative de la fonction
# dans un repére orthogonal,

b) Retrouver graphiquement les résultats précadents et
en déduire les valeurs de x pour lesquelles la fonction
5 présente un maximum.

85 Dans la figure ci-
contre, ona: AB=1.
On pose AM = x et on désigne
par #l[x) l'aire coloriée,
1, Déterminer x pour que l'aire
coloriée soit égale & la moitié de
l'aire du cercle de diambtre
[AB], -
2. Discuter, suivant les valeurs du nombre réel k, le
nombre de solutions de 1'équation : si(x) = k.
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46 Le probléme du messager

e ancien CONCErne une armég (e cingy,
kilomatres de long. Alors que I'armée avance nta
vitesse constante, Un messager part de l’a.l‘riérg_garde
galope pour aller délivrer un message 3 |'aygy Pu?'
revient @ I'arriere-garde. 11 arrive EXaclemen as
moment ol l'armée a parcouru cinguante ki]am.}ues S
Quelle distance totale a parcouru le messager7

{On désignera parv et V les vitesses respectjyeg de
J'armée et du messager et on posera x = —

Ce thlém

B7 Le probléme des paysans chinois
Le « dou » est une unité chinoise de volums el
environ deux litres). ) ;
Les récoltes de blé de trois années consécutives oy g
successivement bonne, médiocre et mauvaise,
Déterminer les quantités de grain produites pay p,
gerbe de chacune de ces trois récoltes, sachant qug .
« deux gerbes de la honne récolte ont donné un doy de
grain, plus le grain d'une gerbe de la médiocre ;
* trois gerbes de la médiocre ont donné un doy de
grain, plus le grain d'une gerbe de la mauvaise ;
» quatre gerbes de la mauvaise récolte ont donné yp
dou de grain, plus le grain d'une gerbe de la bonng,

88 Déterminer un nombre de trois chiffrss
sachant que :
* la somme de ces chiffres est égale 3 17 ;
= si on permute le chiffre des dizaines et celui des cen-
taines, le nombre augmente de 360 ;
e si on permute le chiffre des unités el celui des cen-
taines, le nombre diminue de 198,

B9 Au marchs, trois clientes achitent les mémes
variétés de fruits.
La premiére achéte 2 ananas, 5 mangues et 4 papayes ;
elle paie 620 F.
La deuwxidme achéte 3 ananas, 5 mangues et 1 papaye ;
elle paie 530 F.
La troisidme ach&te 2 ananas, 7 mangues et 8 papayes.
Combien doit-elle payer

50 Pour remplir un bassin, on dispose de trois
robinets A, B et C.
Avec A et B, le bassin se remplit en 20 minutes.
Avec B et G, le bassin se remplit en 15 minutes.
Avec A el C, le bassin se remplit en 12 minutes.
1. Combien faut-il de temps pour remplir lo bassin avee
chacun des robinets fonctionnant seul ?
2. Combien faut-il de temps pour remplir le bassin avec
les trois robinets ouverts 7

. 51 Est.il possible d'écrire, sur les faces d'un
tel:aﬁ'f‘fﬁ des nombres deux 4 deux distincts, ayant 12
Propriélé suivante : « la somme des nombres écrits sur
les faces ayant un sommet commun est constante » T
Justifier vatre réponse,

52 0n désigne par abc un nombre de rois
Eh'&res ot a, b et ¢ désignent respectivement e
il _das centaines, des dizaines et des unités.
Déterminer le nombre abe sachant que :
* la somme de ses chiffres st égale 4 15 ;

: }E nombre bea |uj est supéricur de 432 ;
& nombre cab lui est inférieur de 243.
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Dénombrement

L code d'une serrure est constitué de ftrois chiffres suivis de deux voyelles.
Combien doit-on faire d'essais pour étre sir d'ouvrir la serrure lorsqu'on a oublié

son code 2

Dix athlétes prennent le départ d'une course. Combien y a-t-il d'arrivées possibles 2

SR
N

\
N
tARAN VAN

A )

—ar T T e

Combien y a-t-il de fagons de sélectionner une équipe de 6 joueurs parmi les 10
membres d'un club 2

Ces questions constitent des exemples simples de problémes de dénombrement.
L'objet de ce chapitre est de metire en place des outils pour les résoudre.
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—l.1. Le comptage

1. Soit E l'ensemble défini par:E={1;2;3;4) ) 3 _
a) Ecrire tous les nombres de trois chiffres distincts a l'ﬁlQe'des élem;rffts de E. Combiep
b) Parmi ces nombres, combien sont divisibles par 6 ? divisibles par

Solution

a) Pour écrire un nombre de trois chiffres distincts,
on peut pmc'éder en deux étapes : 123; 132; 213; 231; 312. 321 .
— choisir trois éléments de E ; | 1243 1425 214 2415 412; 4!
= €écrire tous les nombres distincts obtenus a partir 1 . 314-: 341: ; 1

: 134; 143; ; o 413; 43,
de ces trois éléments. '

234; 243; 324; 342; 423, 432
On obtient les 24 nombres ci-contre. ;

b) Parmi ces 24 nombres, 6 sont divisibles par 6 (132, 312, 234, 324, 342, 432) et 6 sont divisibes par g
(234, 243, 324, 342, 423, 432,

Yenadg ,

2. Combien y a-t-il de nombres entiers naturels premiers inférieurs a 100 ?
Solution

Un nombre entier naturel est premier s'il admel exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme.

On écrit les 100 premiers nombres entiers naturels non nuls. Pour déterminer, parmi ces nombres, ceuy
qui sont premiers, on peut procéder de la fagon suivante :

— on supprime 1 qui n'est pas premier ; s

— on supprime les multiples de 2 distincts de 2, puis les multiples de 3 distincts de 3, les multiples de
5 distincts de 5 et enfin, les multiples de 7 distincts de 7.

On obtient le tableau ci-dessous.

AT e[ a3 #] 5 [ & 7] 5] 9] a0
11 | 42| 13 | 14| 45| 16| 11 | 18| 19 | 90
21| 22| 93 | 24| 95| 96| 97| 98| 99 | 30
31 | 30| 33| 34| 35| 36| 37| 38| 39 | 40
41 A9 | 43 447 | 45 | 46 47 A8 | A9 50
51| 52| 53 | 54| 55| 56| 57| 58 | 50 | 60
61 | 62| 63 | 64 | 65| 66| 67 | 68 | 69 | 70
N |72 | 13| 14|75 36| 31| 78 | 19 | 80
81") 82| 83 | B4 | 85| 86 | 87 | 83 | 89 | 90
917] 92| 93 | 94°| 95 | 96| 97 | 98 | 99 | 100

On vérifie que les nombres restants sont tous premiers ; il y en a 25.
Cette méthode, appelée « crible d’Eratosthéne », sera justifiée en classe de terminale.

3. Sur la figure ci-contre, combien a-t-on tracé de
triangles 7 de parallélogrammes ?

A E
Solution Z\' / é
G

* Il y a 6 triangles : AIE, ACB, ICH, AGI, ADC, [FC,

* 1l y a 9 parallélogrammes : ABCD, AEIG, EBHI,
ABHG, GIFD, IHCF, GHCD, AEFD, EBCF.

B

204 Dénombrement



www.biblio-sciences.org

—1.2. Les diagrammes

1. Une Stﬂ.l.ilﬂn de radio diffuse les mémes publicités a 15 heures et 4 16 heures. D'aprés un sondage, on
estime qu'il y a 21 400 auditeurs & 15 heures et 24 800 i 16 heures.

Déterminer le nombre d’auditeurs ayan! entendu ces publicités :
a) si les personnes

i qui écoutent la radio a 15 heures ne I'écoutent plus a 16 heures ;
b) si 4 600 personnes écoutent la radio 4 15 heures et 16 heures.

Solution
Dans chacun des cas, on représent i ignent les
A sl p e les données par un diagramme dans lequel A, et A, désigne

urs écoutant la station de radio respectivement & 15 heures et & 16 heures.
Ass

21 400 24 BOO

91 400 -4 600 |4 600 24 800 - 4 600

a) Dans le premier cas, on a : 21 400 + 24 800 = 46 200 ; il y a 46 200 auditeurs. '
b) Dans le second cas,

; . ona: (21 400 — 4 600) + 4 600 + (24 800 — 4 600) = 41 600 ;
il y a 41 600 auditeurs,

2. Dans un groupe de 25 personnes, 10 jouent au basket-ball, 17 jouent au football et 8 pratiquent ces
deux sports.

Déterminer le nombre de personnes :

a)l qn! jouent seulement au football, seulement au basket-ball ;
b) qui ne pratiquent aucun de ces deux sports.

Solution

Sur le diagramme ci-contre, E représente 'ensemble |T|
des 25 personnes, B et F les sous-ensembles de ces § F

personnes pratiquant respectivement le basket-ball et |2 ] Ed
le football.

a)On a : 17 — 8 = 9, donc 9 personnes jouent seule-

ment au football ; de méme, 10 - 8 = 2, donc 2 per- o
sonnes jouent seulement au basket-ball.

b) On en déduit que : 25 — (9 + 2 + 8), c'est-a-dire 6 95-(2+8+9)
personnes ne pratiquent aucun de ces deux sports.

3. Dans une classe de 40 éléves, on reléve les données suivantes :

* il y a 16 filles parmi lesquelles 12 apprennent I'anglais et 6 apprennent I'arabe ;

* 26 éléves suivent les cours d’anglais, 17 suivent les cours d’arabe, 7 suivent les deux cours ;
* 2 parcons ne suivent aucun de ces deux cours.

Déterminer le nombre de filles de celte classe qui suivent les deux cours de langue.
Déterminer le nombre de filles qui ne suivent aucune de ces deux matiéres.

Solution

Dans le diagramme suivant, G et F représentent res-
pectivement les ensembles des gargons et des filles de
cette classe ; de plus, An el Ar représentent les
ensembles des éléves étudiant respectivement l'an-
glais et |'arabe. ;

On désigne respectivement par x et y les nombres de
gargons et de filles apprenant les deux langues.

On sait que dans la classe :

* il y a 16 filles, donc 24 gargons ;

* 12 filles, donc 14 gargons apprennent l'anglais ;

* 6 filles, donc 11 gargons apprennent l'arabe,
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On sait de plus que :
(4= +x+(11-x)+2=24
I-Fy:?

On en déduit que :x =3 ot y=4.

Ainsi, 4 filles suivent les deux cours de langue. . : ,
lyadonc:16—(8 + 4 + 2), ’est-a-dire 2 filles qui ne suivent aucune de ces deux Matigres,

—l.3.. Les arbres

- 1.
1. On reprend les données de 'exercice 1 du paragraphe 1. . s i =
a) Démontrer, i I'aide d'un arbre, qu'il existe 24 nombres de trois chiffres distincts choisig Parm; |,
éléments de I'ensemble {1;2 ;3 ; 4). siiae isi i :
b) Combien y a-t.il de nombres de trois chiffres, distincts ou non, choisis parmi les élémeng de gy
ensemble ?

Solution _

Dans les deux cas, on convient de choisir dans 'ordre : les chiffres des centaines, des dizain
tés. On construit ainsi un arbre de choix 4 trois niveaux.

@) On obtient :

* 4 choix possibles pour le chiffre des centaines, donc 4 branches ;

* pour chacune de ces 4 branches, 3 choix possibles pour le chiffre des dizaines, donc : 4 3, Clestes
dire 12 branches :

* pour chacune de ces 12 branches, 2 choix possibles pour le chiffre des unités, donc : 4 x 3 2, t'egt
a-dire 24 branches,

A chacune des 24 branches de 'arbre ainsi construit, il correspond un des nombres cherchés,

. I///N

®8, des unj.

3 4
Dizaine ¢ 3 4 1 3 4 1 2 4 1 g 3
ANAANAAAANAAA AR
UnitE34242334141324‘T‘11223131‘2
!I\IIIIIIIJIIIIIIIIII\I\
EEAEEEE IR BBYSE s b
b] Un méme chiffre peut &tre choisi une fois, d.

eux fois ou trois fois. [] ¥y a donc 4 choix possibles 4 chaque
niveau. On obtient ;

* 4 branches pour les centaines ;
* 4 X 4, c'est-a-dire 16 branches pour les dizaines y
* 4 X4 x 4, c'est-a-dire 64 branches pour les unités,

E]n peut do}nc écrire 64 nombres de trois chiffres, distincts oy non, avec les éléments de 1'ensemble
1;2;3;4l '

2. Pour se rendre 4 un mariage, un homme doit choisir la che
ra. Il posséde 5 chemises, 3 pantalons et 2 vestes,

Combien de choix distincts peut-il ainsi effectuer ?

Solution

On peul construire un arbre 3
talon et la veste.

On désigne par C,, C, C,, C, et Cy les chemises
On a 5 branches au premier nivean (choix dela
me niveau (choix du pantalon)
la veste).

mise, le pantalon et la veste qu'il por®

lrais niveaux en choisissant dans I'ordre, par exemple, la chemise, le P37

;ﬁ" Py Fit Py les pantalons, V, et V, les vestes. i
Emise i ]_'[13 5 ' SN s au de
etenfin 5x 3 x 2, C’Bst—aud? X 3, c’est-a-dire 15 branche :

(]
re 30 branches au troisidme niveau (cho¥*
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P1 /Pi /Fi LA | /P!\ /Pi
V‘I Vg V] V! V-' VE V|| Vg V1 VE V! Vg v'l ‘I"ﬂ ‘\"1 VE V-, VQ
e G 66 G [CaiC Co Co'Ca &) [C3 Gy G CaiCa G
Py Py Py Po Py Py Py Py Py Py P Py Py Py PoPePshs
WV, Vo ¥y Vo Vi Vo Vi Ve Vi Ve Vi Vs Vi Vo ¥y Ve Vi Ve

11 y a donc 30 choix distincts, correspondant chacun & une branc

3. On dispose de quatre piéces de m
Quelles sont toutes les sommes poss

Solution

Pour systématiser cette recherche, on peut se deman-
der, pour chaque piéce, si on la prend ou non.

On convient de noter respectivement 0 et 1 les
réponses NON et OUI a cette question.

On construit ainsi un arbre dont chaque niveau cor-
respond & une piece de monnaie.

A chaque branche de cet arbre est associée une
somme d'argent et I'ensemble des branches permet de
déterminer toutes les sommes possibles.

Par exemple :
« & la branche 0110 est associé 50 + 25, c'est-a-dire la

somme de 75 F ;
e 3 la branche 1101 est associé 100 + 50 + 10, c’est-a-

dire la somme de 160 F
Cette méthode est exhaustive, elle permet de détermi-
ner toutes les sommes possibles.

i

1.0 De combien de fagons peut-on descendre un

sscalier de 6 marches, sachanl que I’'on des-
cend une, deux ou trois marches a la fois ?

Un drapeau est constitué de trois bandes hori-
zontales de trois couleurs différentes.

Combien de drapeaux différents peut-on
constituer si I'on dispose de cing couleurs dis-

tinctes ?

1.b

Qualtre couples sont réunis pour une soirée
dansante. Les quatre hommes invitent chacun

une femme & danser.
De combien de fagons peut se faire celte invi-

l.e

onnaie : une de 10 F, une de 25 F,
ibles que I'on peut constituer avec

1.d

le

C, Cs
Py Pq Py Py Pg /Pi
v, Vo Vi Vo Vi Ya W Ve T ""|r| Vy Ve
G G G G €, G GG G G5 G Gs
'Py Py Pg Pg P3 P; Py Py Pq Pg P3 P3
GV Ve Vi Ve Vi Ve Vo Vel Ve

he de l'arbre ainsi construit.

une de 50 F et une de 100 F.
ces piéces ?

jo0F 50F 95F 10F

| " i
Tomis =
Q==
1<°<1—0101-—¢nr
<3O asF
i = fooi— 107
; <90 T
0— 1100— 150F

0— 1110— 175F
1< 1—1111—185F

1<{:"::1-—11n1— 160 F

E X €I CiCeS Bprs i i s A oramrr s o 77

{ation, sachant qu'aucun homme ne danse avec
son épouse ?

Procéder par comptage, puis & I'aide d"un arbre
de choix,

Combien peut-on former d’anagrammes du
mot ACCRA 7 du mot BAOBAB 7

Dans un établissement scolaire, il y a 55 % de
filles et 45 % de gargons ; 12 % des gargons et
18 % des filles n'ont jamais redoublé une classe.
1. Quelle est la proportion des éléves n'ayant
jamais redoublé 7

2. Quelle est la proportion de filles parmi les
éléves n'ayant jamais redoublé ?
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te généralement a déterminer le nombre d'élémeny,

Résoudre un probléme de dénombrement consis de I'ensemble E et noté Card (E). Tun

ensemble fini E. Ce nombre est appelé cardinal

__92.1, Parties d'un ensemble

mmmmmmm Ensemble des parties d'un ensemble

Reprenons les données de 'exercice 3, §1.3. On pose 1 E= (10 ; 25 ;50 10?}.
A chaque partie de 'ensemble E, il correspond une somme d’argent égale & la somme des éléments de

cette partie. :

L'arbre précédent permet de déterminer toutes les parties de l'ens

est noté P(E). Il comprend :

* la partie vide @ ;

* les singletons {10}, {25}, (50, {100} ;

* les paires (10 ; 25}, {10 ; 50], {10; 100], 25 ; 50}, (25 1

» les parties & trois éléments {10 ; 25 ; 50], {10 25 ; 100},

¢ 'ensemble E.

Ona:@(E) = (@ (10) ; (25) ; {50} ; (100 ; {10 ; 25] ; (10 50) ; (10 ; 100] ; (25 ; 50) ; (25 ; 100) ;
(50 ; 200] ; {10 ; 25 ; 50] ; [10; 25 ; 100} ; (10505 100} ; (25 ; 50 ; 100} ; E].

Le nombre d'éléments de P(E) est égal au nombre de branches de I'arbre, c’est-a-dire 29,

On a : Card (E) = 4 et Card (P(E)) = 2* = 16.

emble E. L'ensemble des partieg d¢ R

00}, {50 ; 100} ;
(10 : 50 ; 100, {25 ; 50 ; 100} ;

Exemple
Soit E I'ensemble tel que : E=(a;b;cl; ona: Card (E) = 3.
P(E) = (@ : la); ) ; lch: fasb)ila;el; bic);fa;bich ; Card(P(E)) = 8.

pmmmm Partition d'un ensemble

Soit E l'ensemble des éléves d'une classe de 45 éléves
parmi lesquels 8 sont Agés de 15 ans, 14 sont agés de 16
ans, 18 sont 4gés de 17 ans et 5 sont dgés de 18 ans.

On désigne par A, B, C et D les ensembles des élaves
Agés respectivement de 15 ans, 16 ans, 17 ans et 18 ans.
On remarque que :

« les ensembles A, B, C et D sont non vides ;

« les ensembles A, B, G et D sont disjoints deux a deux ;
¢ |a réunion des ensembles A, B, C et D est égale & l'en-
semble E.

On dit que les ensembles A, B, C et D forment une parti-
tion de E.

Définition

' Des parties d'un ensemble E forment une partition de E si :

D

B (18 ans)
(16 ans)

« elles sont non vides ;
« elles sont disjointes deux a deux ;
» Jeur réunion est égale 4 E,
Exemples
Soit E l'ensemble tel que :E={a;b;c;d;e;f).
« Les ensembles (al, (b ¢ ; fl, {d ; e} forment une partition de E,

e Leos BHBEmbIES lajr “} + €} ﬂl Ih &l o4 d .‘-BI- ne fDITI'lent - - ne ol
pas disjoints deux a deux. pas une partition de E car ces ensembl
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Propriéte

i Soit E un ensemble fini et EyiELEy i, E, des ensembles formant une partition de E.
'On a: Card(E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) + ... + Card(E,).

En effet, chaque élément de E appartient & un et un seul ensemble de la partition.

Exemples

* La figure ci-contre re
respectifs 1, 2, 3, 4, 5.
On se propose de déterminer le nombre de couronnes de cette figure.
'Toute couronne a pour largeur 1, 2, 3 ou 4.
Par exemple, la couronne hachurée a pour largeur 1, la couronne
colorée a pour largeur 2,
L'ensemble E des couronnes est donc la réunion des ensembles E,
E, E, et Eqbdes couronnes de largeurs respectives 1, 2, 3 et 4.
Ces ensem lgs sont disjoints deux & deux car une méme couronne ne
peut pas avoir deux largeurs distinctes ; ils forment donc une parti-
tion de E,
Puur. déterminer le nombre d'éléments de E, il suffit de calculer le
cardinal de chacun des ensembles E,,E,. E, et E,.
On a: Card (E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) =4 + 3 + 2 + 1 = 10.
* Soit E 'ensemble tel que : E=(1;2;3 ;4 ;5. On se propose de déterminer combien de nombres on
peut former avec des chiffres deux 3 deux distincts choisis parmi les éléments de E.
On peut écrire des nombres de 1, 2, 3, 4, 5 chiffres.
On désigne respectivement par A, A,, A;, A,, A, les ensembles (disjoints deux & deux) de ces nombres
et par A la réunion de ces cing ensembles.
Ona: Card (A;)=5;Card (A)) =5x4;Card (A;)=5x4x3;

Card (A,) =5x4x3x2;Card (A))=5x4x3x2x1.

Donc: Card (A)=5 + 20 + 60 + 120 + 120 = 325,

présente 5 disques concentriques de rayons

| Pour résoudre un probléme de dénombrement, il peut étre utile d'effectuer une partition de
l'ensemble & dénombrer. Le cardinal de cet ensemble est alors la somme des cardinaux des
- ensembles de la partition.

On déduit de la propriété précédente les résultats suivants.

Conséquences '

» Pour toute partie A d'un ensemble fini E, on a : Card (A) + Card (E \ A) = Card (E).
» Pour toutes parties A et B d'un ensemble fini E, on a :
Card (A U B) = Card (A) + Card (B) - Card (A N B).

__92.9 Produit cartésien

mmmm=ms |ntroduction

Au cours d'un examen, un candidat doit choisir successivement deux sujets : un sujet de mathématiques
parmi trois et un sujet de physigue parmi quatre.

De combien de fagons peut-il effectuer ce choix 7

On convient de noter m,, m,, My €L Py, Py, Py Py les sujets proposés respectivement en mathématiques
et en physique, On pose : M = [m; m, ; my) et P = {py; p,y i py i pyl-

Un tableau a double entrée permet de représenter tous les choix possibles que le candidat peut effectuer,
chaque choix correspondant a un couple (m, p) tel quem € M et p € P.
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:.i.'ensamble de ces couples est appelé produit cartésien ML | P, P, B, 5
©s ensembles M et P et noté M x P. ' (m,, ;
L'ensemble M x p contient 12 éléments. m, |y, By)) (g py) (o, Pa” (m,, Py
Iy a donc 12 choix possibles pour le candidat. m; | (my Py)| (0,p,) | (m,, p,) (m,, By
On aurait pu également trouver ce résultat en utilisant my | (my, py)| (my, p,) | (my, p ] (my, )
un arbre & deux niveaux. m, |(mg p,)|(m, p,) (m,, p.) [ (m 1]

1

Soit A et B deux ensembles.
On appelle produit cartésien de A par B I'ensemble des couples (@, D) tels quea E A eth e p,

Cet ensemble est noté A x B ;on lit « A croix B »,

BE!I!BT’QUES

* Cette définition s'étend @ un nombre quelconque d'ensembles ; le produit cartésien des ensemb]eg E,
By By v E, est 'ensemble noté E, x E, x E; x ... % E,

* Le produit cartésien Ex E x ... x E est noté EP.

p fois it
* Les éléments du produit cartésien de deux ensembles sont appelés couples ; les éléments dy

tésien de trois ensembles sont appelés triplets ; les éléments du produit cartésien E, xE,
sont appelés p-uplets.

produit car.
XE X ..x E,

Exemples

* Pour repérer une case sur un damier ou un échiquier, on utili-
se généralement un code.

Par exemple, « d5 » désigne la case située & l'intersection de la 4®
ligne et de la 5¢ colonne,

Cette notation utilise le produit cartésien E x F, ot E et F dési-
gnent les ensembles des lignes et colonnes dont les éléments sont
respectivement notés a, b, ¢, .., et 1, 2, 3, ...

Sur la figure ci-contre, on a placé cing pions en b7, c4, d5, ho et
i2.

* 2488 D 5 est I'immatriculation d’un véhicule ; cette immatricu-
lation est composée d'un nombre entier naturel non nul stricte-
ment inférieur & 10 000, suivi d'une lettre et d'un nombre de 1 a
10 correspondant a chacune des régions administratives dy pays.
On désigne respectivement par A, B et C 'ense
inférieurs 4 10 000, '’ensemble des lettres de I'a
pris entre 1 et 10.

Toute immatriculation est associée & un élément de 'ensemble A x B x C.

mble des nombres entiers naturels non nuls strictement
Iphabet et I'ensemble des nombres entiers naturels com-

memmmm Propriété

Soit A et B deux ensembles ayant res

pectivement m et n éléments,
On peut représenter les éléments de I’ensemble A x B al'aide d'un tableau & double entrée contenant ™
lignes et n colonnes.

On en déduit que l'ensemble A xBamxn éléments,
On aurait pu également construire un arbre a n niveaux,

chaque niveau étant constitué de m branches
On en déduit la propriété suivante,

Propriete

Pour tous ensembles finis A et B, on a ; Card [-;'1 X B) = Card (A) x Card (B).
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Remarques

On peut généraliser la propriété précédente & p ensembles.

* Pour tous ensembles finis E,E,E,..,.E ,ona:
Card(E;x E, x E; x ... X E_] = Card(E,

* Pour tout ensemble E & n éléments, on a : Card (EP) = nP.
Exemples
Reprenons les deux exemples précédents.

e Un dammf: comporte 10 lignes et 10 colonnes ; le nombre de cases est : Card (E x F) = 10 x 10 = 100.
Pour un échiquier, on a 8 lignes et 8 colonnes, donc : Card(E x F) = 8 x & = 64.

* Le nombre de véhicules qu'il sera possible d'immatriculer par ce procédé est égal au nombre d'élé-
ments de l'ensemble A x B x C. On a : Card{A x B x C) = 9 999 x 26 x 10.

) % Card(E,) x Card(E,) % ... x Card(E,).

ME XTI CICES B oo s o ram

2.0 Soit E I'ensemble tel que:E={1;2;a;b) Ecri- 2. Vérifier que : Card (M, U M,) = Card (M,) +
re I'ensemble (E) et déterminer Card(@(E)). Card (M,) - Card (M,).
#HEI : 2.d On désigne par E; E,, E, E; et E, les
hh g[:! IE lgmngE .t‘.!ilsq.ufé : 21). On désigne par ensembles d’éléments de N dont les restes
M, et M, les en-sembles d'éléments de E qui dans laddfwsmn |J:na.r ]sesgrét éesEp;eclwement 0,1,
sont respectivement multiples de 2 et de 3, Z;, 0ot 4, (par excIpe, al-
1. Démontrer que M,, M. lorment artiti Démontrer que les ensembles Ej, E;, E,, E; et
o E . BT b S E, forment une partition de I'ensemble N.
2. En ost-il de méme si on remplace Epar Ftel 9 & oy Jance un dé rouge et un dé vert, chacun
= 80 R0 R 16 I iR a1 F d'eux ayanl ses faces numérotées de 1 a 6.
Le résultat d'un lancer est le couple de
2.c  Soit E l'ensemble des nombres entiers naturels nombres apparaissant sur la face supérieure de

inférieurs a 50. On désigne par M,, M, et M;
les ensembles d’éléments de E qui sont respec-
tivement multiples de 2, de 3 et de 6.

chaque dé.
1. Combien y a-t-il de résultats possibles ?
2. Combien y a-t-il de résultats pour lesquels la

somme des deux nombres est supérieurs ou

épalea g 7?

1. Les ensembles M,, M, et M, forment-ils une
partition de E 7

 p-uplets, arrangements, permutations
—3.1.. p-uplets d’'un ensemble

mmme=mm Définition et propriété
Soit E un ensemble 3 n éléments et p un nombre entier naturel non nul.

On appelle p-uplet de E tout élément de I'ensemble E”.

Exemples

 (5:2), (8;8), (2;5) sont des couples de N*;

« (0,0, 1), (1,1, 0), (0,0, 0) sont des triplets de 'ensemble (0 ; 1.

« (P,F,FF PP PPFP)est un 10-uplet de 'ensemble (P ; F] ; il correspond, par exemple, & un résul-
tat de 10 lancers consécutifs d'une piéce de monnaie (pile ou face).

Propriete

Le nombre de p-uplets d'un ensemble & n éléments est n”.
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En effet, d'aprés les résultats du §2.2., on a : Card(E?) = (Card(E)).
Exemples

* Soit E I'ens cE=(1:2:3:4:5}. .

1l existe 53, c'zlsxtlf}fd;:; tllgg ;:Em]::::e; %ie ::rois chzﬁres. distincts ou non, écrits avec des élémeny, de .
existe 5° nombres de six chiffres écrit avec des éléments de E. _ J
* Une entreprise doit commander trois voitures pour trois personnes diffé.rentes_ Pour chagyp des v,
cules, on a le choix entre six couleurs. De combien de fagons peut-on réaliser cette commange 7 '¢h
l y a autant de commandes possibles que de triplets de l'ensemble des 6 couleurs, donc : g2 Clestey. diy
216 commandes, "

il

memmmm Nombre d'applications d’un ensemble fini vers un ensemble fip;

Reprenons l'exercice précédent. On désigne respectivement par ¢, d, u les
centaines, dizaines, unités et par A l'ensemble [c; d ; u).

Tout nombre de trois chiffres &crits avec les 6léments de E correspond a une
application de |'ensemble A vers I’ensemble E.

Par exemple, le nombre 311 correspond & l'application ci-contre.
Réciproquement, A toute application de A vers E est associé un des
nombres cherchés,

Le nombre d’applications de A vers E est donc 55.
Plus généralement, on admet la propriété suivante.
Propriétée

'Le nombre d'applications d'un ensemble & p éléments vers un ensemble & n éléments st .
Exemple

On veut ranger 15 livres dans une bibliothéque comportant 3 étagéres.
Il y a 3%5, c'est-a-dire 14 348 907 facons différentes d'effectuer ce rangement,

—a3.2., Arrangements

mmmmmmm Définition et propriété

On reprend l'exercice du paragraphe précédent avec I'ensemble Etelque:E=(1;2;3;4;5)etune
contrainte supplémentaire : les trois chiffres composant les nombres cherchés sont deux & deux distincts.
On peut déterminer ces nombres & 'aide d'un arbre (81.3.).

Ainsi, il existe 5 x 4 x 3 nombres de trois chiffres deux 4 deux distincts.

Le triplet associé & chacun de ces nombres est appelé arrangement de trois &léments choisis parmi les
éléments de l'ensemble A,

Le nombre de ces arrangements est noté A3: on a : Al=5x4x3,

Deméme, ona: Af=5 AZ=5x4, Al=5x4x3x2, Al=5x4x3x2x1.

On ne peut pas construire de nombres de plus de 5 chiffres deux 3 deux distincts avec les ¢léments de
I’ensemble E.

Soit E un ensemble a n éléments et p un nombre entier naturel non nul tel que : p < n.

On appelle arrangement de p éléments de E tout p-uplet d’éléments de E deux a deux distincts.
Pour déterminer le nombre d'arrangements de P éléments d’'un ensemble E 2 n 6léments, on peut utili-
ser un arbre de choix & p niveaux :

il y a n choix possibles pour le 1% §lément ;
il y a n— 1 choix possibles pour le 22 6lément :
il y a n — 2 choix possibles pour le 3° ¢l6ment ;
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il y a n ~ (p — 1) choix possibles pour le p® élément.

On en déduit que le nombre d'arrangements de p 616 :n(n— - -p+1).
G xibrs pat ik AT g epélémentsdeEest:n(n—1)(n—-2)...(n-p+1)

E_LF nombre d'arrangements de P éléments d’un ensemble E & n éléments, noté A7, wat tal qus
Fﬂﬂﬂ l'l[]‘l'—-'.l][l’l -2) ... (n -p+ 1).

EEI’I"IEI'QUES

* Le nombre de.fﬂcteurs du produitnfn— 1)(n - 2) ... (n—p + 1) est égal a p. Par exemple, A{, est le pro-
duit de 4 entiers consécutifs dont le plus grand est 10 : A%, = 10X 9 % 8 x 7 = 5 040,
* Sip>n, il est impossible de trouver p éléments deux & deux distinets dans E.

Exemples

* Dix athlétes participent a une course. On appelle podium l'arrivée des trois premiers.
On se propose de déterminer le nombre de podiums possibles, en supposant qu'il n'y a pas d'ex @quo.

11y a autant de podiums que d'arrangements de 3 athlétes pris parmi 10, c'est-a-dire A3, ; on a :
A, =10x9x8 = 720.

* On veut calculer le nombre de fagons différentes de placer dix personnes sur 15 chaises numérotées
de1a 15, Sacha{lt que deux personnes ne peuvent occuper la méme chaise.
Chaque installation des 10 personnes correspond & un arrangement de 10 éléments de I'ensemble des 15

chaises. Il y a donc A}? fagons différentes de placer les dix personnes ; on a : Al? = 10 897 286 400.

emmmmm Notation factorielle

* Pour tout nombre entier naturel n non nul, le produit 1 x 2 x 3 x.., x {(n — 1) x n est appelé « factoriel-
le n » et est noté n!.

* Par convention : 0! = 1.

Exemples
1l=1;
Bl=1x2x3x4%5=120,

» Soit n et p deux nombres entiers naturels non nuls telsque: p <n.Ona: Aﬁ ={_“.!_}T‘
" _p ]

» Par convention : A} = 1.

Démonstration

1T cas : p < n.
Ona:nl=nxn-1)xn-2)%x..xn-p+1)x(n-p)x..x2x1

=A£x[n—p)x...xz><‘1
= AP x (n—p).
- AP e
On en déduit que : Af faapi
2%°cas :p = n.
AP=A"=n!  (produit de n entiers consécutifs dont le plus grand est n)
_n!__nl
“ol (n=-p)
La convention A9 = 1 permet d'étendre la formule précédente & p = 0.
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mmmmmm Nombre d'injections d’un ensemble fini vers un ensemble fin;

L'exemple introductif a la notion d’arrangement peut égalfmgl;t}étra traité en utilisant |eg appliﬂﬂlign
de I'ensemble (c ; d ; u) vers I'ensemble [1;2;3 ;45! (c . 53, e il iia 8
Les nombres étant composés de chiffres deux a deux distincts, les app § Correspondanfg, 8o
injectives, T
Donc, le nombre d'injections de I'ensemble (c ; d ; u) vers 'ensemble {15253 4; 5} est A3,
Plus généralement, on admet la propriété suivante.

Propriéte

'Le nombre d'injections d’un ensemble 4 p éléments vers un ensemble a n éléments est Ap,

Remarque

Il ne peut y avoir d'injections d’un ensemble fini E vers un ensemble fini F que si Card (E) < Gqpg (F),

—3.3.. Permutations

smmemmm  Définition et propriété

| Définition

. Soit E un ensemble i n éléments.

'On appelle permutation de E tout arrangement des n éléments de E.

On déduit du paragraphe précédent que le nombre de permutations de E est n!.
Propriété

Le nombre de permutations d’un ensemble a n éléments est n!.

= e e & T =3

Exemples

* On se propose de déterminer le nombre de fagons de disposer 5 drapeaux de 5 pays différents sur 5
maéts prévus a cet effet.

[l y a autant de fagons de placer les drapeaux que de permutations des 5 drapeaux donc 5!, ¢'est-a-dire
120 fagons.

* On appelle anagramme d'un mot tout mot formé avec les lettres qui le composent (par exemple, LACE,
ECAL sont des anagrammes de CALE).

Déterminons le nombre d'anagrammes du mot AFRIQUE,

Tout arrangement des 7 lettres distinctes formant le mot AFRIQUE est un anagramme de ce mot.
Il en existe donc 7!, c'est-a-dire 5 040,

mmmmmm Nombre de bijections d’un ensemble fini vers un ensemble fini

Soit B I'ensemble des 68 places assises d’un bus et
sonnes ne pouvant occuper le méme sidge,

* si n < 68, tout embarquement cormrespond & une injection de P vers B -

* si n = 68, tout embarquement correspond a une bijection de p vers B et d’aprés ce qui précede, il eXi¥
te 68! fagons différentes de placer les 68 Passagers dans le bus. :

Plus généralement, soit E et F deux ensembles finis, On ne peut définir une bijection de E vers F 4U° si
ces ensembles ont le méme nombre n d’6léments i le nombre de ces bijections est n!.

P un ensemble de n passagers de ce bus, deux per-

On en déduit la propriété suivante,
Propriété

'Le nombre de bijections d'un ensemble 4 n éléments Vers un ensemble & n éléments est n!.
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Une bijection d'un ensemble E vers lui-méme est aussi appelée permutation de E.

Exemples

-IHujt personnes participent a un repas : il existe 8! fagons différentes de placer ces convives autour
d'une table de 8 places numérotées de 1 2 8.

» Il existe 6! fagons différentes de nommer les sommets d'un hexagone par les lettres A, B, C, D, E et F.

WE xercices B AT o A A

3.a

3b

3.z

Déterminer le nombre de fagons de ranger 5
paires de chaussettes différentes dans 3 tiroirs,

chaque tiroir recevant entre 0 et 5 paires de
chaussettes,

Un concours de beauté, qui rassemble 12
concurrentes, attribue un premier prix, un
second prix et un troisidme prix.

a) Quel est le nombre de résultats possibles,
sachant qu'il n'y a pas d'ex @quo ?

b) Quel est le nombre de résultats possibles,
sachant qu'il y a deux premidres ex aequo ?

Six athlétes prennent le départ d'une course a
pied. Chacun d'eux prend au hasard un des six
couloirs de la piste.

3.d

e

a) Combien y a-t-il de positions de départ pos-
sibles ?
b) Combien y a-t-il de positions de départ pos-
sibles si I'un des athlétes ne prend pas le
départ 7

On considére un ensemble de 10 points dis-
tincts tels que 3 quelconques de ces points ne
sont pas alignés.

Combien peut-on définir de bipoints (A, B) o
A et B appartiennent & l'ensemble de ces 10
points 7

De combien de maniéres peut-on disposer
6 drapeaux sur 6 mats ?

pmmpm== Introduction

Soit A l'ensemble tel que : A={1;2;3;4].
On sait qu'il y a A? arrangements de deux éléments de A.
On se propose de construire ces arrangements  l'aide d'un arbre, en deux étapes :
¢ on détermine tous les sous-ensembles de deux éléments de A ;

¢ on détermine toutes les permutations de chacun de ces sous-ensembles.

RO - 5w W

Sous-ensembles
de deux éléments de A

Arrangements
de deux ¢léments de A

{1;2) {1;3)

{1;4)

S AWA

(1;2) (21) (1;3) (3;,1) (1;4) (41) (23) (3;2) (24) (4,2) (34) (43)

(2;3) (2,4} {3;4}

P

Chaque sous-ensemble de deux gléments de A est appelé combinaison de deux éléments de A. On
désigne par C? le nombre de ces combinaisons.

Chaque combinaison

4

deux éléments de A.
On obtient ainsi tous les arrangements de deux éléments de A.

A

On en déduit : A2 =C%x 2! ; donc, on a: c2 ==

de deux éléments permet de construire 2! permutations, donc 2! arrangements de
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mmmmmm Définition et propriétés
l naturel tels que : p < n.

Soit E un ensemble a n éléments et p un nombeé ERtiSE mble de E ayant p éléments
On appelle combinaison de p éléments de E tout sous-ensembie :

Remarque

Pour la méme raison que pour les arrangements,
ments ne peut exister que si p < n.

une combinaison de p éléments d'un ensemble 4 , e

Propriete 1
Le nombre de combinaisons de p éléments d'

P n!

‘ﬁ"f=%‘?=m-

un ensemble a n éléments, noté CF, est tel que ;

Démonstration )
Pour constituer un arrangement de p éléments d'un ensemble E A n éléments, on peut procéder en deyy

étapes :
* choisir un sous-ensemble de p éléments de E ;
» faire une permutation de ces p éléments.
1l y a CP fagons de choisir un ensemble & p éléments de E et p! fagons de les permuter .
Le nombre d'arrangements de p éléments de E est donc : AP =CF pl.
p n!

A
3 . bl B e p——
On en déduit que : Cf ol - plin-p)!

arque

Soit E un ensemble a n éléments :
* il y a une seule partie a 0 élément de E, cest I'ensemble vide ; donc : =1;

¢ il y a une seule partie a n éléments de E, c’est | ‘ensemble E lui-méme ; donc : Ch =1 ;
* il y a n singletons inclus dans E ; donc : G, = n.

Exemples
* On désire sélectionner 6 joueurs parmi les 15 membres d'un club pour constituer une équipe de vol-
ley-ball. Déterminons le nombre de sélections différentes que I'on peut former.
Chaque sélection est un sous-ensemble 2 6 éléments de I'ensemble des 15 membres du club, c'est-a-dire
une combinaison de 6 joueurs pris parmi 15. Le nombre de sélections possibles est donc :

2 15! 15 %14 x13x12%x11x 10
G = 3% = = 5 005.

6! 6! x 9! 1X2X3X4X5%6

* On procéde au tirage d'une tombola. Il y a 5 lots identiques a gagner et 150 billets ont été vendus
Déterminons le nombre de tirages différents des 5 billets gagnants.
Chaque tirage gagnant est un sous-ensemble & 5 éléments de 1'ensemble d i Le nombre de
tirages gagnants différents est donc ; e LR

AS, 150! 150 x 149 X 148 X 147 x 146

5 —4 = =
Ciso 5! 5! x 145! 1X2X3x4x%5

Soit n et p deux nombres entiers naturels fels que : p < 5. ;

*Ona:CiP=CL
*SideplusO<p<n,alorsona; Cri+Ch =Cp
b,

= 591 600 030.
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Démonstration

* Si une partiald'u_u ensemble E a4 n éléments contient p éléments, son complémentaire dans E en
contient n — p. Il y a autant de parties 4 p éléments que de complémentaires de ces parties dans E.

On en déduit que : CrP= Ce,

* Soit E un ensemble & n éléments, @ un élément de E et P l'ensemble des parties de E & p éléments.

On Bff’{ct“e une partition de P en deux sous-ensembles P, et P, tels que :
P, est l'ensemble des parties de E ne contenant pas a, c'est-a-dire dont les p éléments sont choisis parmi

n—1éléments de E ;
est 'ensemble des parties de E contenant a, c'est-a-dire dont p — 1 &léments sont choisis parmi n — 1

P

élzéments de E.

On a: Card(P) = Cf, Card(P,) = CP_, et Card(P,) = CrlL

On a également : Card(P,) + Card(P,) = Card(P). On en déduit que : Crl+Ce,=Ch

memmmmm Formule du binéme

Soit a et b deux nombres réels.

On sait que : (@ + b)? = a® + 2ab + b? et (a+ b)? = a® + 3a’b + Jab? + b,

On se propose de développer el réduire (a + b)" pour tout nombre entier naturel n.
Ona:(a+b)*=(a+ b)la+b)..(a+b).

o

n facteurs
Tout terme du développement de ce produit est obtenu en choisissant @ ou b dans chacun des facteurs

égaux a (a + b) et en faisant leur produit.

Soit p un nombre entier naturel tel que : p < n.
* Si on choisit b dans p facteurs, on choisit @ dans n — p facteurs et on obtient le terme a" FbP.

= [l y a CP fagons de choisir p facteurs parmi les n facteurs égaux a (a + b).
Donc, dans le développement de (a + b)", il y a G termes égaux a a™7b".
On en déduit que : [a + b)" = Cl%™ + Cla™ D! + C2a™?*b? + ... + CPa™PDP + ... + Clalb™ + CZL",

Cette formule est appelée formule du bindme de Newton.
Soit a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel non nul. On a :
(@ + b)" = Cla™ + Cla™1b! + C2a"-2b® + ... + CLa"PDP + ... Cila'b™" + Cpb™

n
On peut également utiliser la notation X : (a + b)" = péﬂ Pa™PhP,

Exemples
o (@ + b)® = Cla® + Cla?h + CZab? + C3b® = a® + 3a?h + 3ab® + I? ;

* (@ + b)? = Cla* + Cla®b + Cfazbz + Clab’ + Clb' = a® + 4a’b + 6a2b? + 4ab’ + b*.

Pl'1 2 3 45 86 78

pmmmmm Triangle de Pascal <
La propriété 2 ci-dessus et les galités Cl=Cn=1 . i
permettent de calculer de proche en prl?che les
valeurs de CZ. On utilise la diposition ci-contre,
appelée « triangle de Pascal ».

Cryi® Chy
o
cd)

1
21

1
4 4 1

1
1
1
1
1 5 1010 5 1]
1
1
1

6 15 2015 6 1

7 21 35 1
B 28 56 70 28 8 1
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Ce tableau permet égalefn&nt de retrouver les coef-
ficients de la formule du binome.

On a, par exemple :
(@+ b)® = [Tla® + [5]a*b + [10/a*b? + [10]a’h? + [Blab® + [1]b°.
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o

4.c Quaratnte athletes, dont quinze fille
sélectionnés pour une C““‘Pétiuus's M g
choisir, parmi ces athldtes, yne '5'1_]:;'10 i
footballeurs et 5 basketleuspg. Comb; Pe 1

4.0 1. De combien de manidres peut-on chuisir 3
paires de chaussettes dans un lot de 10 paires
différentes ?

2. Pour voyager, un homme choisit 3 paires de

chaussettes parmi les 10 paires qu'il possede et de choix possibles ? "y ayg

2 paires de chaussures parmi les 5 paires qu'il

posséde. De combien de maniéres peut-il faire. 4 d  On considére un ensemble de 19 4.

ce choix 7 deux distincts situés sur un mﬁmiéﬂclms deyy

1. Combien pm:lt—nn tracer de dmims'zl‘gle.

4b  On veut élire un comité de quatre membres 2 de ces 10 points ? Mgy,

parmi les 45 élzves d'une classe. 2. Combien peut-on ftracer de triangles

1. Quel est le nombre de résultats possibles 7 chague sommel est 'un de ces 19 Poinis ?tlnn[

2. Quel est le nombre de comités contenant 3. C_.umhl:-m peut-on tracer de quadri|aga...

exactement 2 filles, sachant qu'il y a 25 filles nrqlsés dont chague sommet gsy l'un de mnﬂn

dans celte classe 7 points ? $10

3. Quel est le nombre de comilés contenant au
moins 1 fille ?

e e e

es de dénombrement

—2.1.. Principes de dénombrement

Dans les problemes de dénombrement on a utilisé le comptage, les diagrammes, les arbres.

On a également utilisé trois outils fondamentaux : p-uplet, arrangement, combinaison. 11 est donc néces.
saire de connaitre les caractéristiques de ces notions et de préciser leurs domaines d'utilisation.
Comme on le verra dans ce qui suit, chacune de ces notions peut étre modélisée par une situation reg-
contrée fréquemment dans les problemes de dénombrement : les tirages de p boules dans une urne qui
en contient m.

muzmmm Tirages de boules dans une urne

Une urne contient 12 boules numérotées de 1 412. On tire 3 boules de cette urne.

Calculer le nombre de tirages distincts dans les trois cas suivants :

a) les boules sont tirées I'une aprés I'autre en remettant chaque fois la boule tirée dans 'urne ;
b) les boules sont tirées I'une aprés l'autre sans les remettre dans |'urne : I
¢ les trois boules sont tirées simultanément. '

Solution
Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans I'urne.

a) On tire 3 boules de cette urne, 'une aprds I'autre : s n—
i STl TR st amades !iml;% Sumﬁssﬁ: ;i?ceiﬂ;it;h:%la fois la boule tirée dans I'umn
Les boules sont ordonnées puisqu'on les tire I'une aprs | :
tinctes puisqu'on remet la boule tirée dans J"arn
On doit donc dénombrer des triplets.

Le nombre de tirages distincts est égal au nombre de triplets de U, ¢’est-a-dire 12°
On a donc : 123, c'est-a-dire 1 728 tirages distincts, I ‘
b) On tire 3 boules de I'urne, I'une aprés l'autre s o est
: ans le . s ipulation
appelée « tirages successifs sans remise », ¢ remettre dans l'urne : une telle manipul2

Les boules sont ordonnées puisqu'on les tire | : el
umne ' . = L 3 [ rem
pas la boule tirée dans l'urne aprés chaque tirage. apres l'autre ; elles sont distinctes puisqu'on n¢

On doit donc dénombrer des arrangements,

prés l'autre ; elles ne sont pas nécessairement di
e aprés chaque tirage.
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Ona:A},=12x11x10 =1 320 tirages distincts.

¢) On tire simultanément 3 boules
Les boules ne sont pas ordonnées
On doit donc dénombrer des com

Le nombre de tirages distincts est égal au nombre de combinaisons de 3 éléments de U, c'est-a-dire C3,.

12 x11x 10

Ona:Ci,=

Ix2x1

On peut récapiluler ces différents

= 220,

désigne un ensemble & n éléments.

gal au nombre d’arrangements de 3 éléments de U, c’est-a-dire Al

de 'urne : une telle manipulation est appelée «tirage simultané ».
et elles sont distinctes puisqu'on les tire simultanément.
binaisons.

tirages de boules et leur dénombrement par le tableau suivant, ot E

Modélisation Les p éléments Les p éléments Outil Nombre
sont ordonnés sont distincts de tirages
Tirages successifs ,
avec remise a1 non p-uplet de E n?
Tirages successifs . Arrangement de
sans remise S oui p é]érﬁenls de E AR
Tirages simultanés non Gt Combinaison de cp
p éléments de E "

mmeE== Principes de la somme et du produit

1. Une urne-contient 12 boules numérotées de 1 a 12 dont 3 sont rouges, 4 vertes et 5 blanches. On
tire, successivement et avec remise, 3 boules de cette urne.

Calculer le nombre de tirages distincts dans les deux cas suivants :

a) les trois boules tirées sont de la méme couleur ;

b) la premiére et la troisiéme boules tirées sont vertes.

Solution

Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans I'urne ; on désigne par R, V et B les parties de U conte-
nant respectivement les boules rouges, vertes et blanches.
On sait que le nombre total de tirages distincts est 12°.

a) Les trois boules tirées peuvent étre, soit rouges, soit vertes, soit blanches.
Les ensembles de tirages correspondant a ces trois cas forment une partition de I'ensemble des tirages

cherchés.
L'ensemble des tirages de trois boules rouges est I'ensemble des triplets de R ; de méme les ensembles des

tirages de trois boules vertes et blanches sont respectivement les ensembles des triplets de V et de B.
Le nombre de tirages distincts de trois boules de m&me couleur est donc : 33 + 42 + 53, ¢'est-a-dire 216.

b) La premiére et la troisiéme boules constituent un couple de V, c’est-a-dire un élément de V2 : la

deuxieme boule est un élément de U.
L'ensemble des tirages cherchés est donc le produit cartésien VZx U.

On a : Card (V?) = 4* et Card (U) = 12.
Le nombre de tirages distincts dans lesquels la premiére el la troisigme boules sont vertes est donc :

42 % 12, c'est-a-dire 192,

Pour dénombrer un ensemble E, on peut utiliser I'un des deux principes suivants.
¢ Principe de la somme

On définit une partition de E par des ensembles E,, E,, ..., E.

On a alors : Card(E) = Card(E,) + Card(E,) + ... + Ca:d[EP].

* Principe du produit

On décompose l'ensemble E en un produit cartésien d’ensembles E,, E,, ..., E,
On a alors : Card(E) = Card(E,) x Card(E,) x ... x Card(Ep],
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es et 5 blanches. On tire simultanément 3

. l-ll&s
dans les deux cas suivants : de

2. Une urne contient 3 boules rouges, 4 vert
urne, Calculer le nombre de tirages distincts
a) une des boules au moins est blanche ;

b) il y a au plus deux couleurs distinctes dans le tirage.

t‘!ttg

Solution _ _

Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans I'urne ; on désigne par R, V et B les partieg de y Contg
nant respectivement les boules rouges, vertes et blanc;hes. :
On sait que le nombre total de tirages distincts est G, . '

a) Soit E I'ensemble des tirages distincts et A 'ensemble des mages cor&eninf U moins ype boul,
blanche. Nous allons décrire deux méthodes de dénumbrementddel I'ensem e; : ; ;

. ! on peut utiliser les principes de la somme et du produit,
Dza;;s?;fauﬁ::;fciiiz:ﬂ:l;::LIAl,PAQ et A, les ensembles de tirages contenant exactemeny 1 boul
blanche, 2 boules blanches et 3 boules blancl-ll?s.

Les ensembles A, A, et A, forment une partition de A. 3 - 1

Ona: Gard(A,) = C} x G ; Card(A,) = C} x G} ; Card(A;) =C§  (principe du produit)

On en déduit : Card(A) = Card(A,) + Card(A,) + Card(A;) (principe de la somme).

Dong, le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est : Cf x CZ + C2 x C1 + Cl cosey.
dire 185.

On dit qu’on a procédé par « disjonction des cas ».

* On peut également dénombrer I'ensemble des tirages ne contenant pas de boule blanche, c'est-A-dige
I'ensemble complémentaire de A dans E, ou E \ A,

Les tirages de cet ensemble sont des combinaisons de 3 éléments de U \ B (boules rouges ou vertes),
Ona:Card (U\B)=7;donc:Card (E\ A) = c3. )

Le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est done : Ci,— C3, c’est-a-dire 185,

b) On utilisera seulement la deuxidme méthode. Soit B I'ensemble des tirages contenant au plus deyy
couleurs,

L'ensemble complémentaire de B dans E, ou E \ B, est 'ensemble des tirages tricolores.

Ona:Card (E\B)=ClxClxC} (principe du produit).

Le nombre de tirages contenant au plus deux couleurs est donc : €}, - Cl xCl x Cl, c'est-a-dire 160,

e T ———— e

' Pour dénombrer un ensemble A défini a I'aide des locutions « au moins » ou « au plus », on
| peut:
. ® procéder par disjonction des cas et utiliser lo principe de la somme ;

| » dénombrer le complémentaire de A dans un ensemble E connu et utiliser 'égalité :
| | Card (A) = Card (E) — Card (E \ A).

| = e

—2.2. Travaux dirigés

BEEEEES  Un jeu de 32 cartes est constitué de 4 « coule
Tréfle (#) contenant chacune I'As, le Roi, 1a Dame, le Val
On tire simultanément 5 cartes de ce jeu.

Calculer le nombre de tirages distincts dans les cas suivants :
a) les 5 cartes sont quelconques ;

b} il y a exactement 2 As parmi les 5 cartes :

c) il y a au moins 1 As parmi les 5 cartes ;

d) les 5 cartes sont de la méme « couleur ».

urs » Pique (4), Ceeur (¥), Carreau (#),
et,le 10,le 9, le 8 et le 7.

Solution

Les cartes sonl tirées simultanément, o]les

sont donc non org i
On a des tirages simultanés et on doit dg onnées et distinctes.

nec utiliser deg combinaisons,

220 Dénombrement



www.biblio-sciences.org

a) Le nombre de combinaisons de 5 éléments d'un ensemble 2 32 éléments est ..

Le nombre de tirages distincts de 5 cartes quelconques est donc : C3,, c’est-a-dire 201 376.
b) Chaque lirage peul étre représenté
de deux As, parmi les 4, et le second
tantes.

Le nombre de tirages de 5 cartes conte
Ona:CixCly=06x3 276 = 19 656.

par un couple dont le premier élément est I'ensemble des tirages
est l'ensemble des tirages des trois autres cartes, parmi les 28 res-

nant exactement 2 As est donc : G x C3, (principe du produit ).

c) SuitlE I'ensemble de_s ltirages de 5 cartes quelconques et A |'ensemble de tirages de 5 cartes contenant
au moins un As. On utilise le complémentaire de A dans E.

E \ A est 'ensemble des tirages ne contenant pas d'As, dong : Card (E \ A) = C3,.
On en déduit que : Card(A) = Card(E) — Card(E \ A) =C3, - C3,.
Le nombre de tirages de 5 cartes contenant au moins un As est donc : C3, -Gl

On a : C3, — C3; = 201 376 — 98 280 = 103 096.

d) Les 5 cartes peuvent étre soit 5 Piques, soit 5 Ceeurs, soit 5 Carreaux, soit 5 Tréfles.
{_.e nombre de tirages de 5 cartes parmi les 8 Piques est C3. Il en est de méme pour les trois autres cou-
eurs.

Le nombre de tirages de 5 cartes de la méme couleur est donc : C§ + C} + Cj + CJ (principe de la somme).
Ona:Cj+Cj+C}+C§ =56+56+56 + 56 = 224,

V//AE XTI CICS BErs o mms o o s o s m

5.a  On tire simultanément 5 cartes dans un jeu de 5.c  Un sac contient 26 jetons représentant les 26

32 cartes. Déterminer le nombre de tirages lettres de l'alphabet, dont 20 consonnes et 6
contenant : voyelles.

a) exactement 1 paire, c'est-a-dire 2 cartes de 1.0On tire simultanément 5 jetons du sac.
méme hauteur (par exemple 2 As) ; Déterminer le nombre de tirages distincts :

b) deux « paires » (par exemple 2 Rois et 2 1) contenant exactement 2 voyelles ;

Dames) : b) contenant au moins 1 voyelle.

c) un « brelan », c'est-a-dire 3 cartes de méme 2. On tire successivement 5 jetons, avec remi-
hauteur [par exemple 3 Dix) ; se. Déterminer le nombre de tirages distincts :
d) un « carré », c'est-a-dire 4 cartes de méme a) contenant exactement 2 voyelles ;

hauteur (par exemple, 4 As) ; b) contenant au moins 1 voyelle ;

e} un « full », ¢’est-3-dire un brelan et un carré ¢) contenant au moins 2 lettres identiques.

(par exemple, 3 Huit et 4 Dames).
5.d Au cours d'un championnat, une équipe de

5_[:: On lance 10 fois de suite une piece de monnaie football joue 10 matches. Pour chacun de ces
el on note les résultats de chaque lancer : « pile » maltches, I'équipe marque respectivement 3, 1
ou « face ». ou 0 point suivant le score du match.

a) Combien y a-t-il de résultats possibles 7 ~On appelle « résultat » a lissue des 10
b) Soit n un nombre entier naturel tel que matches, tout 10-uplet d'éléments de I'en-
n € [0 ; 10] ; déterminer, en fonction de n, le semble (3 ; 1 ; 0).

nombre de résultats contenant exactement n 1. Déterminer le nombre de résultats possibles.
fois «pile ». 2. Déterminer le nombre de résultats corres-
¢) Combien y a-t-il de résultats conlenant au pondant :

moins 3 fois « pile » ? a) a un total de 15 points ;

b) & un total inférieur ou égal & 25 points ;
¢] & un total strictement supérieur & 3 points.
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APPRENTISSAGE

Partition d'un ensemble,
produit cartésien

1 Aet B sont deux ensembles finis tels que :
Card (A) = 7, Card (B) = 9 et Card (A U B) = 10.
Calculer Card (A N B).

2 On désigne par R, C et L les ensembles respec-
tifs des rectangles, des carrés et des losanges du plan.
Démontrer que R, C et L ne forment pas une partition de
I'ensemble P des parallélogrammes du plan.

3 SoitE=(a;b:ql
1. Combien existe-t-il de partitions de E ?
2. Méme question avec: F = {a; b:c: d).

4 50it E I'ensemble des nombres entiers naturels
compris entre 1 et 100.
On désigne par Ey E,, ... E, les sous-ensembles des é1é-
ments de E dont le chiffre des unités est respectivement
01,..09

Démontrer que les ensembles Eg Ey, ..., Eq forment une
partition de E.

5 Soit E l'ensemble des nombres entjers naturels
compris entre 2 et 100.
On désigne par E,, E; E,, E, les sous-ensembles des
éléments de E multiples Tespectivement de 2, 3, 5, 7 et
par P I'ensemble des nombres premiers de E.
1. Démontrerque: P=E \ (E,UE;UE, U E.).
2. Les ensembles P, E,, E,, E,, E, forment-ils une parti-
tionde E ?

6 A, B et C sont trois ensembles finis tels que :
Card (A) # 1, Card (AxB) = 18 et Card [AxC) = 15.
Déterminer Card (A), Card (B) et Card (C).

7 Pour chaque éléve d'un lycée, l'infirmiere rem-
plit une fiche dans laquelle, elle note le sexe, l'age et le
groupe sanguin de ]'éléve,
Déterminer le nombre maximum de fiches distinctes
sachant que tous les éléves ont un fige compris entre 11
et 18 ans et qu'il existe 8 groupes sanguins.

8 Dans un pays, le service d'immatriculation
attribue & chaque véhicule automobile un numeéro
minéralogique composé d'un nombre compris entre 1

et 9 999 suivi d'un groupe d’une ou deux lettres, diffé-
rentes de O et 1,

Combien de vshicules peut-on immatriculer dans ce
pays ?

9 Une marque d'automcbiles propose 4 modéles
A, B, C, D de véhicules Lels que
* les modéles A et B se font en deux carros

series, berli-
ne el coupé ;

222 Dénombrement

“Exercices”

» les modeles C et D se font en berlipe,
et utilitaire ;

* chaque voiture est vendue en 5 colorjg,
1. Combien de choix s'offrent & un clj
ter une voiture de cetle marque ?

2. Calculer le nombre de choix sachant
a) le client désire une berline :

b) une seule couleur plait au client :

¢) le client désire un coupé ou un cabriolet.

Coupg

' Cahriq |'E'|.

Ent désirant ch
B

que ;

p-uplets, arrangements,
permutations

10 Déterminer le nombre d'¢
ensemble E dans les cas sujvants :
a] le nombre de couples de E est 56 ;
b) le nombre de triplets de E est 120.

lémentg d'un

11 Le chef d'un village dispose de trois mas ues
différents. Dix villageois seulement Peuvent porler |'yy
ou l'autre de ces masques.

Calculer le nombre de répartitions possibles.

12 Une compagnie aérienne dessert un réseau de
villes. Chacune des villes du réseau est reliée 4 chacy-
ne des autres villes par deux vols : un aller et un retour,
Sachant que le nombre de vols de cetie compagnie est

7 482, quel est le nombre de villes desservies par cetle
compagnie ?

13 1. Dans un championnat de football, chacune
des 16 équipes doit rencontrer dans un match aller et
dans un match retour toutes les autres équipes.
Calculer le nombre total de matchs de ce championnat.
2. Pour réduire le nombre de matchs, les 16 équipes
sont réparties en 4 poules de 4 équipes ; le vainqueur
de chaque poule participe & une poule finale.
Sachant qu'a I'intérieur de chaque poule, chaque équi-
pe rencontre les 3 autres dans un match aller et dans un
match retour, calculer alors le nombre total de matchs.

! 18 Calculer e nombre de fagons de distribuer
trois cahiers différents 3 trois enfants dans les cas sul-
vantis :

a) chaque enfant recoit un cahijer ;

chaque enfant peut recevoir 0, 1, 2 ou 3 cahiers,

15 1. De combien de fagons peut-on placer SiX
convives autour d'une table dont les sigges sont nume
rotésde 136 7 :

2. De combien de fagons peut-on placer les C“““'vﬁ;
sachant qu'il y a trois hommes et trois femmes et 4"
l'on alterne hommes et femmes ?

ses de
16 On dispose de sept plaquettes numérotées

bre
137, On range ces plaquettes pour former un nom
de 7 chiffres._
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1. Calculer le nombre total de cas possibles.

2, Calculer le nombre total de cas possibles sachant que :
a) le nombre obtenu est impair ;

b} le nombre obtlenu est divisible par 4,

Combinaisons

17 Quinze personnes se rencontrent. Chacune
d'elles serre lIa main & chacune des autres.
Quel est le nombre total de poignées de mains échangées ?

18 On considre six points deux a deux distinots
situés sur un méme cercle,
Combien peut-on construire de polygones non croisés
dont chacun des sommets est I'un de ces six points ?

19 Dix questions, numérotées de 12 10, sont pro-
posées a un candidat.
1. Calculer le nombre de fagons de choisir 3 questions
parmi les 10,
2. Calculer le nombre de fagons de choisir 3 questions,
dont la question 1, parmi les 10,

20 Un jury est composé de six membres pris dans
une liste comportant dix hommes et sept femmes.
Combien peut-on former de jurys comprenant :

a) seulement des hommes 7
b} quatre hommes et deux femmes ?
c) au plus deux femmes 7

21 On choisit 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.
1. Calculer le nombre de choix possibles.
2, Calculer le nombre de choix possibles sachant que :
a) le tirape contient 3 Coeurs et 2 Piques ;
b) le tirage contient les gquatre couleurs ;
c) le tirage contient au moins 1 Coeur.

22 On considére un jeu de 32 cartes.
On tire simultanément B cartes de ce jen.
Combien y a-t-il de tirages contenanl :
a) exactement 3 As ?

b)au moins 3 As 7
c] exacternent 3 As et deux Coeurs 7

23 Un magazine propose, pour un sondage, une
liste de guinze chanteurs, numérotés de 1 a 15.
On demande au lecteur d'entourer les noms de ses trois

chanteurs préférés. _
1. Combien y a-t-il de choix possibles ?
2. Combien y a-t-il de choix contenant le chanteur

numéro 1 7
3. Combien y a-t-il de choix ne contenant que des chan-

teurs de numéros pairs 7

APPROFONDISSEMENT

24 Démontrer que pour fous nombres entiers

naturels net ptelsque 0<p<n,ona:
GoL+CGq=C

25 Un professeur corrige un devoir des 50 éléves
de sa classe. Les notes sont entidres et comprises entre
0 et 20.

Calculer le nombre de nolations possibles dans les cas
suivanis :

a) tous les éléves ont la moyenne ;

b) 20 éleves ont la moyenne ;

¢] 8 éleves ont obtenu une note comprise entre 0 et 5.

26 Déterminer le nombre de mots formés de 5
lettres choisies parmi les 26 lettres de l'alphabet (6
voyelles et 20 consonnes) dans les cas suivants :
aj les 5 lettres sont quelcongues ;
b)les 5 lettres sont deux & deux distinctes ;

c) les 5 lettres sonl deux 2 deux distinctes el le mot
contient 2 voyelles ;
d) le mol contient au moins une voyelle,

27 Un parking contient 20 places de voitures
numératées de 1 a 10 (rangée A) et de 11 a 20 (rangée B).
1. De combien de maniéres peut-on garer 20 voitures
dans ce parking 7
2. Calculer le nombre de fagons de garer 10 voitures
dans chacun des cas suivants :
al les 10 voilures occupenlt la méme rangée ;

b} 6 voitures exactement occupent la rangée A ;
¢} il y a au moins 1 voiture dans la rangée A.

28 Pour répondre 3 un sondage, on doil classer 5
chanteurs pris dans une liste de 20. Parmi les 20 chan-
teurs; il y a 12 hommes, 8 femmes et 6 éirangers dont
2 femmes.

1. Caleuler le nombre de classements possibles.

2. Calculer le nembre de classements sachant que :

a) 2 femmes occupent les deux premitres places, sui-
vies de 3 hommes |

b} on a choisi exactement 2 fermmes ;

¢)il y a au moins au moins deux femmes choisies.

3. Calculer le nombre de classements contenant au
moins un étranger.

4, Calculer le nombre de classements contenant exacte-
ment un étranger et deux femmes.

29 Une urne contient 10 boules numérotées de 0
4 9. On Lire quatre boules de cette urne.
1. Combien peut-on oblenir de nombres distincts de
quatre chiffres (dont le premier est non nul) dans cha-
cun des cas suivants :
a] les 4 boules sont lirées successivement et sans rerni-
se 7
b) les 4 boules sont lirées successivement avec remise.
2. On tire simultanément quatre boules.
a) Combien de tirages différents peut-on réaliser 7
b) Avec chacun des tirages, combien de nombres de
quaire chiffres peut-on former ?
Retrouver le résultat de la question 1.a).

30 Un pere de famille achdte dix cadeaux dis-
tincts qu'il distribue 4 ses trois enfants,
1. Calculer le nombre total de répartitions possibles de
ces cadeaux entre les trois enfants.
2. Calculer le nombra de répartitions possibles sachant
qu'aucun enfant ne regoit plus de quatre cadeaux.
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31 On lance 3 dés de couleurs différentes dont
les faces sont numérotées de 1 4 6 et on gintéresse au
nombre qui apparait sur la face supérieure de chacun
d'eux.

1. Déterminer le nombre de résultats possibles ?

2. Déterminer le nombre de résultats comportant :

a) un seul six;

b} au moins un six :

c) au moins un as et au moins un six.

3. Déterminer le nombre de résultats tels que la somme
des nombres est égale 2 13.

32 1. Soit E=la;b;c)etF = (a ;). Déterminer
toules les applications surjectives de E vers F.
2. E et F sont des ensembles finis ayant respectivement
n el n—1éléments (n = 2),
al Soit f une surjection do E vers F. Démontrer qu'il
existe un élément a' de F ayant deux antécédents dis-
tincts a et b par f et que tous les autres éléments de F
ont un seul antécédent dans E, différent deaeth.
b) Déterminer, en fonction de n, le nombre de surjec-
tions de E vers F.

33 on place 5 pions blancs et 5 pions noirs sur 10

cases deux 4 deux distinctes d'un échiquier de 64 cases,

- Combien y a-t-il de configurations possibles 7
2. Calculer le nombre de configurations sachant que :
a) les pions noirs sont tous sur une méme ligne ;
b) les pions d'une méme couleur sont tous sur une
méme ligne ;
c) les pions noirs sent sur une méme ligne et les pions
blancs sur une méme colonne,

34 On lance n fois de suite une pigce de monnaije
dont les cotés sont notés P (pile) et F (face). On appelle
résultat de cette épreuve tout n-uplet d’éléments de
I'ensemble [P ; F) et on désigne par Ay et i les nombres
de fois of apparaissent respectivement les cotés P et I
au cours des n lancers,

1. On suppose n = 10,

a) Déterminer le nombre de résultats distinets & l'issue
de ces 10 lancers.

b) Déterminer le nombre de résullats tels que ;
*np=np * np > ng.

2. On suppose n quelcongue,

Déterminer, en fonction de n :

a) le nombre de résultats distincts :

b} le nombre de résultats tels que : ny = ng,

(On distinguera deux cas - n pair et n impair.)

35 D'aprés Les jeux de cauris (S. Doumbia et
J-C. Pil, Editions MESCA).
Le cauris est un coquillage marin présentant deux
cotés : I'un bombé que l'on symbolisera par + el 'autre
fendu que I'on symbolisera par -,
Le Tcha-Tcha Djirokeme est un jeu pratiqué au Bénin.
Chacun a son tour, les joueurs lancent simultanément 4
cauris trois fois de suite. Le gagnant est le premier qui
obtient chaque [ois, lors des trois lancers successifs,
I'une des configurations suivantes :

++++ 0OU ++4-—= qgn
1. On lance uns fois les 4 cauris,

a) Quel est le nombre de configurations possibles 7
b) Quel est le nombre de configurations Bagnanles 7

9224 pénombrement

2. Quel est le nombre de résultats POSsibleg |
lance trois fois de suite les 4 caurjg 7 Org o
3. Quel est le nombre de résultats apportany |,
dans le Tcha-Tcha Djirokeme 7 Victy;

36 Jeu de Déhé (Cote d'Ivoire, région g,
Chaque joueur posséde un tas de pojs d'une meMaﬂl
leur et en met un certain nombre (enre 4 ot llne Gy,
un verre, Il y a une couleur par joueyr. On g v} fng
verre sur une calebasse compartant g petit suem le
son centre ou peut se loger un pois et yy seilt Cle gy
leur de la graine qui s'est déposée sur |, socle gy Coy.
ne le joueur gagnant le coup, erm;.
1. Trois personmnes jouent une partie on 5 coups,
Déterminer, en fonction de n, le nomh
possibles & I'issue de celte partie.

2. Aprés chaque coup, le joueur gagnany ramagsg |
graines des autres. A la fin de la partie, on compte I:z
graines gagnées ou perdues par chacun (gg iouenr
Trois personnes jouent une partie en [rpis coupy en.
misant chaque fois 3 graines chacune. -
a) Calculer le nombre de résultatg possibles,

b) Calculer le nombre de résultats dans chacyy des pag
suivants :

* la partie est nulle pour tous les joueurs :

* la partie est nulle pour un joueur donné :

* la partie est gagnante pour deux joueurs ;

* la partie est gagnante pour un joueur donng,

re de résultats

37 On considére un échiquier de 64 cases (8 x ).

@-—h—-

A

Le pion bleu ne peut se déplacer que vers la case siluée
directement 2 drojte ou directement au-dessus de I
case o il se trouye,

Combien y a-t-il de trajets pour aller de la case A 312
case B 7

38 On considere un polygone convexe & n cOlés
(7 = 4), Déterminer en fonction de n :
a) le nombre de diagonales de ce polygone ;
b le nombre maximum de points d'intersection de c&
diagonales, & l'exclusion des sommets du polygone:

391 Soit n un nombre entier naturel.
Démontrer, 3 l'aide de la formule du bin6me, que
2= +Cg+[;f+...+0§+...+c,';4+c:' on
2. Pour tout nombye entier naturel n tel que n = 3
considére n points d'up cercle,

Délerminer, en fonction da n, 1e nombre de poly

p ; 35 1
NN croisés dont chacun des sommets est I'un de ¢
points,
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I.imites et
continuité

Introduction

I-a notion de limite est trop délicate pour étre formalisée rigou-
reusement en classe de premiére. Elle sera donc introduite ici de
maniére intuitive el certaines propriétés admises permetftront de

calculer des limites et de résoudre des problémes ou intervient
cefte notion.

De l'infiniment grand (la nébuleuse d'Andromede)
a linfiniment petit (plaquettes sanguines vues au microscope ¢lectronique).

. o
L S S PR AU S S P L R S e e
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mériques @ variable réelle g le p)

e onctions nu an
Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fi By

muni du repére (O, 1, J).

__1.1. Limite d’'une fonction en I'infini

pmmmmm Limite infinie
La courbe (6 ci-contre est la représentation g
de la fonction f définie par : flx) = 75+

Intéressons-nous au comportement de flx) lorsque <t J
prend des valeurs « de plus en plus grandes ». ol R
« A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant.

x 10 102 | 10% | 10¢ 10%
flx)

* Démontrer que : ¥V x & [0 ; +of, flx) >x— 1.
Dans chacun des cas suivants, déterminer un nombre
réel A tel que:
alx>A = flx)>10°%;
blx>A = flx)> 10"
» Plus généralement, M étant un nombre réel positif, déterminer un nombre r éel Atel que: x>A = fl)>M
On peut donc rendre flx) « aussi grand que l'on veut » en choisissant x « suffisamment grand ».
On dit que /{x) tend vers + e (ou que la limite de flx) est + =] lorsque x tend vers + .
On écrit : lim flx) = + s,
X = o

De méme, si x tend vers — o, alors f{x) tend vers — . On écrit : lim f{x) = — e,
X ==

raphique (€7

pemm=m Limite finie

La courbe (6 5*] ci-contre est la représentation graphique
de la fonction g définie par : glx) = 25£1,
Intéressons-nous au comportement de g{x) lorsque x

prend des valeurs « de plus en plus grandes ».
« A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant.

x 10 102 109 | 104 109
glx)
1

« Démontrer que : V x e R*, glx) - %: o
e Dans chacun des cas suivants, déterminer un nombre
réel A tel que : 3

a)x>A = | glx) - Ef'im"";

(Gg)

.._——-'jn- o|w

blx>A = |glx)- %I < 10710,

" F: 3 , .
On Ec}met que l_mt] Pt:lut rendl:;e _f:{;r] « ausim f.m{?he de 7 quel o;; veut » en choisissant x « suffisamment grand*
G CHRRAN ‘?:Brs 7 ‘ouque la limite de g(x) est ‘2‘) lorsque x tend vers + =,
On écrit : lim glx) = 5

Xt
! 3 o
De méme, si x tend vers alors glx) tend vers 5 On éerit ; lim glx)= 2

.
e ] 2

226 Limites et continuité
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gemmmm Limites en |'infini de fonctions élémentaires
Nous admettons les résultats suivants.

—

k| | “
0]|‘ : 74 34

11mk=k e limk:k limx=+oe limx=—oe lim E=+m

1
r— 4o X === X =) 450 R g

&<
A .

lima =+ ; limx?=+ limad=+e ; limd=—w lim L1=0 ;lim +=0
X3 #oa X—p == X~ 450 X == x4+ ro-=t

sin e N* et n pair sin € N et n impair sine N*
limxi=+ew ; limet=+e |lmit=+m ; limx"=-e |lim L=0 ;lim =0
X =4 + oo X—=h =102 X —b+ oo X =} = o0 _r-;-i-un'xn Ty =

Remarques

» Lorsqu'une fonction admet une limite en + = {ou en — =), cette limite est unique,

» Certaines fonctions n'admettent pas de limite en I'infini ; ainsi la J
fonction mantisse, définie par m(x) = x - E(x), n'admet de limite
ni en + = ni en — =. (Gm)
ol |

» Une fonction f n’admet pas de limite en + = (respectivement — =) si son ensemble de définition est
majoré (respectivement minoré). Ainsi I'ensemble de définition de la fonction x — Jx est R, ; celle

fonction n'admet donc pas de limile en — .

__1.9. Limite d’'une fonction en x,

mmmmmm Limite infinie
La courbe () ci-contre est la représentation graphique
de la fonction fdéfinie par : flx) = «f[x_f-l-)z'

L'ensemble de définition de fest B\{1).
Intéressons-nous au comportement de f{x] lorsque x prend

des valeurs « de plus en plus proches de 1 ». _ @)
» A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant. /

% [ 09 [099]0999] 1 [1,001]1,01] 1,1 14
flx) h

Ce tableau et la courbe [‘6]-} nous conduisent & conjecturer o |
que f{x) tend vers + = lorsque x tend vers 1.
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1
* Démontrer que : V x € R\[1}, x >';— = flx) > 8lx— 1)

* En déduire que : 4
a)Vxe BR\1}, |x=1] <107 = flx)> = 10°;

1 1p10
b}V xe R\[1}, lxt-1] <10°5 =:f[x]>310 : _
; isi suffisamme
On admet que l'on peut rendre f{x) « aussi grand que I'on veut » en choisissant x « nt proche
de 1 »,
On dit que f{x) tend vers + == lorsque x tend vers 1.

On écrit : lim flx) = + oo,
x—=1

mamm== Limite finie

* On considére la fonction g définie par: glx) = g%t /’T r\
L'ensemble de définition de g est R*. (€5

A l'aide de la calculatrice, compléter Je tableau suivant.
x -1 |-01-0001] 0 |0,001] 0,1 1
glx) 5
Ce tableau et la courbe {‘{%y] nous conduisent & conjecturer

que: lim g(x) = 1.

x= 10

-

Ce résultat sera établi au §2.4. de ce chapitre. (€n)

* On considére la fonction h définie par : h(x) = x* - 1.

L'ensemble de définition de h est R.

On conjecture de fagon analogue que : lim hfx) = 3.
x—=2

De plus, on remarque que : h (2) = 3.

Plus généralement, nous admettons la propriété suivante.

Soit fune fonction définie en x;.
Si fadmet une limite en x;, alors : lim flx) = flx,).
X =3 Iu

REI‘I‘IE[QUES

e Lorsqu'une fonction admet une limile en x,, cette limite
est unique.
* Une fonction définie en x,, n'admet pas nécessairement
une limite en x,,
Ainsi la fonction h, définie par
_sinx . 7
{ ") 1% HFENR n’admetl pas de limite en 0.

* Une fonction fn'a pas de limite en x,, s'il existe un inter-
valle ouvert K de centre x,, tel que : Dy K = @,

298 Limites et continuité
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gmmm=m Limite & gauche, limite & droite

i i BStlla représentation graphique de la
fonction [ définie par : fix) = e
L'ensemble de définition de fest |- = ; —1[ U bt gl,

~ Soit f; 1a restriction de f4 ]~ s ; —1[. Ona : lim -
x—=-=1

On dit que flx) tend vers — e larsque x tend vers — 1 par valeurs
inférieures ou que fa pour limite e & gauche en - 1.
On écrit : lim  flx) = — e,

r— =1
<

- Soit f, la restriction de f4 -1 ; + [. On a: lim Jo(x) = + oo,

X = =1
On dit que flx) tend vers + « lorsque x tend vers — 1 par valeurs
supérieures ou que fa pour limite + e & droite en - 1.

On écrit : lim _)'{x] = + oo,
x—-1

>

e |

~ Les limites & gauche et & droite de fen — 1 étant distinctes, la fonction fn'a pas de limite en — 1,

» La courbe (6 ) ci-contre est la représentation graphique de la
fonction g définie par : glx) = fa_:
L'ensemble de définition de g est [0 ; + =[, On a : lim g(x) = 0.
x=0
-

La fonction n'étant pas définie pour les nombres réels strictement
négatifs, elle n'a pas de limite a gauche en 0,
De plus, lim g(x) = g(0) ; on dit que : lim g(x) = 0.

x=0 xr=+0
>

* La courbe (¢g) ci-contre est la représentation graphique de la
fonction partie entiére. :

L'ensemble de définition de cette fonction est R.

Ona: limE(x) =0 et limE(x)=1.

x—1 xr—=1
< -

La fonction partie entidre n'a donc pas de limite en 1.

» Reprenons la fonction h de la remarque précédente définie par : {

on a: lim h(x) = lim hlx) = 1.
xr—=0 x— 0
< >

(‘€g)

=
h(0) = 5

N U

!

sin x

,8ixe R*
X 5

Cependant, on a vu que cette fonction n'admet pas de limite en 0, puisque h(0) # 1.
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Emmmmmn Limites de fonctions élémentaires

Nous admettons les résultats suivants.

-—
k———_
J1 J
Ol | O |
limk=Fk lim 1[;:0
X x, x=0
|
I\
J..
A
J- Of |
o I
ol |
sine N* sine N* et n pair sin e N et n impair
: g lim L = 4o ; lim 1 =4 lim L = ; lim 4 =
llE?al'"._[] xa0 X x>0 rag X" ' ¥ X G
= = < >

WE X €T CICS BEZrs ot o s s

1.0  Dans chacun des cas suivants conjecturer, 4 l'aide
g, de la calculatrice, le comportement de Ax)
lorsque x prend des valeurs « de plus en plus
grandes »,
a) £z x> 5x% - 1000 ;
bl fixrs -2 +10x% +1000;
¢)f: x> 0,0002 27 — 10 x% — 106,

1.b  Dans chacun des cas suivants, (€) ost la repré-
sentation graphique d'une fonction /. Conjecturer
les limites de fen + ¢, en—=, en D et en 2,

a) /ﬁw mE //1\ ];
5N <

I

Dans chacun des cas suivants conjecturer, 4 l'aide
de la calculatrice, le comportement de flx) lorsque
x tend vers + oo, puis lorsque x tend vers — .

| f,'{"?:}
I

1.

=2 Sx-1
a}}':x-—rsf_—::: bjfarms"3—2 i
x =100 pipy e
r)f:xH'.J.——ar+1D ;o difix e

Limites et continuité
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1.d Dans chacun des cas suivants, (%] est la repré-
sentation graphique d'une fonction f; Préciser
chaque fois si la fonction fa une limite en x,, 3
droite en X, & gauche en x;,,

al C ;
Jf\ﬂ?ﬁj bjj--%
1 T < T
c}J _/_7\{?;, di/w
e 1 % - o T %
e) -, fl a_rs
TN TN (4
T of | *o
g ; h) o
1+ : ('Gﬂ I : (€7
‘6%@_ ol | T

l.e M}'] esl la représentation graphique d'une fonc-
tion f

Conjecturer les limites de fen + = et en — =

J
9 =
— o /‘\V //——’-
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. (v y A o | el P
Ao (ST s e —
r i - @ N lmltes _'—:.__"_‘_._..-._..- I _-_J__._, > .-L",l-' A2 : - _}____,]

—2.1.. Propriétés de comparaison

smmmm  Majoration, minoration
Nous admettons les propriétés suivantes.

Soit fune fonction.

Qi) |
S'il existe une fonction g telle que /=g surunintervalle JA ; + «[ et lim glx) = + o=,
ralors lim flx) = 4 oo, SR b
X— +ea
: S'il existe une fonction g telle que f<g sur un intervalle JA;+eof et lim g(x) = -,
‘alors  lim flx) = — o, ' e

X+ o
|

Exemple
Soit fla fonction définie par: flx) = |x| (x + 1).
Ona: Df= R et Vxe |0o;+ o, flx) = 22 + x.

Donc:Vxe ]0; + [, flx) > 22

Or : lim 2% = + e. On en déduit que : lim f{x) = + o=,

X3 4o X —h oo

Eemargue

On a une propriété analogue :

¢ lorsque x tend vers — « en remplagant I'intervalle JA ; + ={ par ]- = ; Al ;

* lorsque x tend vers x, (éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures) en remplagant !'inter-
valle JA ; + »=[ par un intervalle ouvert de centre x, (éventuellement Ja ; x,[ ou Jx, ; bf).

Exemple 5
Soit g la fonction définie par : glx) = 5 +eosx.

‘D= R* - 2.E[ 0<cosx
Ona:D,=R* et vxe ) 2,2[.

T, T 1
Donc: ¥V xe D, M I- -E; E[' glx) 2 2 ()
Or: lim -.l—z'=+on. et
x=0X
On en déduit que : lim glx} = + ==
en uit q -r_’gg - <

memmmm Encadrement
Nous admettons la propriété suivante, souvent appelée « théoréme des gendarmes »,

Propriété

Snitfune fonction.
S'il existe deux fonctions g, h telles que g <f<h sur un intervalle |A ; + oof
et lim glx) = lim h(x) = [, alors lim f[x) = L

PN e A
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Exemple

Soit fla fonction définie par flx) = , ol E désigne la fonction partie entiére.

1
1 +E(x)
0“3=D;=]—°°:—1[u[0;+°°[-
et Vxe R Elx)cx<E(x) + 1.
Donc:Vaxe ]U;+w[,{]£ﬂ.r)5%.
Or:limo = lim l_=0.

X4  fh4oa”

On en déduit que : lim f{x) = 0.

£ ke
Bemargues

* Cette propriété est parfois formulée de la fagen suivante.
« §'il existe une fonction g et un nombre réel | tels que lim glx) = 0 et |flx) - | < glx) sur un intervaljy

L= oo

JA ; + eof, alors Iim flx) =1L »

X =3+ oa

* Comme précédemment, on a une propriéié analogue lorsque x tend vers — = et lorsque x tend vers x,
(éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures).

Exemple
Soit fa fonction définie par : fix) = x2 cos 1.
Ona: DJ.-= R* '
el Vae R* -1 <cos % <1,

Done : V.x e R*, |flx)| €22
Or:limx*=0.

x=»0
On en déduit que : lim fx) = 0. g

1 .rl—aé'r(t] (€):iy=-27

mmzem=m Comparaison de limites
Nous admettons la propriété suivante.

Propriéte
Soit [ el::g deux fonctions telles que f'<g sur un intervalle ]A ; + oaf. .

Silimflx)=1 et limg(x) =7, alors I< .

ro4m X = oa

E emarque

Comme précédemment, on a une propriété analogue lorsque x te .
, . i nd vers — « VErs X,
(éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures). et lorsque x tend 0

—.2.2. Limites et operations sur les fonctions

Les propriétés présentées sous forme de tableaux dans ce paragraphe sont admises
Elles donnent les limites en x; des fonctions f+ g, fg, 1 1ot {7 ! e i
¥ » .C nx
fonctions fet g. g [\ connaissant les limites en X,
Elles restent vraies pour les limites de ces fonctions en + e, en

inférieures.
Dans certains cas on ne peut conclure directement, Ces cas sont signalés par la symbole ©)

s

= - u
= et en x, par valeurs supérieures ©
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ggmmmm Limite de la somme de deux fonctions

Jim Jlx) l Ay

— e + oo -3 + oo
,g—u:n

-——-'-——-___
1im ,lj'(-“-'} I’ I’ r

x—+X,

lim (f + g)(x) - o . _ il
Hx[:” 1+1 ; 2 D

Exgmpfes
« Soit fla fonction définie par : flx) = x2 + ;1?

[}na:limx2=0 et Ilm 1?=+°°;an'3: limﬂx]=+m_

P r—=0 x=0
Ona: limx2=+e et lim -i;,:[]:donc: lim flx) = + eo.
x——os e B

+ Soit g la fonction définie par : g(x) = x® + x.

Ona:limx?=+= et lim x=+=;donc: lim glx) = + c.

X —3+ = X —3 4= A= + e
Ona: limx? = +e et limx =—e;onne peut donc conclure directement.
X—j—t= X—b—om

» Soit h la fonction définie par : h(x) = x + 3.

Ona:limx=2 et lim3=3;donc: lim h(x)=5.
x—=2 x=2 x— 2

gmmmz=m Limite du produit de deux fonctions

limﬂ-r) l 4 oo —ea + o0 Q1] — o + o - + =
.'l,'—l]‘.'n

hﬂlg{.l‘.') I r “Ji {].] U+ 0) 0 + oo — o — oo
.r--)_'l'u

: , 40, 8il'>0 [[—eos5il'>0 e 5 s
llfxgg][x] Ll {_m, sil'<0 {+m.si I'<0 ©

B emargue

i i nul,ona: lim[x]=1"
On en déduit que si lim flx] = alors, pour tout entier naturel n non I_};f (x)
X —.K

a 1]
Exemples 5

* Soit f1a fonction définie par : Slx) == 3x°. *

Ona:lim—3=—3 et limx®=—o0; donc : lim f{x) = + o=

e
i - X =) ==

i = 1
* Reprenons la fonction g définie par tglx) =a?+x Ona:glx)= x2(1 + ?).
i i 1\-1; : lim glx) = + .

Dr:llf_xj = 4 oo gt ET_“(I +.r) 1 ; donc Il_q -gu
* Soit h la fonction définie par : hlx) = :.El.r.
Ona:limx=2 et lim3=3;donc: lim h{x) = 6.

X =2 r—2 r—2
* Soit k la fonction définie par : k{x) = 5(x + ':3).
Ona:lim5=5 et lim (x+3) =5 ;donc: Jlr:fzk{x] =25,

x—2 X =1
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mmmmmm Limite de inverse d’une fonction

lim f[x) 1(1#0) P 0 et flx) >0 Detflx)<0
Xx —iIu
el 1 - il
?EJ )h] T 0 + _J
Exemple

Soit /' la fonction définie par : flx) = Ii 3
Ona:D,=R\[3] et lim (x—3)=

=3
{j[.t)ct),si r<3

flx) > 0,81 x> 3.
. donc, fn'a pas de limite en 3.

Ona:lim ——=-w el lim =+ we
x—>3 X=3 £33 &=
< >

pummsm Limite du quofient de deux fonctions

Pour calculer la limite en x;, de é—‘, il suffit de remarquer que -;7 =f é‘ et d'utiliser les propriétés précédentes,

Exemples
e T e T T
Soit fa fonction définie par : flx) T3

Ona: lim5=5et lim (x2 + 1) = + 0= ; donc : lim =0.
X —4 4+ oo _1—1+(-= } x—p+n.€2+1
Ainsi :lim flx) =0
X—3 4+
e Soit g la fonction définie par: %—1
1

lim -2 1) = lim &° 1——+_ o

.r—o#—['fﬂ ad ] xl-I—Iali—u( -l'2 .‘Eg) i
Ona: ; on ne peut donc conclure directement.

lim (x? = 2x) = hmxz(l——)=+m

X =3 4= X =+ e

pmmez=m Limite de la valeur absolue d’une fonction

lim flx) I e s g8
I-:“.rﬂ
Hmﬂf”&] 1] + o0
.'I.""?.'fl:I
Exemples
«Ona: lim@-2)=-2;donc: lim|+%2-2|=2.
x=0 x—=0
eOna: lim@®+2)=+c;donc:lim[x?+2|=4+ e,
B X =40

mmmmm=s Limite de la racine carrée d’une fonction

lim f{x) [({=0) + 00
I-+J.'n
lim [./_ )(x) JT s
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Exemples

«Ona:lim(x*+2)=2;donc: lim [2+2 =2,
xr—0 x—=0

eOna: lim(®+2)=+c;donc: lim{2+2 =+ e,
X—+ o= X = 4 o

goammm Limite de x — flax + b)

« Soit fla fonction définie par : flx) = 22,
La fonction fadmet une limite en tout nombre réel o :
en effet : lim flx) = (lim -t) (lim .t) = fla) (1).
X = =0 X—0
Considérons un nombre réel x,. On se propose d'étudier la limite en x, de la fonction : x— fl=2x +3).
Ona: lim fl-2x+ 3) =—2x, + 3.

I-b.tn

Donc : lim fi- 2x + 3)=[lim [—2x+3]][1im [—2.r+3]]
x—b.tn J.'—I-l‘u .t-—}.fu

= (- 2x, + 3)?
= fi- 2x, + 3).
En appliquant (1) avec o = — 2x, + 3, on en déduit que ; lim f{- 2x + 3) = lim flu),

-3
X Il]

Plus généralement, on admet la propriété suivante, parfois appelée « théoreme de changement de variable ».

u—s=— Z.l:o-i—ﬂ

Soit f une fonction, x; un nombre réel et x — ax+ b une fonction affine non constante.
La fonction x> flax+ b) admet une limite en x; si et seulement si f admet une limite en ax, + b.
On a alors : lim f{ax + b) = lim f{u).

X=X u—ox +b

Remarque

Pour retrouver cette formule, on peut poser : u = ax + b ; quand x tend vers x,, u tend vers ax, + b.
On obtient : lim flax + b) = lim flu).

L=, u— ar,+ b
Exemple
Pour calculer lim Eing(ig—ﬁ) ,on pose : u=3x—6.
X —
-2 . i
. sin [3x—6) _ .. sinu_
Quand x tend vers 2, u tend vers 0 ; donc:: h_I:lzT_ﬁ_ = iuju ==L

2.3, Exemples de recherche de limite

mommmsm Limite d’une fonction polynéme en I'infini
On se propose de déterminer la limite en + e de la fonction x — 3x* — 2%,

2
Ona:vxe R:,Bx“—-lﬁ:ﬂx"(l—-ig).
Or: lim (34%) = + = et lim (1—-—2-—)=1 :donc: lim (3x* — 2x%) = lim 3x* = + e,

X — + b3 Xr— 4o 3‘-‘:2 X =+ o= X~ + o2

Plus généralement, on a la propriété suivante.
Propriété
La limite en I'infini d'un polyndme est égale a la limite en l'infini de son mondme de plus haut degré,
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Exemple
lim (= 3% - /2 2% 4 543 — 105 x2 — 16 x — 1000) = Bim (- %) = 2%
X = = o I -—

. . . . re e
EEmEm= Limite d'une fonction mhonne"e en | infini

3t 4202
On se propose de déterminer la limite en + e de la fonction x> -7 +11
2x? 1+ 2

3x% 4+ 202 314(1+§_13) o

Ona:vVxe R* = =
i 11
- 7x5 + 11 —:u:5(1—1—15) 720 1—?—1_5'
7x 9y
1+—
a 4
Or ¢ lim Sx” _ lim —3-=0 et lim —13';1=1 i
X3 4oa— 7, _r—p-fu—?-l'. x—)-ﬂl___
725

donc : lim 3xt + 222 = li At =0,

xo4+e— T+ 11 X 4w — TX0

Plus généralement, on a la propriété suivante.
Propriété

La limite en Iinfini d'une fraction rationnelle est égale 4 la limite en 'infini du quotient des mondmes.
~de plus haut degré du numérateur et du dénominateur. '

Exemples
o lim 9x7+22%—g1x ax _ o ga?

Jﬁ,_w-—?x*»rnxz—a?:ilfﬂ-?x“ e B, T
Ee
ol 12 WX din, 2B

mEmE=mm Autres exemples
1. Déterminer la limite en + = de la fonction x> [E i o )

Ona:lm /32 +1=+ et limx=+ i on ne peut donc conclure directement.
X =3 + e =3+

Ona:VxelR /Xf2+1+x20.
On peut donc écrire: Ve R, (2 +1 - x = WX +1-2)(/a? + 1 + x) < 1

Vet +1 4 x R
DT:lim[-,ir.t'z-i-:'l+x]=+m;doncrlim[J.t2+1-.r]=u,
X =} 4 o2 X — 4o
2. Déterminer la limite en 2 de la fonction x— -4 )
e2r_p
o I 2_4)= t lim (2 2x—B)=0: :
Dna'j-l-T 2[x e .:-Tz(rz-b 8)=0;onne Peut done conclure directemnent.
-4 p )
Ona:Vre R\[-4;2), —% =X +2) y4g
x4 2x—-8 (c-2)x+2) x+a-
e X432 2 g xi—4 2
- = =;donc ! lim = £,
i .lclElz«l""‘i 3 x—=2xl+2r—-8 3

M E.Pguf mlcularlg____lrn_i:g_qg_;r.,_ fone fn;t;fign__dg typaagtm}laqua Ji) = glx.) = 0, an peut parfols
 mettre (x —.t,) en facteur au numérateur et au demominateur, puis simplifier. =~~~ |

L
e R R
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—2.4. Travaux dirigés

L'objet de ce travail dirigé est d'¢

tablir
cerlaines limites qui seront réinvesties ultérieurement.

pUHEEN 1°) Soit x un élém ;
ent de Jo ; -E[. M son image sur i

le cercle trig[lnnmétrique [CletN1 M
droite (OM) avec la tangente 4 (C) :np;lnt d'intersection de la (C) (x)

Calculer en fonction de x les

alc! e aires des trj
ainsi que l'aire du secteur Eil"t'l:llalre Uml?;leggl:!:n(i% :ée(])m

L]

En déduire que : sin x < x < tap

—_—
!

2°) On suppose maintenant que x est élémen de ] T [

a) Démontrer que : |sin x| < |x|. En déduyire que: limsinx=0
r—0 ’

b) Démontrer que : li - )
) q om €os 2x = 1. En déduire que : lim cos x = 1.

r=0

3°) On suppose maintenant que x est élément de ]— =0 [ ] _[

a) Démontrer que : cos x < SN
X

< 1. En déduire que : lim sm.r_ll
x>0 X

En déduire que : lim 1=€0S¥

1
1+cosx’ " 50 a2 2

b) Vérifier que : 1-cosx _ ( sinx\z 1
X2 x

¢) Déterminer la limite en 0 de la fonction x s ©25 X~ 1
X

Solution

1°} Le triangle OIM a pour hauteur sin x et pour base 1 ; son aire est donc lsiﬂ X.
Le triangle OIN a pour hauteur tan x et pour base 1 ; son aire est donc —tan x.
Le secteur circulaire OIM a pour aire ERY

2
Laire du secteur circulaire OIM est comprise entre l'aire du triangle OIM et l'aire du triangle OIN ;

on en déduit que : sin x < x < tan x.

2°) @) L'inégalité est évidente pour x = 0.
Pour x # 0, deux cas sont a envisager.

¥ ecas:0<x < Lo

D' aprés la question 1, on a : 0 £ sinx <x ; donc : [sin x| < |x].

290-:15:—% <x<0.

Ona;0<-x< % - done, d'aprés le cas précédent : |sin (= x)| < |- xl.
On en déduit que : [sin x| < |x].

Ona:lim|x] =0 et Vxe ]—-’:-:-; -1;? [ |sin x| < |xl.

xr—=0

En appliquant le théoréme des gendarmes, on en déduit que : lim sin x =0,
x=0

b)On a : lim cos 2¢ = lim (1 — 2 sinx) =
x—=0 x =0

On pose : x = 2a ; on a : lim cos x = lim cos 2a = 1.
x—=0 a=0
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3%) a) Deux cas sont a envisager.
n

1¥cas:0<cxec s
2 sinx g L
D'aprés la question 1, on a : D-r.smxéx‘:msr ydonc: 0 <15 =mme= s x
On en déduit que : cos x < 5%5 <1.
o€ L
CﬂS."'E‘:A’{ﬁ.
sin (-x) .,

Ona:D<-x c:- ; donc, d'apres le cas précédent : cos (-x) S ——

On en déduit que : cos x < %"— <1

sin x
Ona:limecosx=1, lim1=1 et ‘a’xe]—- u[ ] [cnsx<T<1
xr =0 x=0
sin x
En appliquant le théoréme des gendarmes, on en déduit que : hmu =1
x -4
.:_,_’p(-_\,na,(siJ:-JvL')2 1 1-cos’x _1-—cosx
x | 1+cosx Pl+cosy) 2
. 1-—-cosx 1
Dﬂpl'l]_S hm Rox =1 et lim : = l;donc: ].'IJII.-T = -2-.
xo0 X r—spl+cosx 2 58
&l 0n s 1—cosx S 1~cqs.x.
x =2
Or:limx=0 et liml_msx = l;tic:-nt:: lim it =0.

WE xercices G A AT T o A

2.a Calculer: g} lim (-8 + A+ 2+ 224 x 5 1) 2.c ilDémunh'erque
X o —Cos x r-1
at limEr@+d+ P42 +x041) Ve e, 3 2+cosx 3
e
En déduire ; lim YOS X
b lim 2t —x+1 i T ¥ —x+1 ; Ty 2HCOSX
;_)_“.!.'21'.{—1 :—ifuxz+x_1 ZE.HS']DSP' tde]ﬂ ti
ro— i iran question précédente, calculer :
c) lim a2+l lim ({2 + 1+ x). - X—Ccosx
ceyaw EEE3 SRR P lim ~——=2=
X—w 2+ E05x
2b Calculer : a] lim Cint lim zﬁ'r'. 2.d )
=3 x=a X . On considare la fonction fdéhfnie par:
< > -1'251.111:
bjim 2=% o Iim 2=X, i 1420

= —x2!
.r—v.'ig x? x—+3 9-x
< -

&) lim ;*3 et lim
r=3=2 =4 =2

x—-2

xi—x-2"
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ST TVTi 7 —

- e B
S e e e e .

3.1.. Définition et Propriétés

pummmm Introduction

La courbe (€g) ci-contre est 1a repra a .

de la fonction partie entidre, Presentation graphique

En 3, la fonction est définie mais n' -

En <, 1a fonction est défini . ‘de limite.
9 e el a une limite,

= i Al = ST e e )

X g ;'...“’:" A EY e

AR Vo ot A Py I AT g e v ey B

B S B AT R e e S e P T
=

] —

On dit que la fonction partie entipr
qu'elle n'est pas continue en 3.

F ] - _% I 0
Detinition

i 1 R,

€ est continue en % et O

Soit fune fonction et X, un nombre réel, —— e
| § 0

fest continue en x; si fest définie en *p et lim flx) = flx,).

L_ B : X =% .ru

Exemples

Onavu & la fin du paragraphe 1 que pour tous nombres réels xgetk: limk=Fk et limx=x,

I —x
0 I‘-‘#Iu

On en déduit que les fonctions constantes et la fonction x+ x sont continues en tout élément de R.

pmeemm Continuité en xo de fonctions élémentaires

Propriété :
Les fonctions suivantes sont continues en tout élément x, de leur ensemble de définition.

e x—a" (ne N*) : X+ COS X}
IHJ; s xH.xl“ (ne N*) x> sinx.

La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur.

mmmmmm Propriétés

Les propriétés suivantes se déduisent de la définition de la continuité en x; et des propriétés des limites
relatives aux opérations sur les fonctions.

‘Soit fet g deux fonctions continues en x,.

* Les fonctions f+ g, f g , k f (k € R) et | f | sont continues en x;.
* Si g(x,) # 0, alors la fonction 'gf est continue en x,.
* 5i fix,) 2 0, alors la fonction Jfest continue en x;

Exemples

* Les fonctions polynémes et les fonctions rationnelles sont continues en tout élément de leur ensemble
de définition. — _

* La fonction f, définie par flx) = x? + 1, est continue en tout nombre réel x,,

* La fonction tangente est continue en tout élément de son ensemble de définition,

* La fonction g, définie par g(x) = |2x + 3|, est continue en tout nombre réel x,
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Propriété 2
Soit a et b deux nombres réels (a # 0), fune fonction et g la fonction définie par : glx) = flax 4 3 |

fest continue en @ x, + b si et seulement si g est continue en Lo

Cette propriété est une conséguence directe de la définition de la continuité et du théoréme de ”ﬁﬂnge.

ment de variable,
Exemple
La fonction f, définie par flx) = cos ( 2x '_% ), est continue en tout nombre réel x,,

—3.2. Prolongement d’une fonction par continuite
X — x?

x-=1

L'ensemble de définition de fest D, tel que : D= R\[1].

La fonction fn'est pas définie en 1, elle n'est donc pas continue en 1.
Ona:Vxe Dy, fix) = x2,

Considérons la fonction g définie par : g(x) = 2%

L'ensemble de définition de g est D, tel que : D, = R,

g est conlinue en 1 ; g et fsont égales sur Dy D, =Dpu (1).

On dit que g est le prolongement par continuité de fen 1.

Soit f une fonction non définie en x; et [ un nombre réel tel que : lim f{x) = L.
X —> 'tlil

Soit f'la fonction définie par :

On appelle prolongement de f par continuité en x; la fonction g définie par : { g;:l}: j[::L sixe Df‘
n -

Exemples .
* Soit f1a fonction définie par : flr) = 22X,

i x
Ona:DJn:R*et o e

r—=0 ;
; ; x)=2RE sixap
Donc, la fonction g définie par { 350; s **7 7 est le prolongement par continuité de fen .
» Soit fla fonction définie par : flx) = ::11 '

Ona:D',-=I{):1[u]1 ; oa,
Calculons la limite de fen 1.
Jr-1 1
Ona:VYxe D, fix) = = .
T ) e
Donc : lim f{x) =5

Ir=1] E—

. g[x}=x_11.sixED'.-
La fonction g définie par {

{ est le prolongement de f par continuité en 1.
g ==

ME XETCICeS Bzrrsiisstamss s i

V
3.a  Soit fla fonction définie par : 3.b  Donner un exemple de fonction dont I'en-
{}’[xj =x51x=s1 semble de définition est R* et qui n'esl pas
fix) = &%, 8l x> L. prolongeable par continuité en 0.

Etudier la continuité de fen 1.
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\\\

APPRENTISSAGE

proche intuitive de Ia
notion de limite

I o M 11 ey )
1 (%) est la représentation :j___ 2 \\li 7
graphique d'une fonction f lh::!. i
Conjecturer les limites de fen [ ILJOM i__
_os, +e et 0. "-_/ Hiam
T
Q (€) est la représentation |t -H\iz
graphique d'une fonction [ [ (G_'f*.:"_J
Conjecturer les limites de fen —e, [ 7] \[J o
4, — 2 et + 2 (éventuellement & T AN '
gauche et 2 droite). \
SHEETT

3 Dans chacun des cas suivants, faire 'esquisse,
dans le plan muni du repére (O, 1, ]), de la courbe repré-
sentative d'une fonction f qui vérifient les conditions
énoncées,

limfle)==2 i lim flx) = 3.

r—3—00 X =+ o

b)D,=R\[1] 5 floy=2; fl3)=-1;

limflx) =4 lim flx) === lim fIx) = 0.
FEE T x—+1 X =b 4
cJD;=]-2:0[u]U;+=o£ ; l-1)=0 ; A2)=-1;
limflx)=+= 3 lim flx) =+ = ;

r=1=2 X =4t

l.i.ﬂ]ﬂ_t]:—e-a H limj[.a:]:z-l-w.

xr=0 .I.':l]

§ Soit f1a fonction définie par: ﬁij= x—Jx.

1, Démontrer que : V X €]4 | + oo, flx) > V-
2. a) Trouver un nombre réel A pour lequel :
> A = flx)>10% _
B B étant un nombre réel strictement positif, trouverun
nombre réel A pour lequel tx> A = Jlx) > B.
¢) En déduire la limite de fen + =
2

5 Soit fla fonction définie par : fix) = =3
1. Démontrer que : ¥V x € R7, ) =2l <5+
2. a) Trouver un nombre réel A pour lequel :
¥>A = |[flo)-1 <107

b) e étant un nombre réel strictement positif, trouver un

nombre réel A pour lequel xzh = MI] = 1| < E
¢} En déduire la limite de ['en + =
) x*
é Soit /'la fonction définie par :ﬂ-ﬂ ==l

L. Démontrer que : Y x €J1 + ool flX) =5
2, a) Comment choisir x pour que : I;’{x]'l > 108 ??
b) Peut-on rendre f(x) aussi grand que I'on veul !
¢)En déduire la limite de fen + =

ZE xercices’

Calculs de limites

7 Soit /a fonction définie par : fix) = % + cos? X.
Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer la
limite de fen + .

B Soit f1a fonction définie par : fix) =x /1 + sin? x.
Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer la
limite de fen + == el en —==.

9 Soit fla fonction définie par : flx) = if—%
Démontrer que : ¥ x ]l ; + oo, flx] > .,'G:'_ +1.

En déduire la limite de fen + e=.

10 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limiles de la fonction fen + = el en — .
al flx) = 4% + 3x* -1 . b flx) =at -3+ 2k
Mle)=—x + 52 =7x d)fix) == —x2+4;

el =255 5 I VCES s i

Qe -EoZEL o pf=Rty
—2)2

= T2 =

41 Dans chacun des cas suivants, étudier la limite
de la fonction fen x, (on calculera éventuellement les
limites & gauche et @ droite en xy).

njﬁx]=-—j—2]_.;.-ru=2;

(x

x4 g
bj flx) = % Vg =—23

2+ 3e—4
gjﬂx]:—;_—l—,.E':l:

d)ﬂ.l']=xz5_q—;}_—2,.l.‘u=2:

e,iﬂ_r]=x[x1_1]—-:17.xﬂ=0:

42 Dans chacun des cas suivants, étudier la limite
de 1a fonction fen x, (on calculera éventuellement les
limites @ gauche et @ droite en xg).

Jjr+2-2
-3

c) flx) I?;Ti?_—I X =0 ; d] flx) = xﬁlﬂ =

13 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction fen + = et en — ==,

(a2
a) flx) = el ¢ bJflx)=x+2+yxt—3x+1;

x, =2

n}j{.\'}:ﬁ.xﬂ=4 i b} flx) =

Jr-1
ol fix) = ‘3”23:_1: B i =B v i~ w15
[recth—a -
e}j[.r}: v 3x +1 . fjﬂx}: x m

+3 P A ex

ﬂ
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14 Calculer les limites suivantes.

a)lim X . b lufa(“%»f ten x)
e lim Ly P dlim sin 3x
e)liﬂ'!u t—a-%zf : f JlriLnn :E""%: ;
glim Goge ¢ Wim SR

. 15 Dans les deux cas suivants, calculer la limite
efen0.
4 my_ {2

oo BEE)-Fws(ee)- 2

1 Bl flx) =

X
16 Soit fla fonction définie par : flx) = M
ol E désigne la fonclion partie entidre. %
1. Démontrer que : ¥ x & ]0 ; 1[, /lx) = 0.
En déduire la limite de Sfen 0.
2. Démontrer que :

‘u’.te]l];-im[,ﬂsj[.t']ii?,

En déduire la limite de fen + «,

17 soit /la fonction définie par : flx) =i £ :

ol E désigne la fonction partie entiére. %
1. Démontrer que :

Vxe|o; 4], 2<flr)c2Er
£ x
2. En déduire la limite de fen + e,

Continuité

18 Dans chacun des cas suivants, étudier la
continuité de fen x,,
a}ﬂx}::ixz-ax—?,.ru=2. ; b}j[.t’]=1'4 =X, x;=4;

3% -5xr-7 2_
c) flx) = m'xu= 1:d);‘[ﬂ='§—_‘-_—z‘l.:ﬂ=-2.

19 Soit f la fonction définie par :
{f[-t‘]=.tz +4,sf x<2
flx)=3x+ 2,51 x>2
1. Tracer la courbe représentative de f dans le plan

muni du repére (O, I, J).
2. Etudier la continuité de fen 2.

20 Soit fla fonction définie par :

B ol o |
ol =55

Jlixl=x?+x+a,si x>0

Etudier la continuité de fen 0.
(On discutera suivant les valeurs du nombre réel a.)

si x<0

Prolongement par continuité

21 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de définition de la fonction fet déterminer (s'il
existe) le prolongement par continuité de cette fonction

en x;,.

249 Limites et continuité

x2-3x+2 _ .
a}ﬂ'r]'=3—xz—:?—’m.xﬂ—2 H bjﬂx]:?;.{l"ru:ﬂl
c}ﬂx1=x,7;E'x"=° Rl £

22 vérifier que la fonction g ; xrs 1

1+x-1
frxr - '

APPROFONDISSEMENT

23 Soit fla fonction définie par :
flr)=i1-x,sl x<-1
{j[x].-_.n'l +x,5 x>—1,

1. Tracer la courbe représentative de f dans Ja plan
muni du repére (O, I, J).
2. Btudier la continuité de fen - 1.

; v 1
est le prolongement par continuité en 0 de E‘E;:;
Cliog

28 Dans chacun des cas suivants, o E désigne |3
fonction partie entiére, étudier la limite de la fonctiop f

en 0.

a) flx) = Efx) sin x : b) fix) = sin (n E(x)) ;
o)fix)=sin( E()) :  djfi)=E@sing ;
e)flx) = x E(L) D )= IE[I;]I-I

25 soit x, un nombre réel et fune fonction défi-
nie sur un intervalle de centre x;.
1. Démonter que si la fonction fest continue en x;, alors :
}!iiuu Ulxg + h) = fle, - k)l = 0.

2. Démontrer la récinro
un con H‘e-exeg:l}%esk proque est fausse (On donnera

26 On considere la fonction f définie par :
fix) = sin [-117] +l’c*
Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer
lim flx) et lim f{x).
r— D x—0
< =
La fonction f a-t-elle une limite en 0 7

27 Calculer lim _'t_,l_ at lim -I;'L
x— 4o SiNEC+ 2 X —ea sin’x +2

28 soit [la fonction définie par : fx) = - 1.
2 -sin (=)

1. a) Démontrer que : V. e ]0 ;: + o, % <flx) s x
b) Démontrer que:Vxe|-o;0[x < flx) < £

. 3
2. En déduire les limites de fen + e , — o 8t 0.

: . X + COSY
29 Soit f'la fonction définie par : flx) STt et

1. Calculer lim flx) et lim flx).
£—=0

4 =0
< >
Sadmet-elle une limite en o 4
2. Aprés avoir encadré sur |1 ; + e[ la fonction f P2
deux fonctions plus simples, calculer lim flx).
T4+

3. Calculer de la méme fagon lim flx).

X —h—aa
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D érivati
erivation

Introduction

Avec la dérivation, nous abordons une des notions fondamentales
de l'analyse : le calcul différentiel. Apparu d la fin du XVE siécle, ce
concept a été développé au XVIE, essentiellement par I'allemand
Gotifried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) et par 'anglais lsaac NEW-
TON (1642-1727). Ses nombreuses applications, non seulement en
mathématiques, mais également dans des domaines aussi variés que
la biologie, I'économie, la thermodynamique et la plupart des
sciences physiques en font un instrument inconfournable.

1 " Démation en xﬂ """""""""""""""""""""""""""""""""""""" 244
2. Calculs de EIrIVEES i iveiiurssrnrassnusssinessunsssnssonaispuassns 250
3. Applications de [a Aervation ... 257
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques & variables réelles et Jo Plan gg

muni du repére (0, I, J).

—1.1. Nombre dérivé d’'une fonction en x,

mmmes=m Introduction

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f définie par : flx) = -%.rz +x+ %

On désigne par A le point de (‘€) d'abscisse 2.

Soit M un point de (€), distinct de A, et x son abscisse,

Lorsque x tend vers 2, le point M « tend vers » A sur ()

et la droite (AM) pivote autour de A. M
flx) - A2)
ey

X —

O\‘,—/

Le coefficient directeur de (AM) est :

fid-f2) . x
x=2 @ 2

i f0=f2)

a2 X-2

(€)
Ona:Vxe R\{2)],
On en déduit que :

La droite (AM) admet une position limite (T), de coefficient directeur — 1.
On dit que - 1 est le nombre dérivé de fen 2 et que la droite (T) est la tangente a (€) en A.

Détinition
Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert K et x; un élément de K. B

On dit que fest dérivable en x, si @ a une limite finie en x,.
0

Cette limite est appelée nombre dérivé de fen x, et notée f'(x,).

fix) _ﬂ-ru} .

On aalors : f'(x,) = i:_n: T,

Remaraue

On peut également poser : h = x - x, ; lorsque x tend vers x,, h tend vers 0.

x. + h)-flx
On a alors : f'(xy) = lim j{a—ﬂj.
h—0 h

“o

Exemples
« Soit fla fonction définie par : flx) =21-—x+_1  étudions la dérivabilité de fen —

fxl=f-1) =1
Ona:Vxe DAl- 1], P R rY
. S -f=1)
On en déduit que ; ili[tll ) =1.

Donc, fest dérivable en —1 et f'(- 1) = 1.
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, Soit Y |a fonction définie par : g(x) = |x| ; étudions la dérivabilité de g en 0.

glx) —g(0) _ ||
Dnﬂ:vxER*' -0 x
i e gle) — glo)
a8 sont 2 envisager :lim X 9O _ g x oy, 00000 g X o,
PeuX x—sp X-0 hE Fam == lu-_?ﬂ
> } i :
penc g nest pas dérivable en 0.

qgum== Interprétation graphique

soit fune fonction, (€) sa courbe représentative et A un
qint de () d'abscisse x;.

5i fest dérivable en X;, alors (€) admet une tangente (T)

gn A, dont le coefficient directeur est [ '(x,).

ftjl_jnﬁ_'ié_qunt-ﬂ:l]'l}.;'{a (T) est donc : y = flxy) = f'(x,) (x—x)..

‘ as garticulier

Lorsque [ '(x,) = 0, la tangente a ("¢) au point d'abscisse x,, est paralléle a I'axe des abscisses.

Exemple

Reprenons l'exemple introductif.

Onaifir) =~ g2 +x+5 i fi2)= +i,@=-1
2

Une équation de la tangente (T) a () en ﬁ( 1 ) est donc: y— 12 =-1(x—2);
2

cest-i-dire : y = =X + 5

mmem=m Dérivabilité et continuité en xg

tervalle ouvert K et x, un élément de K.

flx) = flxg) :

Ona:Vxe K, flx) = flxy) +(I“Iu]ﬁ

- flx . i =
Si fest dérivable en x,, alors ; lim ﬂ__‘ﬂ_";[_'!]- = ['{xg) 5 de plus : lim .[.1' —x,) = 0.

x—ox, o xouay
On en déduit que : lim flx) = Jfixg). Donc /[ est conlinue en Xy,

E o
0

'Si une fonction est dérivable en x;, alors elle est continue en Xg.

Soit fune fonction définie sur un in

Remarque

La réciproque de cette propriété est fausse : uné
€N x, sans étre dérivable en x, ’
Par exemple, la fonction x = |x| est continué €N 0 mais elle n'est pas

dérivable en 0, ol l

S0 courbe représentative (€) n‘admet pas de tangente au point 0.

j { éire conlinue
fonction peu 0
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—-1.2. Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite

mEEm=mm Introduction

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique (€)
de la fonction fdéfinie par : flx) = |2 - 1]. \
Etudions la dérivabilité de fen 1.
Ona: f9 - f1) = e -1 . J
x—-1 x—1
Deux cas sont & envisager ; lim 153 3 P (x-1)=-2]
=1 Xx-=1 x=1
< < 0] |
i, BELANL e (c+1)=2.
=1 X-1 xr—=1
> >

Dong, fn'est pas dérivable en 1 et (6) n'admet pas de tangente au point d'abscisse 1.
Toutefois, on dit que :

* fest dérivable a gauche en 1 et admet — 2 pour = f est dérivable & Eiroite en 1 et admet 2 poyr
nombre dérivé a gauche en 1. nombre dérivé a droite en 1. :

* (%) admet une demi-tangente 4 gauche au point () admet une demi-tangente & droite au point
d'abscisse 1, de coefficient directeur — 2. d'abscisse 1, de coefficient directeur 2.
wemmmm Définitions et propriété

3 Détinitions

Soit fune fonction définie en x,.

* On dit que fest dérivable 4 gauche en x,sifest  « On dit que fest dérivable a droite en x,8if ust1
définie sur un intervalle de Ia forme ]a i o] et définie sur un intervalle de la forme [xg ; bl et

M a une limite finie 4 gauche en x,. M a une limite finie a droite en x,,
X=X, X=X, 0

Cette limite est appelée nombre dérivé de fa  Cette limite est appelée nombre dérivé de fa

gauche en x;. droite en x,,.

Remaraue

Soit f une fonction et () sa courbe représentative,

Si f est dérivable a gauche [respectivement a droite) en x,, alors (€]
admet une demi-tangente a gauche (respectivement & droite) au point
d'abscisse x,, dont le coefficient directeur est le nombre dérivé de fa
gauche (respectivement a droite) en x,,

Exemples
* Soit f'la fonction définie sur [0 ; + = par flx) = &2 et (€ sa courbe "
représentative. ]
On a: lim fe) - f0) lim -I—2=0.

rs0 x-0 0 X ]+

> >

Donc (‘6 admet une demi-tangente a droite au point 0, de coefficient _O__I,__
directeur 0.

g{x}=x3,si .I'E]—m;l]

* Soit g la fonction définie PE'I{ = % R i) et (%) sa courbe représentative.
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s glx)=gl1) .. aPq

ons: or B f i 2ot e

< < { X
Donc (¢€,) admet une demi-tangente & 1 i 1 1 i
coa[ﬁcia%! directeur 2. ARSI PRio) JE'1(1)' do N‘}

1 i

. glv) —g1) * 1 :

Ona: lim ———' = lim 2 I 0 |
x=1 X=1 ;T1I-l Efi I)‘—L
> > -

Donc mg] admet une demi-tangente  droite au point A, de coefficient directeur — 1.

LA :
« Soit h la fonction définie par hx) =x*-1,si x € J=;1]

G ; 1
et (6,) sa courbe représentative, hix) =2 ik LIS 115 o] J (€y)

h(x) - k(1) 21 \

Ona:lim ——— = lim

=]j. —
r=+1 X=1 r-21 X—1 xft(x'”] 2. (] I
< -~ <

Donc (%,) admet une demi-tangente & gauche au point I, de coef-
ficient directeur 2.

2
. hix)=-h{1 ==
Dua:hmu=lim X —lim £ =2
x—=1 Xl r—1 X— Jﬂlr
> > >

Donc (¢,) admet une demi-tangente & droite au point I, de coefficient directeur 2.

On remarque que : lim A =h{l) lim hix) ~ h(1) =2
291 *—=1 =i =1

< >
Bong 4 Jie Lo =L h(1)

xr—=1 =1
tangente de coefficient directeur 2.

= 2 ; la fonction h est dérivable en 1, h'(1) = 2 et (6,) admet au point I une

Propriéeté

Une fonction fest dérivable en x, si et seulement si elle est dérivable a gauche et a droite en x, et les
‘nombres dérivés a gauche et a droite sont égaux.

mmmm== Demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées

Le repére (O, I, ]) est orthonormé.
Soit f1a fonction définie par f{x) = Jx et (@) sa courbe représentative,

s lim ———— = (= = lim —=+¢s
(halkfﬂ x—0 ;Tﬂx Iﬂﬂj;
> > >
Donc f n'est pas dérivable & droite en 0. @)

Interprétation graphique

Soit g la fonction définie sur R, par glx) = 2 et (T") sa courbe o |

teprésentative. Les courbes (€) et (I') sont symétriques par rapport

& la premiere bissectrice (4).

De plus, () admet [O]) pour demi-tangente au point O ; :

donc, par symétrie, (¢) admet [O]) pour demi-tangente au point 0.

Plus pénéralement, soit fune fonction définie sur un intervalle de

Si M mite infinie & gauche ou a droite en x,, alors la courbe représentative de f
X=—- ID

admet une demi-tangente

la forme Ja ; x,) ou [x, : bl.

admet une li
paralléle & I'axe des ordonnées au point d'abscisse x;.
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—1.3. Fonction dérivée

Soit [la fonction définie par flx) =x% + 1 et x;un ]}Fm;bm réel.
x) — flx
Pour tout nombre réel x distinct de x,, ona: ﬂ.r]—"—ﬁo_ =% +Xpe
On en déduit que : lim "M = 2x,.
x-yxs X—%p
La fonction fest dérivable en tout élément x; de R et / '(x,) = 2%y fonction £
La fonction /™, définie par f'(x) = 2x, est appelée fonction dérivée de la fonction /.

Détinitions

Soit fune fonction. . FERE
* L'ensemble des nombres réels en lesquels fest dérivable est appelé ensemble de dérivabilité de f;, |
* La fonction x+ f'(x) est appelée dérivée (ou fonction dérifrée} _de 1 -l

Exemple
Soit fla fonction définie par: flx) = /20 ~1.0na: D, = (L; 4ol X
Jn'est pas dérivable en -;— , car il n'existe pas d'intervalle ouvert K tel que fest définie sur K et 5 € K.

Soit x; un nombre réel strictement supérieur a -;—

Ona:Vaxe l%;+°‘3[ \ Lru}'ﬂr}—ﬂxo) o «'2.!:—1—.!2.::0—1
) x—x;

 e-1)-(r-1)
(e-xp) (J2x =1+ 23, - 1)

_ 2

T

Done : lim fx) — fixy) = 1

=, XS, .Jz.rﬂ—l

La fonction fest dérivable en tout élément x, de ]l; +e[ ot flx,) = 1 :
Z 2x, -1
fest donc dérivable sur]%; + eo[ et sa dérivée est la fonction f’ définie par: f'(x) = ,__ﬁl :
y 2x -1

—1.4. Travaux dirigés

memmmms Inferprétation physique du nombre dérivé

Une noix de coco, située i 25 m du sol, se détache de son cocotier et tombe
On dési t) la dist i 1

PR P.a”i[ J a_ 1§ aﬂcze E]} mélres parcourue par la noix de coco au bout de ¢ secondes de chute.
On a la relation : af{t) = 5 gte, o g = 9,81.

1°) Calculer la vitesse moyenne de la noix de coco entre les instants :
5 0,5 uis entre an
1,5, puis entre les instants 1 et ¢ (£ # 1). * 1, puis entre les instanty 1 of

2°) On appelle vitesse instantanée de la noix de coco a l'instant la limj
. a h 5
les instants (, et ¢ lorsque ( tend vers t,, o mite de sa vitesse moyenne entre

a) Calculer la vitesse instantanée de la noix de coco a I'instant 1,
b) Calculer en fonction de ¢, la vitesse instantanée de la noix de coco a l'ins

5 . ! : tant ¢ .
¢) Démontrer que la vitesse instantanée de la noix de coco & I'inst 5 0 A
de la fonction ( — x{t). instant ¢, est égale au nombre dérivé en tg

3°) Quelle est la vitesse instantanée de la noix de coco & I'instant on elle touche le sol 7
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Solution

1°) La vitesse moyenne de la noix de coco entre deux instants t; et t,, que nous noterons v, . ,,, est le

quotient de la distance parcourue par le temps écoulé. s

x(t,) — x(t, ) |
L, —E

On en déduit que : v ., = 2 g% 1,5 clest-a-dire : vy o . 1) = 7,36 m/s ;

DonG : vy, . 4y = 5 9 (¢, + t,).

1
de méme : v, . 1 5) = 3 9% 2.5 Cest-d-dire 1 vy, ,, ) = 12,26 m/s.
Ona:vy,,= 2 g(1+¢)
2°) On désigne par v[tg) la vitesse instantanée de la noix de coco 2 I'instant ty

a)Ona:v(1) —111'1'11 = g0 +t)=g;donc: (1) = 9,61 m/s.
q

b)On a : v(ty) = lim E—g(tu+1)=gt
t-etu

¢) Par définition, on a : v(tg) = lim v, , 4= lim () —xftl_

0
(=, t-t, L=t

Donc la vitesse instantanée de la noix de coco & l'instant t, est égale au nombre dérivé en ¢, de la fone-
tion £ — x(£).

3°) La noix de coco touche le sol & l'instant ¢ tel que : x(t) = 25.

Ona: %gt“:ZE:&t: 88

La vitesse instantanée de la noix de coco a l'arrivée au sol est v telle que :

= g‘i JSUg done : v= 22,15 m/s.

WE XCTCICOS BEoo s s o

1. Démontrer que la courbe représentative de la
fonction fadmet deux demi-tangentes au point
d'abscisse 0.

l.a Dans chacun des cas suivants, calculer le
nombre dérivé de la fonction fen x;.

a)fi x> f:_l*' Fo=1i 2, [est-elle dérivable en 0 7
b,lf:.rl—i‘m, =23
o) frxrs 2fx—1, xo=13. 1.d  On considére la fonction fdéfinie par :
Jix) =2 - 3x+ 2.
1.b  Dans chacun des cas suivants, donner une 1. Tracer la courbe représentative (€) de
équation cartésienne de la tangente a la courbe 2. Etudier la dérivabilité de fen 1 et en 2.
représentative de /, en son point d'abscisse x,, 3. Tracer les demi-tangentes & (%) aux points

a)f:x—xt—x xy=1; d'abscisses 1 et 2.

bJ'f-'-r'_’i:i]' =2

Ilr—l l.e  On considere la fonction fdéfinie par :
clfixr2{x-1, xg=3 ﬂr]:'l.tz—ﬂ.r+2.
S Démontrer que la courbe représentative de la
l.c  On considere la fonction [ définie par : fonction fadmet, aux points d'abscisses 1 et 2,
Jl)=2x+1,six<0 . deux demi-tangentes parallales a la droite (OJ).
fx) =& +1,six20
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2. Calculs de d
2.1, Dérivées des fonctions élémentaires

mammmm Fonction f: x— k (ke R)
Soit x; un élément de R.

Ona:Vre R\ fx), 22 g
A =Xy

Donc : lim ﬂxl.—_ﬂ:xu]. -
x—x, T—Xy

0.

La fonction f:x— k est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction [’ :x— 0.

Fonction f: x — x

OERE=T
Soil x; un élément de R.

Ona:Vuxe R\ [x) if-['q—h—ih“]=1.

Donc : lim M"—]— =
x=ax, =y

Propriete '

La fonction f:x > x est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f':x+— 1.

1.

Fonction f: x > x2

s i o s
Soit x; un élément de R.
Al 2.2
Ona:Vxe R\ (x), flx) ~ fixg) ¥ g =x + X,
- X, x—x,
x) - flx,
Donc : lim fx) —fx) X
x—rxy =y

Propriéte

La fonction f: ;tli—:-x’ est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction flix—2x,

. 1
memmsmm Foncfion f: x — —
Soit x, un élément de R*.

1
x)—flxg) x
Ona:Vxe R*\ {x}, ﬁ_r__tﬂ e

Six) = flxp) e

3 2
X=X, .!'n

M [

u‘_l_

-1
X, xXx,

Donc : lim

x—!.l.'u

Propriété

La fonction f:x— % est dérivable sur R* et sa dél_:ivéé est la fonction f':x s — % ;
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mmmmmm Fonction f: x> [y

n'est pas dérivable en 0, il n'exi "
js-oit xupun élément de R, car il n'existe pas d'intervalle ouvert K tel que fest définie sur K et 0 < K.

Ona:Vxe R\ [x,], J1x) = flxy) E—J;u__ 1

" t-xy X S+ lx,
Donc : lim 1) ~ flag) it 4

e =1 z\fxu

Propriete

La fonction f:x+— E est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction f':x r—»—J-=
&

mmme== Fonction sinus et cosinus

'+ La fonction sinus est dérivable en 0 eta pour nombre dérivé 1.

On a: lim sm't—l.
=0 X
' * La fonction cosinus est derwable en 0 et a pour nombre dérivé 0.
Dn s lim S9EX=1 g
=0 X

Ces résultats ont été établis dans le chapitre 12 § 2.4.

!+ La fonction x> sinx est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x+—> cos,
* La fonchun X+> CoS X est durwable sur IR et sa dérwée esi Ia functmn X —sin x.

Demonstratlon gunde:e
Soit x, un élément de R. Pour tout nombre réel .x, on pose : h = x - x,.

. sin x — sin x, , cosh-1 sin h
* Démontrer que : Vx e R\ {x,), ?ﬁ = sin Xy ———— +cos x5, = —.

(1]
_ sinx—sinx,
* En déduire que : lim ———— =cos x,.
xad, A%y
COS X — COS X, )
¢ Démontrer de maniére analogue que : S
*o

.If—l'.l'n

__9.9 Dérivées et opérations sur les fonctions
Soit u. v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K et ', v’ leurs dérivées respectives.
mommms Dérivée de la somme de deux fonctions dérivables

Soit x;, un élément de K
(u + v)(x) = (u+ v](t:.,} u(x) — ulxy) ; v(x) — v(x,)

Ona:¥xe K\ (x,), g x— 1, x—x,
Or: lim M w(x,) et lim I-’E%lt v'(x,).
xox, XX XX, 0
Donc : lim i) LH s U][xﬁ] u'(xg) + v'(xp) = (W + ) (xy).
X=X X o
]
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Propriete

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un mtervalle’ ouvertll’(
La fonction w + v est dérivable sur Ketona: (u+v) =1+ vl ‘

Exemple

Soit [ la fonction définie par : flx) = x4 l 4
rona: u(.r} 2x et v'x)=—"3"

'1
On pose : ulx) =22 ot vix)= = '
; [, donc sur R*, et sa dérivée est la fonctiop

fest dérivable sur chacun des 1ntarvalles J-eo;0[et]O; + 2
f* définie par: f'(x) = 21’—%2 ;

mmmmem Dérivée du produit de deux fonctions dérivables

Soit x, un élément de K.
(u 0)(x) = (u o)) _ ulx) ofx) — ulx,) v(x,)

Ona:Vxe I(".,|_1-n}l — =%,
(1]
u(x) v(x) - u(.::u] vlx) + ulx,) vlx) — ulx,) vixy)
- X=X,
ufx) - ulx,) v{x] vlxg)
g
o+ i B ey o i Ty
=&y *—%p xox X=X

De plus, la fonction v, dérivable en x,, est continue en x;, ; on en déduit que : lim v(x) = v(x,).
x —l-.tn

(u UJ[J:;}, iu o)) = v(x,) u'lxy) + u(x,) v'(xg) = (w'v + uv')(x,).
=g

Donc : lim
X — 'tl:l

Propriété :

'Soit et deux fonctions denvables sur un mterva]le nmrert K. P-f
La fonctmn uuv estdérivahle surKetuna {u v]"-u v+uv. |

e Si v est la fonction définie parv(x)=k (ke R), ona :v'(x] = 0.
On en déduit que : (ku)' =k u’,

eSiu=v,ona:u'=np.

On en déduit que : (u?)' = 2u'u.

Exemples

e Soit f1a fonction définie par : flx) = 22 cos x.

On pose : u(x) =x% et v(x)=cosx;ona: u'(x)=2r et v'(x)=—sinr.

fest dérivable sur [ et sa dérivée est la fonction /' définie par : /'(x) = 2x cos x — x2 sin x.

¢ Soit g la fonction définie par : g(x) =
On pose : u(x) =x2 jona:u'(x) =
g est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g' définie par : g'(x) = 10,

» Soit h la fonction définie par : h(x) = sin? x,
On pose : ufx) =sin x;ona: u'(x]) = cos x.
h est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction h' définie par : h'(x) = 2 sin x cos x.
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smmmmm  Dérivée de la puissance d'une fonction dérivable
On sait que : (u?)' = 2u'u,
On en déduit que ; Puis :

Puis :
@ = [”zlf]' iy W) =(iw) (%) = (utu)’
= (u ]’ U+ u l.; , = () 'u + v’ = (uY)'u + v’
= (z;f t;)u + utu = (3w'ud)u + i’ = (4e’ud)u + v’
= Ju'u®, = 4u' 3, = Su'u’.

On conjecture que, pour tout nombre entier n supérieur ou égala 2, ona: (W) =nu'u~ 1
Or,sik22 et (W) =kuwk-1 alors on a: (uk +p’)’ = (uk u}’g e

() u + uk w

(kv u*=Vu + uku’

(ke + 1)u’ uk.

Donc la conjecture est vérifiée de proche en proche.

[ ; e -

|

I. 3 -. : =] b . T T e ey "'__'_'"'—'—""'_"""—""""-—."'-——--‘—*—*""—“'-'--4—--—--.-.-.-—---‘—]
| LE_l méth!:ldp. de ldémunstration précédente est appelée raisonnement par récurrence.
. Pour démontrer qu'une proposition P(n), qui concerne un nombre entier naturel n, est vraie

' pour tout n supérieur ou égal a n,, on proceéde en deux étapes :
- * on démontre que : P(n,) est vraie ;

| - * on démontre que : pour tout nombre entier k supérieur ou égal & n,,, si P(k) est vraie
i - alors P(k + 1) est vraie. : ; £

|
|
|
|

Exemple
Dans la démonstration précédente, P(n) est la proposition : « (u?)' = n u’ u*~1 ».
* On sait que : (u?)’ = 2u'u ; c'est-a-dire : P(2) est vraie.
* k étant un nombre entier supérieur ou égal 4 2, on a démontré que :

si (k) =k w uk=1 alors (uk+1) = (k+ 1)u’ uk;

c'est-a-dire : si P(k) est vraie, alors P(k + 1) est vraie.

Proprieté

‘ Soit u une fonction dérivable sur un intervalle nﬁ_irqrt K et n un nombre entier supérieur ou égal 3 2.
' La fonction u" est dérivable sur Ketona: (") =nu' u" L

i
e e & i # EE e e e e —

o e g i e g b e maad ey Faa - s ahea e B s g i s i, sl i il

Exemples
« Soit n un nombre entier supérieur ou égal 2 et f'la fonction définie par : flx) = x™,

On pose : ux) =x;ona:u'lx) =1 .
[fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f* définie par: f'(x) =na” 1.
» Soit g la fonction définie par : glx) = cos® x.

On pose : u(x) =cosx ;ona: u'(x) =—sinx, - ' . ;
g est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g’ définie par : g'(x) = — 3 sin x cos? x.

memmmmm Dérivée de l'inverse d’une fonction dérivable

On suppose que, pour tout x élément de K, v(x) est non nul. Soit x, un élément de K.

L)-Lxy) 1 o) - vlxy)
Ona:Vaxe K\ [xgh = = e = '
x—x, x) vlx,) X —Xg
: %(—‘f] o %[In] v'(x,)
Or, v est continue et dérivable en x,. On en déduit que : .lxlEI x, *—% i v¥(xg)”
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-Ile._ -n;wert K tel que, pour tout x élément de K, v(x) » ﬂ;-
5 £y 48 v’ &
La fonction % est dérivable sur Keton a: (%—) = --—-UT

Propriete

Soit v une fonction dérivable sur un interva

Exemples

* Soit fla fonction définie par : flx) = £

2+1
On pose :v(x) =x® +1;0na; v'(x) = Zr. 9

Jest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f* définie par : f'(x) = — 2+1)2

* Soit g la fonction définie par : g(x) —

On pose : v(x) = Jr_;; on a:v'(x) :L...
2/x

1
i * 51i i " défini tglx)=— —=.
g est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g’ définie par g'(x) Z-EE

: ;i i 1
® Soit n un nombre entier supérieur ou égal & 2 et  la fonction définie par: h{x) = =
Sur chacun des intervalles ]- e ; 0[ et ]0 ; + [, la fonction x ~ x" est dérivable et non nulle, dane la
fonction h est dérivable sur son ensemble de définition.
On pose : v(x) =x";ona:v'(x)=nx*-1,

h est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction b’ définie par: h'(x) = - =

o+l

mmmmmm Dérivée du quotient de deux fonctions dérivables

On suppose que, pour tout x élément de K, v(x) est non nul,

Ona: % =ux % ; w et v sont dérivables sur K, donc % est dérivable sur K,

On déduit des propriétés précédentes que : (%)‘ =u x% +ux (%)' = ”F B LS e

Propriéte

Soit u et v deux fonclft_uns dér_ivable; sur un Eﬁterva]le uuvart K tel que, pour tout x élément de K. ;r{.t]i # u.'l
La fonction UE est dérivable sur K et on a : (%) “uv-—w'

e

Exemples

1-x

2x% 41

On pose:ulx)=1-x et vx)=2x"+1;ona:u'(x)=-1 et v’(x) = 4x.

* Soit f'la fonction définie par : flx) =

G = i z_
On en déduit que : f’(x) = (2x2 +1) - 4x(1 x)_ 2% —4x—1

(2x% + 1)? (2x2 + 1)2
fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction £ définie par : f'(x) = 222 — 4y —1
i 2x? 2
* Soit la fonction tangente définie par : tan x = zii ; (2x* + 1)
Cette fonction est définie sur tout intervalle de la forme - % vk % vkl (ke 2).

Sur chacun de ces intervalles, les fonctions sinus et cosinus sont dérivables et cos x est non nul, donc
la fonction tangente est dérivable. Calculons sa dérivée.

On pose : u(x) = sin x et v(x) =cosx;ona:u'(x)=cosx et Bl = = gin ik,

2 ‘2
= , _ C08*Xx—(-sin? x) 1
On en déduit que : (tan x)' = o 2
9 ) cos? x P 1 + tan? .,

La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction
x> 1+ tan® x.
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pommmm  Dérivée de la racine carrée d’une fonction dérivable

On suppose que, pour tout x élément de K, u(x) est strictement positif. Soit x, un élément de K.
\f; (x) — JE (-t‘.u] Julx) - .)'u[xu]
x—x =

0 X—x,

Ona:Vxe K\ {x,),

i Ve =) i) i e

..t—}x“ .r—..l:'u & 2 IIH[IU]= ZJE (x[I].

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K tel que, pour tout x élément de K, ulx) > 0.
:Ln ﬁmcﬁon_H est dérivable sur Ket on a : (J-ﬁ)' = _!‘_'.. . |
Exemples

* Soit fla fonction définie par : flx) = Jx2 + 1.

Onpose:ulx)=x?+1;0na:wx)=2x

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction £ définie par: f'(x) = e

241

« Soit g la fonction définie par : g(x) = V1 — 22
Onpose:ulxr)=1-x*;0na:u'(x)=-2r

Pour tout x élément de l'intervalle ]-1 ; 1[, on a : u(x) > 0.
x

1-22

g est dérivable sur ]- 1 ; 1[ et sa dérivée est la fonction g’ définie par : g'(x) = -

memmmmm  Dérivée de la fonction x — ulax + b)

Soit u une fonction, a, b deux nombres réels tels que a # 0 et fla fonction définie par : flx) = u(ax + b).
On désigne par K’ l'intervalle ouvert, image réciproque de K par la fonction x— ax+b.

Seit x; un élément de K. i)
x) = flx,) ulax+ b)— ulax,+
Ona:Vxe K\ [x, ﬂx_'ﬂu = 2

X x-2x,
ulax + b) — ulax, + b) (ax + b) - (ax, +b)
= (ax + b) — (ax, + b) X=X,

ulax + b) = ulax, + b)
(ax + b) = (ax, + b)

Onpose:y=ax+bh et y,=ax,+b.
ular + b) —ulaxy +b) _ . uly) —ulyy) el B

Ona: li = lim =
L T T T T M=

0
Jx) = flxg)

On en déduit que : lim ————— = a u'(axg + b).
x=x, X=X

Propriété

| Soit u une funﬁtinn dé;i{;lialq sur ul; intervalle ouvert K, x — ax + b (a # 0) une fonction affine et K'
l'image réciproque de K par cette fonction affine.
La fonction x> u(ax + b) est dérivable sur K’ et sa dérivée est la fonction x+ au'(ax + b).
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Exemples .
» Soil fla fonction définie par : flx) = cos (2x - -3—]»

On pose : u{x) =cosx,a=2 et b=- I ona:fl= _
[est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f' définie par

* Soit g la fonction définie par : glx) = /4 — 3% . ; ) -3
: o ar F ——
gest dérivable sur J- e ; %[ et sa dérivée est la fonction g' définie par : g S

ulax + b). et u'(x) =—sin x. N
:f'(x) =—2sin (2x - F]'

—2.3. Tableaux récapitulatifs

» Dérivées et opérations sur les fonctigpg

« Dérivées des fonctions élémentaires
x Ensemble de F f f
/ 'f dérivabilité
x ek U+ w+
(ke R) x>0 R ¢
u
X x x—1 R (ke R) k u
-t'"*:{,— xv—a-:—z R* uw u'v+1.;[,'
X xn 1 v
— — ae gl
e NOAGY) | 2T R v =
1 1 u u'v - uv'
X = .‘ir; X+ R _—
2/x T v v?
1!
x> 5in x X—>Cosx R (neg*\[ll) nu y"-1
¥ u'
X~ cos x X+ —sinx u .
R Ju 5
x—tanx |x—1+tan®x R\i%+kﬂ,ké£]] x> u (ar + b) x > au' (ax + b)

Remaraues

* On déduit des régles de dérivation établies au § 2.2. que les ensembles de dérivabilité des fonctions
polynémes et des fonctions rationnelles sont leurs ensembles de définition.

e Si l'ensemble de dérivabilité des fonctions u et v est leur ensemble de définition, il en est de méme des
fonctions figurant dans le tableau de droite, i I'exception de la fonction Ju qui est dérivable en tout x

tel que : uf{x)# 0.

WE XETCICes Bzzrr itz it s

2.0  1.Déterminer la dérivée de la fonction fdéfinio 2. Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-

par : flx) = cos® x. semble de dérivabili i alcu-
2, Délerminer la dérivée de la fonction g définie ler sa dérivéerwabihté ERRERE
ar ; =sinf x+ 21 .
par : glx) R LI, alfixrs 4~ 52— 2 b)f10e> (03 + At - 3) i
) 2- .
2.b  Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- )fixrs xz_—_sf ; dl f: x> x sinx.

semble de dérivabilité de la fonction fet calculer

sa dérivée. 2d Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
alfixrx+sinx ; b)f:x—>xcosx Zemllj le de définition, I'ensemble de dérivabilité

: 1 . S e la fonction fet calculer sa dérivée.

Rlfs s o i d)fix > tan? x. alfixes (P +2) /2 - :be:me;

CJf:IH[ﬁn‘Zr-p%] i d) f: x> sin 2x.
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o

Applications de la dérivation

_3.1.. Sens de variation d’'une fonction

pzmmm=m Introduction

Soil fune fonction croissante et dérivable sur un intervalle ouvert K, x,; un élément de K.
* Démontrer que : ¥V x € K\ (), M >0

I—In

¢ En déduire que : [ "(x,) 2 0.

Si une fonction est croissante et dérivable sur un intervalle ouvert, alors sa dérivée y est positive.
On admet que la réciproque est vraie et, plus généralement, le théoréme suivant.

Théoreme
' Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert K.
* [est croissante sur K si et seulement si f* est positive sur K.
* [est décroissante sur K si et seulement si f? est négative sur K.

* fest constante sur K si et seulement si £’ est nulle sur K.

Exemples
* Soit fla fonction définie par : flx) = x? — 3x - 1.

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction S
définie par : f’(x) = 3x%* — 3 = 3(x? - 1).

Ona: Vxel-e;-1l, fx)>0; I _ll 1
Yxel-1;1, ['x)<0; S'(x) + 0
Vxell;+e=[, [f'lx)>0.

T
4
1
fx) I /
Donc : fest croissante sur ]— e ; —1[ ; / | \—‘3

fest décroissante sur }-1; 1[;
S est croissante sur ]1 ; + o[

On en déduit le tableau de variation de f, que l'on compléte
en calculant : fil—1) =1 et f{1) =-3.

* Soit g la fonction définie par : g(x) = % ‘

g est dérivable sur B~ et sa dérivée est la fonction g' définie par : 7 . N,
;oo [
gl =-—.

Ona:Vxel-s;0[ulo;+e=l g <0 glx) \ \
On en déduit que g est décroissante sur chacun des intervalles

J=e; 0] et 10; + el

E emarque

Sif* a un signe constant sur K et ne s’annule qu'en un nombre fini d'éléments de K, alors [ est stricte-
menl monotone sur K.
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memmmm Extremum relatif d’une fonction

La courbe ci-contre est la représentation graphique de la fonction f
définie par: flx) =x% - 3v - 1.
*Ona:Vxel-w;-1[, f'x)>0;
S'=1)=0;

Vxel-1;1, ['lx)<o0.
On dit que /" s'annule et change de signe en —1.
[est croissante sur - : — 1 : donc, V x & J-ee ;— 1[, flx) S A-1);
[est décroissante sur |- 1 ; 1[ ; done, ¥ x € }-1; 1, flx) < fI-1).
On en déduit que fadmet f{-1) pour maximum sur J— e ; 1[.
On dit que fadmel un maximum relatif en —1.
* De méme, /" s'annule et change de signe en 1 ; fadmet un minimum
relatif en 1.

Plus généralement, on a la propriété suivante.

Propriété
= T

' Soit f une fnl_lction dérivable sur un intervalle Ja ; b et x, un élément de la ; bl.
Si f" s'annule et change de signe en x,, alors fadmet un extremum relatif en x;.

x| a Xy b EE o b
f'(x) + 0 - ) - @ 5 |
M |
f(x) / \ i) \ mlt /"
S admet un maximum relatif M en x, Jadmet un minimum relatif m en x;

Exemple
La courbe ci-contre est la représentation graphique de la fonction f
définie par : flx) = 3x* — 4x? + 1.

Ona:f'(x) =12x% (x-1).
On obtient le tableau de variation suivant.

x |- 0 1 4
S (x) F ), = d + J

|
e i N o i

La fonction f* s'annule et change de signe en 1, donc la fonction fadmet un extremum relatif en 1.
Ona:Vxelo;1], f'())<0;Vxe]1;+el, ['(x)>0;donc cet extremum est un minimum.
La fonction /' s'annule mais ne change pas de signe en 0 ; la fonction fn'admet pas d'extremum relatif en 0.

—.3.2. Approximation d'une fonction par une fonction affine

mmmmss=z Introduction

Soit [la fonction définie par flx) = — x* + 6x, (€) sa courbe représentative, M, le point de (€) J'abscisse
1 et (T) la tangente a (€) en M.

Pour tout nombre réel h, on désigne par M et N les points d'abscisse 1 + h, appartenant mspectivemﬂﬂt
a (€)eta(T).
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» yy et Yy désignant les ordonnées respectives des points
M et N, vérifier que : yy, = f[1 + h) et Yy =/11) + h [(2).
« Compléter le tableau suivant.

| h 1 0,5 0,1 0,01 | 0,001 -
yM E ]
T 70 11+h \

On constate que f{1) + i f'(1) est une bonne approximation de f{1 + h), lorsque h est « proche de 0 ».

Dong la fonction affine g : x> f{1) + (x — 1) /(1) permet d'obtenir une bonne approximation de f{x)
lorsque x est « proche de 1 »,

Propriete

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un élément de K. _

Si fest dérivable en x,, alors, pour tout nombre réel h tel que x, + h appartient a K, on a:
Sixg + 1) = flxg) + f'(xg)h + h @(h), ot ¢ est une fonction telle que lim ¢(h) = 0.

h—=0
Démonstration
Jfleg + h) - flxg))
On pose : ¢(h) = — — ().
On en déduit que : f(x, + h) = flxg) + f'(x)h + h o(h) et lim @(h) = [ "(x,) - f'(x,) = 0.

h=0
Interprétation numérique

Cette propriété permet de déterminer une bonne approximation de f'(x; + h), lorsque f"'(x;) est non nul.
En effet, pour tout nombre réel h tel que x; + h appartient 2 K, on a :

flxg + h) = fixg) + RIS '(x,) + o(h]].

Lorsque h est « suffisamment proche de 0 », g(h) est « négligeable devant f '(x,) ».
On a alors : flxg + h) = flag) + ()l

c'est-a-dire : flx) = flxy) + f'(x,)(x — x;), pour x « proche de x; ».

Nous admettons que la fonction x+— flx,) + f '(x,)(x — x,) est la meilleure approximation de la fonction
fpar une fonction affine, lorsque x est « proche de x; ».

pmem=m Application au calcul numérique

1. Calculer une valeur approchée de [2‘0.’:]3}2-
Soit f']a fonction définie par : flx) = __;13 :

e . 2
[est dérivable sur B* et sa dérivée est la fonction /' définie par : f'(x) = - o

Pour des valeurs de h « proches de 0 », on a: fl2 + h) = f{2) + ["(2)h.
En posant h = 0,003, on obtient : f{2,003) = 0,25 + (- 0,25)(0,003).

1
(2,003)%

(Une calculatrice donne :

Donc :

= 0,249 25.

= 0,249 251 68....)

(2,003)%
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2. Donner la meilleure approximation affine de la fonction [rx— J1 + x pour x « proche de 05 et g
déduire une valeur approchée de ,/0,988. 1
" fest dérivable sur ]- 1 ; + «[ et sa dérivée est la fonction définie par : f'(x) = ™ s

» — 1
Pour x « proche de 0 », on a : f{x) = fi0) + /'(0)x ; clest-2-dire : y1 + X it

1
On a: /0,988 = f{- 0,012) ; on en déduit que ; /0,988 =1+ i'[_ 0,012).
Donc : /0,988 = 0,994,
(Une calculatrice donne : /0,988 = 0,993 981 89....)

—3.3. Travaux dirigés

mmmmmms 1. Un probléme d’optimisation
Deux villages, A et B, sont situés sur une cote rectiligne, a 4 km l'un de l'autre. '
Un pécheur est en mer, sur sa pirogue, au point C situé 1 km au large de B ; il veut se rendre en 4 J,

plus rapidement possible.
On se propose de déterminer le point D de la cdte ot le pécheur doit débarquer, sachant qu'il se dépla.

ce en mer a une vilesse de 4 km/h et sur terre i une vitesse de 8 km/h.
1°) Démontrer que le point D appartient au segment [AB],
2°) On désigne par M un point du segment [AB] et par

x la distance BM, exprimée en km. ¢
a) Déterminer, en fonction de .v, le temps ¢, exprimé en ;
heures, mis par le pécheur pour effectuer le trajet CMA. 1 M
b) Etudier les variations de la fonction ainsi obtenue. B}. i _‘:_
3°) En déduire la position du point D et le temps de : 4 km I
parcours de C a A.
Solution
1°) D est un point de la cite, donc de la droite (AB). &
Soit M un point de (AB) n'appartenant pas au segment [AB]. A
On envisage deux cas. .
* Si M appartient & la demi-droite [AB), alors le trajet CBA M B A
est plus rapide que le trajet CMA ; donc D = M. c
* Si M appartient a la demi-droite [BA), alors le trajet CA est
plus rapide que le trajet CMA ; donc D # M. \
D appartient donc au segment [AB]. B "3 "
2°) ) M appartient a [AB], donc : x € [0 ; 4].
Le temps mis par le pécheur pour parcourir CM, exprimé en heures, est : %M = "xz; 1
MA _ 4-x

De méme, le temps mis par le pécheur pour parcourir MA est : A

L2 it e OO, S 1)

Dnadonc:t=T 3

vxt +1 4-x

b) Etudions les variations sur [0 ; 4] de la fonction fdéfinie sur par : flx) = ¢ =

<4 8
fest dérivable surR;ona:Vrxe R ['(x)= x S 2x-—u‘x2+1l
ax2e1 8 8Ya2 4 1

Pour tout nombre réel x de l'intervalle [0 ; 4], on a:
[lx)=0 & 2x—Vx2 +1=0 flx)<0 & 2r<is® +1

& 4xP=xt+1 & 4x%<x? 41 (car x est positil

3
& “JT' “ *‘%’-
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On démontre de méme que :

[xEu“4]mjﬂﬂ>n]¢¢JL<x<4_ /3
3 £ 0 5 4
E ) — 4+ JE T
De p!us,}(T e f'(x) - &
Ces résultats permettent de dresser le tableau de variation ci- |
s A arigion chheontre: | s \ B uﬁ/
gEy Oy & 17— = 0,577 et = 0,717. B

Le pécheur doit donc débarquer au point D situs entre les villages A et B, 4 577 m de B.
gon temps de parcours est de 0,717 h, soit environ 43 mn.

gumm=m 2. Comparaison de deux fonctions

Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal 4 2.

On se propose de démontrer l'inégalité : V x = R o (142721 + nx (1).
On considére la fonction f définie sur R Lpar:fld) =(1+ " -1 - nx.

1°) Etudier les variations de fet dresser son tableau de variation.

2°) En déduire l'inégalité (1).

Solution

1°)Ona:

VeeR% [()=n(1+x)""1-n=n(1+2)"-1-1]. £ |9 =
>0 = 1+x>1 f(x) +

= (1+x)*-151
= f'(x)> 0. J(x) /
De plus, fl0) = 0. On en déduit le tableau de variation ci-contre.

2°) fadmet 0 pour minimum sur R, ce qui peut s'écrire : Vx e R, flx) > 0.
Onen déduitque:Vxe R, (1+x)" 2 1+ nx.

emargques

» ['inégalité (1) est vraie aussi pourn = 1. Donc : ¥ ne N* et Vx e R,(1+x"2 1+nx.
* Cette propriété peut également se démontrer d I'aide d'un raisonnement par récurrence.

WE X CT'CICOS B i i s A s

b) Etudier les variations de la fonction x — si(x).
2, En déduire que l'aire d'un rectangle de péri-
mélre constant est maximale lorsque ce rec-
tangle est un carré.

3.0 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivabilité de la fonction £, calculer
sa dérivée et dresser son tableau de variation.
a)fix—>—-xt+3x-2 | b)f:x—»x3-12 ;
c)fix— 2t —-at-1 d) fix 2t + 4.

3.d  Donnerla meilleure approximation affine da la

fonction [: x> 3 pourx « proche de 0 ».

3.b Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- 1+
 ivabilité de la fonction /; calculer En déduire une valeur approchée de e
semble de dérivabilité de la lonc rEHL 0,992 '
sa dérivée et dresser son tableau de variation. comparer le résultat obtenu avec celui donné
ax—-1 s 2t 7x +4 par une calculatrice.
dfige gy ¢ ARG |
afixr 1 ;d) [ x? -1 3.e “Dans chacun des cas suivants, utiliser une
e + ax approximation affine de fonction pour déter-
miner une valeur approchée de A, puis com-
3.c  Soit ABCD un rectangle de périmétre p. parer le résultat obtenu avec celui donné par
On désigne par x la longueur du cdté AB. une calculatrice.
1. g) Calculer, en fonction de x, l'aire sd(x) du a)A=/250002 ; b)A=(099997)5

rectangle ABCD.
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AN

Exercices

On rappelle que le plan est muni du repére (O, I, J}.

APPRENTISSAGE

Dérivation en x,

1 Dans chacun des cas suivants, calculer, en utili-
sant la définition, le nombre dérivé de la fonction fen Xy
a) flx)=—32% + 4x + 5, Kgels

b)) =222, 5 =1,

C}ﬂx}:—'%i] 't{!:: 1:

d) fix) = {2x + 5, x4=—

b3

2 Dans chacun des cas suivants, déterminer une
€quation de la tangente 4 la courbe représentative de la
fonction f"au point d'abscisse X

al fix) =22 - 3x -1, Xo=—12;

bfﬁ-’-‘l=x—3-:—1. -’-'n=1 ;

d] flx) = J2x -3, xy=2.

3 Soil fla fonction définie par flx) = (x—1)(2x—3)
et (€) sa courbe représentative,
1. Démontrerque : ¥ he R, 2 + k) =1 + 3h + 2R2,
2. En déduire que fest dérivable en 2 et calculer son
nombre dérivé en 2.
3. Déterminer une équation de la tangente (T) & (€) au
point d'abscisse 2.
4. Représenter (€) et (T) sur le méme graphique.

& Soit f1a fonction définie par flx) = 2-x o (€)
i s Jr+1
sa courbe représentative,
1. Démontrer que :

B f_ = = A
Yhe [H{\lgl.,‘[ 3+h)=f 3“'24!1—64'

2. En déduire que fest dérivable en - 3 el calculer son
nombre dérivé en — 3.

3. Déterminer une équation de la tangente (T) & (€) au
point d'abscisse — 3.

4. Représenter () el (T) sur le méme graphique.

5B Suil fla fonction définie par:
flx) = (x + —_3-_] sin (),
1. Démontrer que :

S -1 _
x-1

sin milx = 1)
v xe B*\[1], _TIET

2. En déduire que ['est dérivable en 1 et calculer son
nombre dérivé en 1.

1
—n(r + 3?]
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6 Soit [la fonction définie par fx) = v/ o ©
courbe représentative, 58
1, Déterminer I'ensemble de définition de f;

2. Calculer le nombre dérivé de [en 2 et donpg, b

équation de la tangente a (6) au point d'abscigse 5.

3. Calculer le nombre dérivé de fa droite en g gt donne

une équation de la demi-tangente a (%) au poiny dabe
cisse 0.

7 La courbe ci-dessous est la représentation gy,
phique d'une fonction /d'ensemble de définition }-3 . 2,

|

\
\

i\ Jf

410

i
KW

-

1. a) fest-elle dérivable en %— ?

b) fest-elle dérivable & gaucheen 1? en 2 ?

2. On suppose que fest dérivable en —%. en-1,en0
el & droite en 1.

a) Déterminer graphiquement f'(=1), £'(0) et le nombre
dérivé de [ droite en 1.

b) Déterminer graphiquement le signe de /(- %].

8 Soit f1a fonction définie par: flx) =x |x -3
1. a) Etudier la continuité de fen 3.
b} Calculer le nombre dérivé de fa droite et & gauche en
3. fest-elle dérivable en 3 7

2. @) Etudier la continuité de fen 0.
b) Etudier la dérivabilité de feno,

9 Soit fla fonction définie par :
{ S =x2-1, si x <1,

fix) =-——:’: } i vz,

1. Démontrer que fest continge en 1.

2. Etudier la dérivabilité de fen 1,

3. Délerminer une équation de la demi-tangente 3
gauche el une équation de Ja demi-tangente & droite & la
courbe représentative de Jau point d'abscisse 1.

10 Soit f1a fonction définie par :
{ M) =3 - 2¢, six<n,

) =2v+34 [x sixso.

1. Déterminer 'ensemble do définition de f.
2. Démontrer que la courbe représentative de / admel

une demi-tangente 3 gauche et une demi-tangente 3
droite au point d'abscisse 0.

Déterminer une équation de chacune de ces demi-tan-
gentes.
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Calculs de dérivées

11 Dans chacun des cas suivan
semble de dérivabilité de la fUllCtiDnJ‘;
sa fonction dérivée.

gl i) =-x*+3r+1 b}j{.t}-_-%...g_,:z*,ax._
o) fle) = (2% + 5)° oA flx) = (202 4 1)(3x— 12

ts, préciser l'en-
Puis déterminey

12 Dans chacun des cas suiy
semble de dérivabilité de la fonctio
qa fonction dérivée.

ﬂjﬂxlzﬁ b b) flx) =—

13 Dans chacun des cas suivants,

semble de dérivabilité de la fonction [, puis déterminer
ga fonction dérivée.

a) flx) = J2x -3 v b)) =2cix2 41,
dfW=x+1+lx  ; d)fix)= /z‘

— x %
18 Dans chacun des cas suivants, préciser |'en-
semble de dérivabilité de la fonction /. puis déterminer
sa fonction dérivée.

UJﬂI]‘-‘(%I] cos f11‘+%] i b) fix) = (sin3 x) lan .t ;

ants, préciser |'en-
N f, puis déterminer
Sx+32 2

dx+4 ¢ C}ﬁ't]‘:_zr—‘:—;.

préciser |'en-

o
15 Soit fla fonction définie par : flx) _Xix+ '.l.
2x—3
Préciser 'ensemble de dérivabilité de f; puis déterminer
sa fonction dérivée.

16 Déterminer la fonction polynéme du second
degré [telle que : f{0) =4, £°(0) = 3 et 1) = 3.

17 Soit a et b deux nombres réels. On considére
la fonction Sdéfinie par: flx) = ax + b + 3 1

1. Calculer les valeurs de a et b sachant que :
flz)=2 et f'(2)=0.
2. Donner une équation cartésienne de la tangente au
point d'abscisse 2 de la courbe représentative de f

18 soit /1a fonction définie par : flx) = l?-::%ﬁ
1, Préciser l'ensemble de dérivabilité de /| puis déter-
miner sa fonction dérivée.
2, Calculer les nombres dérivés de fen—1,0, 1 el 2,
3. Déterminer des équations des tangentes a la courbe
représenlative de faux points d'abscisses respeclives—1,
0,1et2

19 Soit /1a fonction définie par J{x) = /4 —x* et

(%) sa courbe représentative.
L. Démontrer que (%) est un demi-cercle de centre O,
dont on déterminera le rayon. Tracer ().
2. Préciser I'ensemble de dérivabilité de /; puis déter-
miner ga fonction dérivée.
3. Soit x; un nombre réel de l'intervalle |- 2 :‘2T-
a) Déterminer, en fonction de x,, une éguation de la
langente (T) & (6) au point M,, d'abscisse x.

) Vérifier que : (T) L (OM,).

20 Soit fla fonction définie par f{x) =
83 courbe représentative. )
L. Préciser |'ensomble de dérivabilité de / puis déter-
miner sa fonction dérivée.

l—zxet(:g}
x+3

2. a) Déterminer une &
point d'abscisse — 1,

b) Déterminer les points de (6) ot la tangente est paral-
lele & la tangente ay point d'abscisse — 1.

3. Démontrer que, pour toul nombre réel strictement

négatif m, il existe deux points de () o la tangente a
pour coefficient directeur m,

guation de la tangente 4 (%) au

Applications de la dérivation

21 La courbe ci-contre est la
représentation graphique dune T
fonc:tiun [ d'ensemble de définition
—-5;4].

;]u suppose que fest dérivable sur
=5 ;4[

1. Déterminer le signe de /' sur chacun des intervalles
l-5;-301-3;-11-1;1[]1;3[ et ]3 ; 4L.

2. Dresser le tableau de variation de /.

-

22 Dans chacun des cas suivants :
* préciser l'ensemble de dérivabilité de la fonction f;
* déterminer la dérivée de /et étudier son signe ;
* dresser le tableau de variation de /.

a) lx) =x2 + 1 : b}ﬂ.t]=.l:3-'l-3.xz+'l.
R =BEE  gypg. aE-tlro
e)lflx)=/2-3x f}ﬁ.r]:x—,f;.

23 Dans chacun des cas suivants :
* préciser I'ensemble de dérivabilité de la fonction f;

* déterminer la dérivée de /et étudier son signe sur l'in-
tervalle K ;

¢ dresser le tableau de variation de fsur K.
a) fix) = cos( - —2x) et K=10;x[;
bl flx) =sinx+cosx et K=)n;:nl;

1-13 3
V)= gy ot K=loinl

24 Dans chacun des cas suivants, utiliser une
approximation affine de fonction pout déterminer une
valeur approchée de A, puis comparer le résultat obte-
nu avec celui donné par une calculatrice,

1

= 5 . e

alA= [z;,{;{;?]i] ;o bla= {T0,0057
=3 -..—f—.—.._.. d F— { 4 i

o] A (T.0001)2 J A =sin (0,002)

25 On dispose d'une feuille de carton carrée de
cté 100 cm. Aux quatre coins de cette feuille, on
découpe un carré de coté x cm puis on plie le morceau
restant pour obtenir une bolte sans couvercle.

On désigne par V(x) le volume de cetle boite, exprimé

en cm?.

100 em
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1. a) Préciser I'ensemble des valeurs possibles de .x.

b) Démontrer que : V(x) = .x (100 - 2x)?, —
2. Etudier le sens de variation de la fonction V ainsi
obtenue et dresser son tableau de variation.

3. En déduire la valeur de x pour laquelle le volume de
la boite est maximum. Caleuler ce volume maximum.

APPROFONDISSEMENT

26 Soit a et b deux nombres réels. On considére
c+ b
la fonction fdéfinie par : flv) = ~3'f2:+1+
x
Déterminer a et b pour que la représentation graphique
de f:
* passe par A y A

* admette en A une tangente d'équation y = 4x + 3.

27 Soit a un nombre réel. On considére la fone-
tion [ définie par: flx) = 229 + ax? 4 3.
1. Déterminer a pour que la représentation graphique
de fadmette au point d'abscisse 1 une tangente parallé-
le & I'axe des abseisses.
2. Etudier les variations de la fonction ainsi obtenue et
Préciser ses extremums,

28 50it a, b et ¢ trois nombres réels, O considére
la fonction f définie par: flx) ='E2—+£ﬂ’.
cr? + 1
Déterminer a, b et ¢ pour que la fonction fadmette un
extremum en — 2 et un extremum, égal & 2, en 0.

29 Soita, b et c trois nombres réels. On considére

la fonction fdéfinie par: flx) = ai‘—*%'—c
_t‘-_

Déterminer a, b et ¢ pour que la représentation gra-
phique de [
* admette au point d'abscisse 0 une tangente parallgle
a l'axe des abscisses ;
* coupe (I'), courbe représentative de la fonction
A= — 2 +x + 5, au poinl d'abscisse 1 et admette en ce
point la méme tangente que (),
On dit que les courbes (€) et (I') sont langentes au point
d'abscisse 1.

30 Un nombre réel o est appelé racine double d'un
polynéme P si el sevlement si il existe un polyndme Q tel
que, pour tout nombre réel x, on a : Plx) = [x - of? Qfx).
Soit P une fonction polynéne et o un nombre réel,

On désigne par P’ la fonction dérivée de P,

1. Démontrer que P’ est une fonction polynémae,
2. On suppose que « est une racine double de P.
Démontrer que o est une racine de P,

3. On suppose que & est une racine de P et de P',
Démontrer que o est une racine double de P

31 1. Soit £, la fonction définie par: f;(x) = x = siny,
a) Etudier le sens de variation de f; sur R,
b) Calculer /(D) ; en déduire que, pour tout nombre réel
positil x, on a : sine < ¢,
2. 5oit /, la lonction définie par i) =1 i cogr,
a) Déduire de la question précédente le sens de varia-
tion de f, sur |,.

b) Calculer jé[n] » en déduire que, pour tout nombre Téel x,
ona:l- -‘é_‘ < COSX,
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3. Soit /; Ja fonction définie par : f(x) = x - i:_ 2
a) Déduire de la question précédente le seng e
tion de f; sur & .

b) Calculer /;(0) ; en déduire que, pour tout nombrg
positif x, on a : ¥ — &= S sinx,

4. Soit f; la fonction définie par :
};[.r] =1= -2—'+ 2—4-—cns.r.

a) Déduire de la question précédente le sens dq varis.
tion de f, sur R_. .

b) Calculer /(0] ; en déduire que, pour tout nombre pg) %

x
ona:cosr<1-— ?"' 24"

AL

Application
Dgguj:e des questions 1.b), 2.b), 3.b) et 4.b) un encaqy,,.

ment de sin (%) et un encadrement de cos (%-)

32 Soit u une fonction définie sur un interyyy,
ouvert K et x, un élément de K. On suppose qu'i] exis-
te un nombre réel a et une fonction o telle que, pour
tout nombre réel h tel que x, + h appartient Lona:

ulx, + h) = ulxy) + ah + hp(h) et iifuq;[h] =0,

1. Démantrer que u est dérivable en x, et détermingr
son nombre dérivé en x;.

2. Soit v une nouvelle fonction définie sur I. Op suppose
quil existe un nombre réel b et une fonction % telle que,
pour tout nombre réel h tel que x, + h appartient A1, on 4 ;

vix, + h) = vlx,) + bh + hy(h) et ljmnx(h] =0,

a) Démontrer que la fonction uv est dérivable €n x,,
b) Déterminer le nombre dérivé de up en x,

33 Soit f1a fonction définie par : flx) =i- x?,

On suppose que le repére (0, I, 1) est orthonormé ; on
désigne par (€] la courbe représentative de fet par (9)
la droite d'équation y = 1,

Soilx, un nombre réel et M, le point de (6) d'abscisse x,,
1. Déterminer, en fonction de Xy une équation de la
tangente (T,) A (€) en M,.

2. Soit H, le projets orthogonal de M, sur (@).

a) Démontrer que M,J = MgH,, puis que (Ty) est la
médiatrice du segment UHU].

b} En déduire une construction géométrique simple de
My et de (T,), connaissant H
Application

Construire géométriquement |les points de (4] dabs-

cisses respectives — 2 of 3, puis les tangentes & (€) en
tes points,

o

34 Soit fla fonction définie par flx) = — 2" + v +1
et (€) sa courhe représentative,
Soltx; un nombre rée] et M, le point de () d'abscisse xp-
L. Démontrer que Ja tangente (T,) & (%) en M, a une
€quation de la forme B={(-3x2+3x + 25" + 1.
2. ) Lcrire une équation dont les solutions sont les abs-
cisses des points d'intersection de (Ty) et (€).
b)Démontrer Que cetle équation peul s'écrire :
(r ~ )20 4 2x) =0,
¢) En déduire que (T,) et (€) ont en général deux points
communs,

Dans quel gag (T

t () n'ont- : int com-
it o) et (%) n'ont-elles qu'un po
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Etudes de fonctions

Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons mis en place les notions
de limites et de dérivées. Nous allons mainfenant compléter les
acquis de la classe de seconde et investir ces nouveaux outils dans
I'étude et la représentation graphique de fonctions numériques.

%nRﬂH

TeRZp3
3 H2

Volume de liguide dans le récipient en fonction de sa hauteur.
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: 5rd jables réelle
Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numEriques a voria s et le plap ot

muni du repére (O, I, J).
| Généralités sur les fonctions -

—1.1. Parité, périodicitée

mmmmmmm  Fonctions paires

On suppose que le repére (O, I, ]) est orthogonal.

La courbe (%) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction fdéfinie par : f{x) = 2% - 1.

L'ensemble de définition de fest Dtel que : D= R.
Ona:Vaxe Df.—.::e D,r

Nous dirons que Dy est symétrique par rapport a zero.
Deplus:Vaxe Dy, fl-x) = flx).

On dit que fest une fonclion paire.

e x f =x s

Les points M(j[x]) et M ( f[—.t]) sont symétriques par
rapport a l'axe des ordonnées.
L'axe des ordonnées est un axe de symétrie de (€).
Soit fune fonction d'ensemble de définition D,
On dit que la fonction f est paire si D)- est symé:

trique par rapport a zéro et pour tout x élément
‘de Df, on a: fl-x) = flx).

x Ol | -X

L e T S |

Le repére étant orthogonal, une fonction est paire si ef seulement si I'axe des ordonnées est un axe de
symétrie de sa courbe représentative.

Exemples

* Les fonctions x =k (k€ R), x> % x> |x| et x+> cosx sont des fonctions paires.
* La fonction /, définie Pcﬂiff[x] = 3x* — 2x* 4+ 1, est une fonction paire.
En effet son ensemble de définition R est symétrique par rapport & zéro et .
flex) = 3(-a) - 2(-x)? + 1 PP pour tout x élément de R, 0
=gxt-2¢8 41
= flx).

X i 1 )
* La fonction g, définie par glx) = =)t + 37" est pas une fonction paire.

En effet son ensemble de définition R\|[-3 ; 1) n'est pas symétrique par rapport a zéro.

B emargue

Lorsqu’une fonction /, d’ensemble de définition Dy, est paire, il suffit de I'studier sur |'ensemble Dy Ry
La courbe oblenue est ensuite complétée par symétrie par rapport & I'axe des ordonnées.
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poge==3 Fonctions impaires

Définition

Soit ff;mE fonction d'ensemble de déﬁhit{nn D
‘On dit que lg fpncﬁnn S est impaire si D, est
 symétrique par rapport a zéro et pour tout x
‘¢lément de Dy, on a: fl=x) = - flx).

o el i

Une fonction est Impaire si et seulement si I'origine du repére est un centre de symétrie de sa courbe
représentative.

Exemples
: 4 1 ’
» Les fonctions x—x, x> x?, x> T Tr*sinx et x+~ tanx sont des fonctions impaires.

+ La fonction f, définie par flx) = , est une fonction impaire.

e T
(xr—1)(x+ 1)
En effet son’ensemble de définition R\{- 1 ; 1) est symétrique par rapport 4 zéro et pour tout x élément

de R\|-1:1),0na:fl-x) & = 1_];‘ =
—x-1)(-x

:-...—.{__

(xr+1)x-1)

=~ flx).

« La fonction g, définie par g(x) =

1
x-Dx+3) n'est pas une fonction paire.

En effet son ensemble de définition R\(- 3 ; 1) n'est pas symétrique par rapport 4 zéro.

Eemarggg

Lorsqu'une fonction f, d'ensemble de définition Dy, est impaire, il suffit de I'étudier sur I'ensemble D, R,
La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie par rapport a I'origine du repére.

mmzmmm Fonctions périodiques

La courbe (%) ci-jointe est la représentation graphique de la fonction mantisse m,
définie par m(x) = x — E(x), ol E désigne la fonction partie entiere.
Soit D l'ensemble de définition de la fonction m.

s Déterminer D et vérifierque : Vxe D,x+1e D et x—1€D. IV MpOl o'
» Démontrer que : V x € R, E(x + 1) = Elx) + 1. M
En déduire que : V x € D, m{x + 1) = m(x).

On dit que m est périodique, de période 1. ) |

Soit t la translation de vecteur OL.
* Démontrer que : V M e (6), (M) € (€). . -
* En déduire que (@) est globalement invariante par la translation de vecteur OL

| Détinition

‘Soit fune fonction d'ensemble de définition D et p un nombre réel non nul.
On dit que fest périodique, de période p, si pour tout x élément de Dpx-p et x+p appartiennent

4D, et flx+p) = flx).

Une fonction f est périodique, de période p, si et seulement si sa courbe représentative est globalement
—>

invariante par la translation de vecteur pOL
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Exemples
* Les fonctions cosinus et sinus sont Périad“_luge P
» La fonction tangente est périodique, de pério ﬁ.itiuﬂ D de cette fonction, x + T et x=mapp
En effet, pour tout x élément de 'ensemble de défin 2

H + — tal‘l X. AT _1_:-
nentd Detona:tan (x +7) n ) est périodique, de période 3

* La fonction f définie par flx) = sin (3:: -5
x— N o x4+ 2-%‘- apparﬁennenl aR

5, de pél'il;"de 2r.

En effet, pour tout x élément de B,

etona :j(,r+ %):ﬂn (3(_1:4.2_—;)_ %),-: sin (3,:— %’-)-‘»ﬂ-t].

B emarqgues

» Si p est une période de f, alors k p (k€ 2°) ¢
« Lorsqu'une fonction f, d’ensemble de définition Dp est p
un ensemble de la forme Dy [a ; a+ pl. La cour be obtenu

=

tions de vecteurs pfﬁ et —pOL

. ; une période de f. e :
Z%) est ussl WWE B o de période p, il suffit de I'étudier sy

e est ensuile complétée en utilisant les transly.

s~
1.2, Eléments de symétrie

poommm Axe de symétrie

On suppose que le repére (0,1, ]) est orthogonal.
Soit fla fonction définie par flx) = — x% — 2x + 3 et (€) sa courbe représentative.

On se propose de démontrer que la droite (4), d'équation x =—1, est un axe de symétrie de ().

1™ méthode
Soit O' ;'l le point d'intersection de la droite (A) avec I'axe des abscisses. :
Soit M un point du plan ; on désigne par [x, y) et (X, Y) ses coordonnées '\ 4
— —

respectives dans les repéres (O, 1, ]) et (0’, OL O]). () /(8)
* Démontrer que '{I=X_1

q ? y = Y l -__3 '6'-5“ "J I
* En déduire que: Me () & Y=-X?+4. / O'-;O\
» Vérifier que la fonction g:x+—x? +4 est paire. Ol
= Conclure.
2¢ méthode

e« Démontrer que, pour tout nombre réel htel que—-1+ he Dy,

ona:-1-he D, et fi=1 + h)=fi-1-h).

» Conclure. : .
LBg ol \

-1-h -1+h

= T, = i S s e

L E 2 — : 1
M | Soit f u_na fgn[:tiun et (6] sa.cou:ha 'repnés'lentat_ive dans le plan muni du repére orthogonal (O, L]]l
- r:f d‘;ﬁ;ﬂﬁiﬂﬂﬁﬁ;} te (A) d'équation x = @ est un axe de symétrie de (%), on peut utiliser
|'_ » Démontrer que, dans le repére (O, ol, (_}ﬁ avec 0-(0)' (€) est :
! la représentation graphique d'une fonction paire, <
| * Démontrer que pour tout nombre réel h tel que a + he D
‘ona:a-he D, et fla~h)=fla+h). »
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gomnemm Centre de symétrie

it f1la fonction définie par = X—=3
Sﬂll f p j{-t] -‘.'_-__-2 et [CG] s5a (:u‘l_u-be feprésentative,

ropose de démontrer : of2
On se prop que le point O (1) est un centre de symétrie de (%).

jﬂnﬁmmk_
Soit M un point du plan ; on désigne par (x, y) et (X, Y) ses
coordonnées respectives dans les repéres (0, I, ) et (0, G, O] |
=X Sy :
oo {2252 o L4
= = )
o En déduire que : M€ (€) & Y = _1? . CJJ OloL—
I 1]
’ : ; 1 n '
o Vérifier que la fonction g: x ~ est impaire, E
« Conclure. |
2°¢ méthode e)|:
» Démontrer que, pour tout nombre réel htel que 2+ he D E
_ fl2=h) +f2 + h) 7 M i ;
OnE.Z—hE Df Et 2 _ 1. ?_-.:.__-'q.::_-:_'_;r____*_g';_, _____ M 1o
: J N 1 /;:-.-".'-T-'
» Canclure. 2+h O| | ‘2/ 9k

| Soit fune fonction et (4) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthogonal (O, 1, ]). |
Pour démontrer que le point 0'(‘;) est un centre de symétrie de (), on peut utiliser I'un des pro- |
- cédés suivants.

- * Démontrer que, dans le repére (O, 61’ E_)ﬁ. (6) est la repré-
sentation graphique d'une fonction impaire.

* Démontrer que pour tout nombre réel h tel quea + h e Dy,
ﬂa—h]+f[a+h)_b
- =b.

ona:a—-he Df et

—.1.3. Notion d’asymptote

smmmmm Asymptotes paralléles aux axes du repére

La courbe (6) ci-contre est la représentation graphique de la fonctlion f définie par: flx) = _uzix—+32'

*Ona:limflx)=-1.

X=)+t -

Pour tout nombre réel x distinct de % on désigne par M et N les
points d'abscisse x appartenant respectivement a (€) et & (A).

Ona: NM = flx) + 1 ; donc : lim NM =0. O/I

X—4om

M|
=

Soit (A) la droite d'équation y =— 1. ]

=z

- ———-

On dit que la droite (4) est asymptote a la courbe (%). S

=

*Ona: limaﬂ_t]=-°°. (A")
= =
2
On dit que la droite (4’), d'équation x = =, est asymp

courbe (6).
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Détinitions

Soit f'une fonction et (€) sa courbe représentative. hid k70 ; . i
* Lorsque f'a une limite finie [ en +< ouen - <, on dit que la droite d'équation y =1 est, Sym
tote a la courbe (). g .
* Lorsque f'a une limite infinie 4 droite ou i gauche en x,, on dit que la droite d'équation x= e
asymptote a la courbe (). h

Exemples

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique

de la fonction f définie par : flx) = ﬂx;lz i

*Ona:limflx) =1et lim flx)=-1.
=3 {[ﬁ X —r{[m) J } .--""""'._.-—._-_
Les droites (A) et (A"), d'équations respectives (A% of i/

¥=1 el y=-—1,sont donc asymptotes a (€). =~
*Ona:limflx) = — e, \ (€)
=0

L'axe des ordonnées est donc asymptote & ().

mmmemmm Asymptotes obliques

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f définie par : flx) = =

; _x*-3 x2-4 1
Ona:fix)-(x+2)= e e
On en déduit que : lim [fix) - (x + 2)] = 0.
Soit (A) la droite d'équation y = x + 2.
Pour tout nombre réel distinct de 2, on désigne par M

et N les points d'abscisse .x appartenant respective- - 1]
ment a (€) et & [A). / /\

hovis - ol
Ona: NM = flx) - (x + 2) ; donc : lim NM = 0. /
X =4

On dit que la droite (A) est asymptote & la courbe (6).

z

DY DR S,

Détinition
' Soit f une fonction et (€) sa courbe représentative,

Lorsqu'il existe une fonction affine x — ax + b, telle que la fonction x > flx) — (ax + b) a pour limite
‘0en + o ouen --cs, on dit que la droite d'équation y=ax+ b est asymptote a la courbe (). ‘

EGH’IEI’QUES

» Le signe de NM donne la position de la courbe (@) par rapport a son asymptote.
* Une courbe d’équation y = ax + b + g(x), ot g est une fonction de limite nulle en + o ou en — e, admel
la droite d'éguation y = ax + b pour asymplote.
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Exemples
La courbe (‘6) ci-contre est |a représentation
graphique de la fonction f définie par : \-/

P-x+1

=— -2 J-
== (a)
-Ona:b'xeﬁ';.j[x)='r—z—2r_+._1_2 Y
x
=x—-3 +—1-.

Dong, lim [flx) = (x-3)] = 0.

X3 4 0a

La droite (A), d'équation y = x — 3, pst asymptote a ().
Deplus,ona:Vaxe R% flv)=(x-3)>0 ; dong, (€6) est « au-dessus » de (A) sur R*.
e(Ona:Vaxe R:, fl:.l] =—-sz—_—i-—ﬁ—l — == _1_

=

Donc, lim [f{x) - (-x-1)] = 0.

L=y —mm

La droite (A"), d'équation y = — x — 1, est asymplote a ().
De plus, ona:Vxe R*, flx) - (~x—1)> 0 ; dong, (€) est « au-dessus » de (A') sur R*.

WExercices B A T

l.a  Dans chacun des cas suivants, étudier la parité 1.d  Démontrer que la droite d'équation x = — 1 est
de la fonction f. un axe de symétrie pour la courbe représentati-
a)f:x—>x"(neN*) ; b)fix+—-2 ; ve de la fonction /2 x> 2% + 4% + 6?4+ 4x 43,
c}f:x'—w-z x.t:"" : cﬂj':.t'-—bi"'—il.

& l.e Démontrer que le point !1(; est un centre de

1.b  Dans chacun des cas suivants, démontrer que symeétrie pour la courbe représentative de la
la fonction fest périodique, de période p. fonction [': x ~» -
al]fixwsinfx, p=x / x=1
b] [ x> cos® (% ), p=2mn. 1.F  Déterminer deux asymplotes 2 la courbe repré-

1
e

sentative de la fonction [ x> 2 + 3 —
l.c Dans chacun des cas suivants, donner trois ®

périodes de la fonction f. 1.g Démontrer que la droite () d'équation y = 2r + 5

x ; ; n(2x)
a)fix—cos(3) b)f:xr>sin(Zx) est asymptote 4 la courbe représentative de la
z 2
¢)f: x> sin (5x +%] ; d)f: x> cos(4x—F). fonction f: x = 2%—1
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_Q ronctions polynomes, fonctions iy
| ratlonhelles s s e LI S 7 _____h_m

__9.1. Etudes de fonctions polynomes

mmamm Etude de la fonction f: x — —121‘2 +2x

Ensemble de définition

La fonction fest un polyndme ; elle est donc définie et continue en tout élément de R.

Dérivée et sens de variation
La fonction fest un polyndme, elle est donc
Ona: f'(2)=0
['(x)>0 & x<2;donc, fest croissante sur |—ee; 2[;
f'x) <0 & x> 2;donc, [est décroissante sur ]2 ; + eaf.

Etude aux bornes de I'ensemble de définition
Ona: lim flx) = lim (-%12) =—o et lim flx) = lim (—E.t‘z) = —ea,

dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f* : x> —x 4 3.

Eidow  apere XS4 TorEw
Tableau de variation Courbe représentative
X — oa 2 + oa
/(%) FEEE T cl
2 -y V&,
fx) _ / \
o |
Table de valeurs / %
¥ |—1lo|3|2|B|4|5 /f \\
fo) |-2| o -3— 2 % 0 -% \

La courbe représentative de la fonction f est une parabole. Le point de coordonnées (2, 2) est le sommet
de cette parabole et la droite d'équation x = 2 est son axe de symétrie.

pemmmm Etude de la fonction g : x— %-— 241

Ensemble de définition
La fonction g est un polyndme ; elle est donc délinie et continue en tout élément de [.

Dérivée et sens de variation

La fonction g est un polynéme, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g'ixr>xt-28

Ona:Vaxe R, gx)=x{x-2)

Ainsi : ¥V x e J-ee; 0[W ]2 ; + ee, g'{x) > 0 ; donc, g est croissante sur chacun des intervalles J—oo; O[ 6t 12+ =l
v xe ]0; 2], g'(x) <0;done, g est décroissante sur Iintervalle Jo ; 2[.

Etude aux bornes de l'ensemble de définition
x?

X R ; :
Ona: lim g(x) = lim Sy lim g(x) = lim =
o= Xy =on L£— e .r—>+u-=3

= =+ oa,
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Tableau de variation

ublea : Courbe représentative
r | —oo 2 + oo ] ]
"] ; g
q'(x) * U " T\+ I
e
: = M8 =]
+ oo e
Wl 1 T ] /im
— &0 3 ____-—
(- — | & ‘\.\n
Table de valeurs ™
] Of | 1] B
(= [-t]o]1]aT3] /
5 [ L 11-1

re suggere el o ;
La figure sugg n démontre que le point Q de coordonnées ( I,%} est centre de symétrie de la courbe.

pmemmm Etude de la fonction fy : x s — »-x

Ensemble de définition

La fonction h est un polynéme ; elle est dong définie et continue en tout élément de R.
Ensemble d’étude

On remarque que : V x € R, h(- x) = h(x)

Donc h est une fonction impaire et 1'origine du repére est un centre de symétrie de sa courbe représen-
tative. On peut restreindre 1'étude de cette fonction R,.

Dérivée et sens de variation
La fonction h est un polyndme, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction h'ixr—>—32%2-1.
Ona: Vxe R, h(x) <0;donc h est décroissante sur R,.

Etude aux bornes de [0 ; + oof

Courbe représentative
Ona: lim A(x) = lim —x% = — ¢,

i \
Tableau de variation "'
X 0 + oo r,gh“'\
R(x) - N[
0
o BN
B \
Table de valeurs \\
x 0 1 2
gx)| o0 -2 |-10

M " Pour étudier une fonction £, en I'absence de consignes particuliéres, on peut adopter le plan suivant.
 * Déterminer l'ensemnble de définition et étudier la continuité de fen tout point de cet ensemble.
» Signaler Ja parité ou la périodicité éventuelles de fet en déduire une réduction de lensemble d'étude.
"« Déterminer 'ensemble de dérivabilité de £, calculer sa dérivée et en déduire le sens de variation de /.
o Btudier Io cnmpm,'tement de faux bores de l'ensemble d'étude etendﬁmm Jes éventuelles asymptotes.
" » Regrouper les résultats ainsi obtenus dans un tableau de variation .

» Tracer la courbe représentative de /; aprés avoir éventuellement dressé une table de valeurs.
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__ 9.9 Etudes de fonctions rationnelles
—y |
mmmmmm Etude de la fonction /1 x> 22—;'5

Ensemble de définition
3
Ona:Dy=R\ 5|

en tout élément de D
La fonction fest une fonction rat !

ionnelle ; elle est donc continue

Dérivée et sens de variation

La fonction fest une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur Dy

s - : 3 2
et sa dérivée est la fonction /"1 x> ——— -
(2x-3) 31 ur]—'+m[
Ona:Vaxe Dﬁf'(x] > 0. Dong, fest décroissante sur |—°° -'2'[ B z" '

FEtude aux bornes de I'ensemble de définition
Ona:lim/flx)=1 et limfix)=1.

X =3 = oo X =+

Donc, la droite d'équation y = 1 est asymptote & la courbe représ
Ona: hm flx) =+ et ]imaﬂ-l'l=—"°-
e 7

_|._
SgE
< >

Dong, la droite d'équation x ='3§ est asymptote

Tableau de variation

entative de [0

4 la courbe représentative de /.
Courbe représentative

f'lx) 4 + ,i'
4 ea 1
1 — o0 I

'] =T aials

Table de valeurs (837
v |=Bl=F| B | YT | %[ & ]| DB O |13
8 6 4 2 4 6 Qf
@7 l5|3(2]|°|5|5]|7 l;'

La courbe représentative de la fonction fest une hyperbole, Le point d'intersection des asymplotes est son
centre de symélrie.

Vocabulaire
Les fonctions non constantes de la forme x> ££% 3 ol ¢ # 0, sont appelées fonctions homographiques:
pommss Etude de la fonction g : x — Lpda 2

e 2 x+1

Ensemble de définition

Ona:D, = R\ [-1]

La fonction g est une fonction rationnelle ; elle est donc continue en tout élément de D

Dérivée et sens de variation g

o5 fﬂnCtE;ﬂ 2}'[3.zl+11;ﬂ fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur D, et sa dérivée est la fonctio?
(x + 1)2 '

Ona:g'(1)=g(-3)=0.

g ix—
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VYXE Jreei=3[ulli+ e g'(x) > 0; donc, g est croissante sur J-e;—3[etsurJ1; +eel.
vrel-3:-1[V]-1;1[,¢'(x) < 0; done, g est décroissante sur = 3'; —1] et sur ]—'1 (B
Ftude aux bornes de I'ensemble de définition

lim gle) =+ et lim g{x) =~ . De plus : lim —2_ = |jm -2 =0

r—= == X =% # oo x‘_)_“x_i_ ;_++,,I+

P . =t G
Donc, la droite d équa.lmn Y =7 X+ estasymptote  la courbe représentative de g.
lim g(x] =—o gt lim glx) = + o,
=1 X ==
< >

Donc, la droite d'équation x =—1 est asymptote 4 la courbe représentative de g.

Tubleau de variation Courbe représentative
! T
gix)| + 0 - - 0 + >
_I ‘ [§1] /-"/
1 + o0 | + oo \ ;. :;/
g | AN N =
e S 3
4 (2
i)
L~
Table de valeurs ol
x |=G|=8|=2|0|1]38 ;ﬁ*” \

flx) [-1,6( -1 |-1,5/35| 3 |35

La figure suggeére et on démontre que Q(_,f), point d'intersection des asymptotes, est un centre de symé-
trie de la courbe.

923 Travaux dirigés

smmmmm Résolution d’une équation par dichotomie

La courbe (‘€) ci-contre est la représentation graphique de la 1\
fonction f définie par : flx) = %13 +x%-3x-5, [ ] ) (€)
1°) Utiliser ce graphique pour conjecturer le nombre de solu- \ |
tions de I'équation f{x) = 0 et donner un encadrement a 1 prés de \ = 7
chacune de ces solutions. iy T 12\ 3 I:
/
/
|

2°) a) Démontrer qu'il existe un nombre réel ot fel que : 2 <o <3

2l :

2 1 \
f
|

b) Calculer [ (2 ; 3) et en déduire un nouvel encadrement de o.

3°) En utilisant la méthode précédente, déterminer de proche en
proche un encadrement i 107 prés de o.

Solution

1°) Le graphique permet de conjecturer que 1'6quation flx] = 0 admet trois sclutions a, B et y telles que :
2<o<d;-2<P<-1et -5<y<—4

Les nombres a, B et y sont les abscisses respectives des points d'intersection de () et de I'axe (OI).
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2°) a) Pour tout nombre réel x, on a : f'(x) = % + 2x = 3.

Vxe ]2:3[ [ '[x) > 0; donc, fes! strictement croissante sur Jz ; 3.
De plus : fi2) =- -17331 et f{3) = 4 ; donc 0 admet un antécédent

b)On a :j(2 +23

Un raisonnement analogue au précédent nous pe
3°) On utilise la méthode précédente et on obtient,
drements suivants o1 a et b désignent les bornes des enca

) = f2,5) = — 1,041.

aetunseultelque: 2 <a <3,

rmet d'en déduire que : 2,5 <@ < 3.
de proche en proche et avec une calculatrice, les enca.
drements successifs :

i b gl_;_s!} f(g_:%‘_b) Encadrement de o

2 3 2,5 -1,041 256<a<3

25 3 2,75 1,24 25<a<2,75

2,5 2,75 2,625 0,045 2,5 <@ <2,625

2.5 2,625 2,562 5 -0,512 2,5625 < < 2,623
2,562 5 2,625 2,593 7 - 0,237 2,593 7 < 0. < 2,625
2,593 7 2,625 2,609 3 - 0,097 2,6093 <0< 2,625
2,609 3 2,625 2,617 1 — 0,026 2,617 1 <0 < 2,625
2,617 1 2,625 2,621 0 0,009 26171<0<2,6210
2,617 1 2,621 0 2,6191 — 0,008 26191<0<2,6210
2,617 1 2,621 0 2,6201 0,000 3 26191 <a<2,6201

WE XCTCICOS B o s i

2.0 Soit [la fonction définie par : flx) = — 23 + 322 2.c  Soitfla fonction définie par : flx) =":: %
1. Etudier /et construire sa courbe représenta- 1. Etudier f et construire sa courbe représenta-
tive (6] dans un repére orthonormé tive (€} dans le plan muni d'un repére ortho-
(unité : 1 cm sur chaque axa). normeé.
2, Démonlrer gue le point O ; est un centre de 2. Résoudre graphiquement le systdme d'inéqua
symétrie de (€). Donner une équation de la tan- tions : 0 < _f—:% <4,
gente a (‘¢) en ce point et tracer cette tangente, Retrouver les résultats par le calcul.
3. Construire, sur le méme graphique, la courbe
représentative (T) de la fonction g définie par : 2d  soit f1a fonction définie par :
glx) =22 |3 ~ xl. - 2
fixy=—a+1+ .
-x+1

2b

Soit f1la fonction définie par ; flx) = - 322 + 2.
1. Etudier fel construire sa courbe représentative.
2. Délerminer, graphiquement el suivanl les
valeurs du nombre réel m, le nombre de solu-
tions de l'équation flx) = m.
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1. Etudier /et construire sa courbe représenta-
tive (€) dans le plan muni d'un repére ortho-
normé,

2. Démontrer que le point n@ est un centre de
symétrie de (€).



www.biblio-sciences.org

3,1.. Fonctions circulaires

— Etude de la fonction sinus

gnsemble de définition

La fonction sinus est définie et continue en tout élément de R.

Ensemble d’étude

a fonction sinus est périodique, de période 2 ; donc il suffit de I'étudier sur [~ ; 7.
1 fonction sinus est impaire, donc on peut réduire l'intervalle d'étude a [0 ; =l.

périvée et sens de variation Tableau de variation
La fonction sinus est dérivable sur R et sa dérivée est la * | o I m
fonction cosinus. On en déduit que la fonction sinus est &
groissante sur [0 } -g-] et décroissante sur [ % . ,t]_ cos X + g 5

5 1
Courbe représentative L ﬂ/ B

Remaraues

« La courbe représentative de la fonction sinus est une sinusoide.

» Les points de coordonnées (kn ; 0), k€ Z, sont les centres de syméirie de la courbe.

» Les droites d'équations x = T 4k, ke Z, sont les axes de symétries de la courbe.

» La tangente en O a la courbe est la droite d'équation y = x. La courbe est au-dessous de cette droite sur
[D : 325] et au-dessus sur [——fz£ ; 0], (Cf. chapitre 12 § 2.4.)

s La fonction sinus n'a de limite ni en + ==, ni €N — 2.

nopmsm  Etude de la fonction cosinus

Ona:Vxe R, cosx=sin(x+ %}
On en déduit que la courbe représent
de la fonction sinus par la translation

ative de la fonction cosinus est 1'image de la courbe représentative
de vecteur — %OI. (CE. chapitre 9 § 3.2.)

on cosinus est une sinusoide.

* La courbe représentative de la foncti
* Les points de coordonnées (%+ k7 0), k e Z, sont les centres de symétrie de la courbe.
» Les droites d'équations x =k, k e Z, sont les axes de symétries de la courbe,

» La fonction cosinus n'a de Jimite ni en + =, ni en — .
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memmmm Etude de la fonction tangente

Ensemble de définition 1
; Liknmkel
L'ensemble de définition de la fonction tangente est IR\{ g T }
nsemble.

Cette fonction est continue en tout point de cet e :
Ftude aux bornes de [U : 5[

Ensemble d'étude

PR T : - 1 tan x =+ =
La fonction tangente est péricdique, de périodem, Ona: ll_n,l L
: T
on peut donc I'étudier sur ]— % ; E[ <

. L
Donc la droite d'équation &= est asymptote 4 I

La fonction tangente est impaire, donc on peut réduire
courbe représentative de la fonction tangente.

i : gfe &

l'intervalle d'étude a [[] i 5 [
, résenlative

Dérivée et sens de varialion Courbe rep

La fonction tangente est dérivable sur son enssmblg de
définition et sa dérivée est la fonction x+ 1 + tanx.

On en déduit que la fonction tangente est strictement

3 L] 1_.:-
croissante sur [0 Py [ s it "
Tableau de variation _3r 0] 3n
o 2
X 0 “E‘ 2
1 + tan®x +

/’—V + oo
tanx 0
BEI’HEI’QUES

* Les points de coordonnées (k %: 0), ke Z, sont les centres de symétrie de la courbe.

* Les droites d'équations x =% + km, k e Z, sont les asymptotes de la courbe.

* La tangente en O a la courbe est la droite d'équation y = x. La courbe est au-dessus de cette droite sur
[n ; 325[ et au-dessous sur }--’-zt- : l]]. (Cf. chapitre 12 § 2.4.]

_3.2. Exemples d’'études de fonctions trigonomeétriques

ppammm Etude de la fonction £: x — 2 sin (%_,_ %)

Ensemble de définition
La fonction fest définie et continue en tout élément de R.

Ensemble d’étude

La fonction f est périodique, de période 4n ; en effet : Vx e B, flx + 4n) = 2 sin (%... 21 +%) = flx).
On peut donc réduire 'étude & I'intervalle [-2n; 2x].

Dérivée el sens de variation

La fonction fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction / : x — cos (i_,_ﬁ )

Ftudions le signe de /'(x) pour x € [-21; 2x). 2 4

f'ix)=10 & cos (%+7;£)=D

X, x__ T X, T_x
W gty W oTeTg
3n -
o A B S
foncti t croissant Sur[—-s—“-f-] décroissant dn T
La fonclion f est croissante 7' g roissante sur [— 21:;-—?] et sur[-é- ;2:1].
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Tableau de variation

£ L _an S e
X 2r z _Izt_ -
@l - 0 + ¢ =
‘ o
M | & o

memm=m Etude de la fonction g : x s 2 sin

Ensemble de définition

Courbe représentative

La fonction g est définie et continue en tout élément de R.

Ensemble d'étude

La fonction g est périodique, de période 27 -
en effet : Vxe R, glx + 2x) = 2 sin (x + 2m)

On peut donc réduire 1'étude & l'intervalle [0 ; 2x].

Dérivée et sens de variation

La fonction g est dérivable sur R et sa dérivée

est la fonction g' : x — 2 cos x - 2 sin 2x.

Etudions le signe de g'(x) pour x € [0; 2x)].

g'(x) = 2 cos x + 4 sin x cos x

=2cosx(1-2sinx).
an

¥
cosx=0 & x=— ou x=—,
2 2

1-2sinx=0 & .1'=% ou x=-—="/"

Tableau de variation

x |0

- +

o-{raid
L c..mi?.‘

g'(x) +

|w o-mfA

\|/ \|

glx)

X+ cos 2x

+ €058 (2x + 4r) = 2 sin x + cos 2x = g(x).

b T an
¥ |0 5 » g F X
cas X + + 0 = - 0 +
1-2 sin x 0 - - + +
- : :
g'(x) + 0- 0+ 0 -0 +

Courbe représentative

Démontrer que la droite (A}, d’équation y =%, est un axe de symétrie de la courbe (‘ﬁgj.

WE X @I CICeS BHLr A s o A o o o

3.0 Déduire, de la courbe représentative de la fone-
tion sinus, la courbe représentative des fonc-
tions suivantes. 2
a}stin(xd-s—:}E) - b}_rn—a-sin( __);
¢) x = sin (—23—5‘.1') ¢ d) x> cos (.t+ 3]
e,l.rr-—rcos(éﬁﬁﬁ ) ¥ fJmes{er?

3.b Déduire, de la courbe représentative de la fonc-

tion tangente, la courbe rep
fonctions suivantes.

résentative des

ﬂ}.t'—rmn(,r+1;-) g bj.rHtan( —%}:

¢) x — lan (—-E- —x) ; d}.r-—)tan(.r—%)+ 1.

Pour tout nombre réel x, exprimer cos x + sinx

en fonction de sin (I+£).

En déduire la courbe représentative de la fonc-
cos.x +sinx

tion x —» e 4 partir de celle de la

b
fonction sinus.
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N\

_ Exercices

Le plan est muni du repére (O, I, J).

APPRENTISSAGE

(Généralités sur les fonctions

1 Chacune des courbes suivantes est la représen-
tation graphique d'une fonction f: [-2:2] = B.

a} b il
] -y
=2 |0 I 2 -2 0] 1|2
o 11/ d T
= 0N 27 ¥
I EIV/E:
/]
f
Dans chaque cas, dire si la fonction fest :
_ —paire ;
— impaire ;

—ni paire, ni impaire.

2 1. Voici une partie de la courbe représentative
d'une fonction paire, définie sur [ 5 ; 5],

[

Compléter la courbe et donner le tableau de variation
de la fonction.

2. Voici une partie de la courbe représentalive d'une
fonetion impaire, définie sur [- 5 ; 5].

N J /__

280 Etudes de fonctions

Compléler la courbe et donner le tableau de variatigy
de la fonction.

3 Dans chacun des cas suivants, étudier la paritg
de la fonction f sur son ensemble de définition,

_ 7+t
a;‘j{xl=x—-}_— ; b)ﬂx].,:ltz__i :
¢) flx) = x |l -  dlfix) =27 |« i

) fle) = le— 2| + lxk+2l i fIflx)= |x+3|_|x_3|f

B Dans chacun des cas suivants, étudier la parits
de la fonction fsur son ensemble de définition.
a) flx) = cos 3x B fe] = st
¢) fix) =sin 2Zxcos x  ; a'jﬂx]:slm 3x sin 2x;
el flx) =1 +cosx ; Jfix)=sinx—1;

Cos x,
g ) = SL0E b fl) = S8
: cas x -1 D fly) = SX
D=5 gz T -t

B Les fonclions suivantes sont-elles périodiques ?
Si oui, en ?réciser une période. :
a) x +> sin‘x o b)x+> x—sinx ;
¢) x> sin (x%) ' d} & — sin x + sin Zx

g x> ﬂchusz,(%).

1+sinx

6 Le repére (0, I, J) est orthogonal. g
a) Tracer la courbe représentative de la fonction f, définie
par : flx) = | + 1| + |x + 5].
b) Démontrer que cette courbe admet un axe de symétrie.
n Le reptre (O, 1, ]) est orthogonal.
Démontrer qie la droite d'équation x = zl est un axe de
symétrie de la courbe représentative de la fonction g,
M. i s %
defimig par cglt) = e e
8 Le point g est-il un centre de symétrie des
courbes d'équations suivantes ?

dy=3+-1-" . by=30x-2);
c}y=-g-;—x o H d)y:[.r._l_zla‘i’a.

Fonctions polynémes

' 9 Dans chacun des cas suivants, étudier la fonc-
tion fel tracer sa courbe représentative.

a) flx) = 2x* = 3x 4+ 1 . b)flx) =—x*+3x;
dfi)=-1 P rxe2 d}ﬂ;p%ﬂ..u-t

10 1. repére (O, I, ]) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction :
x> x2— x4+ 5,
b) En déduire la courbe représentative de la fonction
x s | — Bx + 5|,
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11 Lo repére (O, 1, ]) est orthogonal.
aJTracer la courbe représentative de la fonction :
X —x? 42y i
b) En déduire la courbe représentative de la fonction :
S

_1! Etu-dier et tracer la courbe représentative des
fonclions suivantes. :

a)x = - X7 4 2% + 5x ; bjx—2x3 4+ x:
¢} = max (= + % + G 21 4 ), ‘

13 1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour
que la parabole d'équation y = ar? + br + ¢+

* passe par le point ﬁ(f'a) '

* ail un sommet d'abscisse — 1 ;

* admette, au point d'abscisse 1, une tangente de coef-
ficient directeur 4.

2. CD{:IStﬂIiIE les courbes représentatives (€) et (€') des
fonctions f et g respectivement définies par :

fl)=a% + 2r—3 et glx)=1-a2,

Déterminer les coordonnées des paints d'interseclion, B
et D, de (€) et (). '
3. Donner une équation de la droite (BD).

4, Etudier graphiquement le signe de :

Plx) =22+ 2x =3 —=[1-x3).

~ [Fonctions rationnelles

18 Dans chacun des cas suivants, étudier la fone-
tion fet tracer sa courbe représentative.

aJﬂx):l—Ilz i b}ﬂx]:%— H
Ifi=x-1-2  df=x-2-25..

15 Le repére (O, 1, ]) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction :
—Zx+3
=¥ [l
x+2

b) En déduire la courbe représentative de la fonction :
Zr+ 3
—x+ 2

X =

1—4x?
16 Soit fla fonction définie par : flx) = g

a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ lels que :
Vxe B\(2), flx) = ax + b + 50—
b) Etudier la fanction el tracer sa courbe représentative.

. 2t +2r—1
17 Soit g la fonction définie par : glx) =

a) Déterminer les nombres réels a’, b’ et ¢ tels que ;

Yxe R\[%],g{x} =ax+l +2.'_x%1'
b) Btudier la fonction g et tracer sa courbe représentative.

18 1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour

s h
que I'hyperbole (#) d'équation y = ﬂ::: =

* ait le point 02 21 comme centre de symétrie ;

» admette, au point d'abscisse 1, une langente paralléle
a la droite d'équation y = —.x.
2. Construire (¥).

Fonctions trigonométriques

190 repére (O, I, J) est orthonormé.
Soil la fonction [: x = cos 2x.
a) Etudier [et conslruire sa courbe représentative (€).
b) Déduire de (€] la courbe représentative des fonc-
tions suivanles :

Ji i x> cos (2.1’+%) i Jpixrcos (2x+%}+ %

20 Le repére (O, I, ]) est orthonormé.
Soil la fonction g : x — sin 3x,
a) Etudier g et construire sa courbe représentative (6g).
b) Déduire de (€,) la courbe représentative des fonc-
tions suivantes :

g rxmssin(3x—7) 1 gpixr>2+sin (% -3x).

21 Le repere (O, 1, J) est orthonormé,

. Soit fla fonction définie par : flx) = 4 sin®x.cos 2x.

On désigne par (%) la courbe représentative de £

1.a) Démontrer que fest périodique, de période .

b) Démontrer que la droite d'équation x =% est un axe
de symétrie de (‘).

2.a) Démontrer que !

Vxe R, /(x) =4 sin 2¢ (1 — 4 sin®x), =

b) Dresser le tableau de variation de fsur [0 : E]

dm 3w
3. Tracer [€) sur [——2- H T]
22 Le repére (O, L, ]) est orthonormé.
Soit f1a fonction définie par : f{x) = 2 sinx + sin 2x.
On désigne par () la courbe représentative de f.
1. Démontrer que fest impaire et périodique, de période 2x.
2, Démontrer que :
Ve R f'(x)=2(2cosx-1)cos x +1).
3. Dresser le tableau7da variation de f/sur [0 ; .
n, 7K
4, Tracer (*€) sur [— e
23 Le repire (0, 1, J) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par: flx) =—2 cosx— 2 cos 2x.
On désigne par [6) la courbe représentative de f.
1. Démontrer que fest paire et périodique, de période 2n.
2. Démontrer que : ¥V x & B, f'(x) = 2 sinx (1 + cos x).
3. Dresser le tableau de variation de fsur [0 ; x].

4, Tracer (€) sur [— Zﬁ’E $ %“]

APPROFONDISSEMENT

: 28 soit fet g deux fonctions definies sur B,
Etudier la parité du produit £g dans les cas suivants.
a) les fonctions f et g sont paires ;

hj les fonctions [ et g sont impaires ;

¢) l'une est paire et 'autre impaire.

25 Soit f une fonction, dont l'ensemble de déri-
vahilité est R, et [ sa [onction dérivée,
1. Démontrer que si fest paire, alors [ est impaire.
2, Démontrer que si [ est impaire, alors [ est paire.
3, Démontrer que si f est périodique de période p, alors
[ est périodique de période p.
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26 Lo repere (0,1, ]) est orthonormé. _
On considere une fonction fdont 'ensemble t’le dériva-
bilité est [, (‘) sa courbe représentative el (€¢') la cour-
be représenlative de sa fonction dériveée.

1. Démontrer que si le point ﬂ(ﬂ) est un centre de symétrie

de (€), alors la droite () d'équation x = a est un axe de
symétrie de (€').

2. Démontrer que si la droite (A) d'équationx=a estun
axe de symétrie de (€), alors le point £ ﬂa) est un centre
de symétrie de (¢').

(On pourra utiliser I'exercice précédent.]

27 On considére la fonction fix—>x’ +px+2 et
on désigne par (€) sa courbe représentative.

1. Démontrer que 1'1(2, est un centre de symétrie de (€).

2. Déterminer p sachant que la droite (OI) est fangente
a (‘6), puis construire (€).

28 On considére la fonction f:x—ar+b+ -_1—

1. Déterminer a et b pour que la représentation graphique
{z

() de f passe par le point A(zﬁz 1) et admette, en ce

point, une tangente parallzle  I'axe des abscisses.

Z, Démontrer que £ 31 gst un centre de symétrie de (€).

3. Etudier fet tracer (€).

29 1e repére (O, 1, ]) est orthonormé.
On considére les paraboles (%) d'équations
= %xz + Zax — 2a(l —a), l[ae R.)
1. Démontrer que, pour tout nombre réel a, (#,) est l'image

de (@) par la translation de vecteur — 2a [E_Jf 4 E,]' ).

2. Construire les paraboles (%), (#,) et (2,).

3. Déterminer la courbe décrite par les sommets S, des
paraboles (&),

4, Déterminer une droite (A) tangente & toutes les para-
boles (P,).

30 On considére les fonctions /), : x+— ax® - 3x + 1,
ae R
On désigne par (€,) la courbe représentative de .
1. Etudier et représenter graphiquement f,, pour a =
eta=0.
2. Démontrer que les courbes (€] passent toutes par un
méme point &, dont on déterminera les coordonnées.
3. Démontrer que £ est centre de symétrie de loutes les
courbes (6,).
4. Etudier, suivant les valeurs de a, les variations de f,.

31 Le repre (O, 1, ]) est orthonormé,
Soit f1a fonction définie par i) = Z—2 et (€) sa courbo
représentative.
1. Trouver les deux droites asymptotes & (%) et le centre
de symétrie Q de (%6).
2. Tracer () et ses deux asymptotes.
3. Pour toul point M de (€}, on désigne par :
- (Ay) la tangente en M & (),

282 Etudes de fonctions

_ P et Q les points d'intersection de (Ay) avec iea
totes. i e

?}sg::noﬁllrr que le produit QP x 02Q est constan| gy Qe

M est le milieu du segment [PQJ. :

32 Le repére (O, I, ]) est orthonormé.

Soit (@) la parabole d'équation y =7
1, Construire (#), placer le point F([l') et tracer la drojtg
d'équation y =— 1. :
géhna.insidere un point M de (%) et H son projeté orthg.
gonal sur la droite (4). Comparer MH et MF. En déduir

une propriété géométrique de la parabole.

33 Une entreprise fabrique n articles par mpjg,
Les charges se répartissent en charges fixes Id'un e
tant de 750 000 F par mois et en charges }rﬂnahles ey
montant de 1 200 F par article et par mois.
1. Exprimer en fonction de n le prix de revient r d'yp

article. ' —_—
2. a) Etudier la fonction x—> 1 200 + ———.

b) Le repére du plan étant orthogonal, tracer sa courbe
représentative sur [500 ; 1 500]. _ .

¢) Construire, sur le méme graphique, la droite d'équa-
tion y = 2 000.

3, Chaque article est vendu 2 000 F.

Déterminer le nombre minimum d'articles & produire,
pour que l'entreprise soit rentable.

4. Retrouver graphiquement ce résultat.

34 e repere (O, 1, ]) est orthogonal.
1. Soit f1a fonction x = 2x* = 60x* + 450 x
et [€) sa courbe représantative.
a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Déterminer une équation de la tangente (A) en O a ().
¢) Calculer fl5), f10), f115) et f120). Tracer (€) et (A).
(Prendre 1 ¢cm pour représenter 2 unités sur I'axe des
abscisses et 100 unités sur I'axe des ordonnées.)
d] Résoudre dans R 1'équation : flx] = 500.
2. Un fabricant envisage la production de boites de lait
en cartons obtenues en découpant deux bandes de
méme largeur dans une feuille carrée, comme l'indique
la fipure ci-dessous.

| E I |

Le coté de la feuille mesure 30 cm et on désigne par x
la largeur en cm des bandes découpées.

a) Calculer les dimensions de la boite et son volume
lorsque x = 10.

b) On suppose maintenant que : 0 < x < 15. Exprimer,
en fonction de x et en em?, le volume V(x) de la boite.
Vérifier que V(x) = 2+? — 60x2 + 450x,

¢) Pour quelle valeur de x lo volume V(x) est—il maxi-
mal ? Caleuler ce volume maximal.

d) Le fabricant veut obtenir des boites de 500 cm®
Quelle valeur doit-il donner & x ?
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S uites numériques

Introduction

I-as suiles numériques se refrouvent dans de nombreux domaines de
la vie : arts, économie, biclogie... Gréce @ la diversité de leurs appli-
cations, elles présentent un grand intérét pour les mathématiciens. Les
suites ont également un intérét historique ; en effet, ce sont elles qui ont
provoqué le premier choc des mathématiciens avec ['infini.

e T

Qui ne connait les célebres paradoxes de
Zénon, philosophe né en 490 ou 485 av.
J.-C. & Elée, grande Grece 7

A St

Le paradoxe d'« Achille et la tortue » peut

étre mathematisé de la fagon suivante.

« Achille veut rattraper une tortue qui est

100 m devant lui en courant 10 fois plus

| vite gue navance la tortue. Lorsque

[ Achille a parcouruy 100 m, la tortue en a
parcoury 10 ; lorsque Achille a parcouru

I | ces 10 m, la tortue en a parcouru 1, ...

i | Achille arrivera-t-il 3 rattraper la tortue et

|

!

!

!

Photo kean-Loup Charvet

quelle distance aura-t-il alors parcouru ? »,
Les distances successives séparant Achille
de |a tortue forment une suite de nombres
dont I'4tude mathématigue pemmet de
résoudre ce paradoxe (cf, exercice n® 40), alfe B Lee eotort un feamd Phlns e o ot o

witeeduns commispeotent U In et izorn u'rm..f_.[.l,u ie

| = dedife

Zénon d'ﬂée,
gravure du XVIie sigcle.

1. Généralités....coovncvivrriinnnns AN AR 284

2. FEtude d’une suite NUMENIQUE.....c....ocveveernnn. e, 287
3. Suites arithmétiques, suites géométriques ............... 291
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T § S R e
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G 8
1.

__1.1.. Définition

pmmemmm Introduction
« On lache un ballon d'une hauteur de 4 meétres au-

On suppose que la hauteur de chaque rebond est la
moitié de la hauteur du rebond précédent.

— Compléter le tableau ci-contre.
— Calculer la hauteur du 10° rebond.

A tout entier naturel, numéro d’ordre du rebond,
on associe un nombre réel, la hauteur de ce rebond.

dessus du sol ol il rebondit.

tn | W=

» Voici les quatre premiers termes d'une liste de nombres : = ;
— Compléter cette liste jusqu'au 10° terme.
— Exprimer, pour tout entier naturel n non nul, le nitme tgrme en fonction de n.

— Calculer le 20° et le 32¢ terme de la liste.

— Les nombres réels _553_]2 et %% sont-ils des termes de cette liste ?

« ABCD est un carré de coté 8. A
A,B,C,D, est le carré inscrit dans ABCD tel que :

AA, = BB, =CC, =DD, =42,

A,B,C,D, est le carré inscrit dans A,B,C;D, tel que :

A,B,
AA, = BB, =GC,G, = DD, = 2

— Construire, de manidre analogue, les carrés A;B,C,D, et
A,B,CD,. D4
— Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par P, le
périmétre du carré A B, C D, D
Exprimer P, , en fonction de P,

Calculer P,, P, P5, Py
— Conjecturer )'expression de P, en fonction de l'entier naturel n.

Dans les trois exemples précédents, on a associé des nombres réels & des entiers naturels.
On définit ainsi des suites numériques.

Définition
On appelle suite numérigue, toute fonction de N vers R.

Notations et vocabulaire

« Si E désigne l'ensemble de définition d'une suite numérique u, on a les notations suivantes

— notation fonctionnelle — notation indicielle
u:E—=R. (), g OU, plus simplement, (uz,).
n > u(n). n

* u(n) ou u, est appelé terme d'indice n ou terme général ; le n®™® terme est appelé terme de rang
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pnnmmm Déterminations d’une suite numérique
En général, une suite numérique (u,) est déterminée par :

e Efen ;mE formule explicite permettant de calculer u, en fonction de n ;
. .
ou bien le premier terme et une formule de récurrence exprimant u, en fonction de u, _,.

Exemples

* Soit (), . 1, la suite définie par:u, = 2n+1
; n+2°
— Cette suite est déterminée par une formule ex plicite.

— Le terme général de cette suite est : 272+ 1
n

+2°
- i ; 1
Le premier terme est : u; = 7+ le 15° terme, ou terme de rang 15, est : u, = % ;

* Soit (v,), . p» la suite de terme général : v, =Vnf —1.
— Cette suite est déterminée par une formule explicite. _
— Le premier terme est : v, = 0 ; le 3° terme est vy =242
w, =0

* Soit (w,), _ y, la suite définie par : { 1
* -
ne N*, w, =- 7 Waa + 3
— Cetle suite est définie par son premier terme et une formule de récurrence.
3 9

?;w:!:‘_":n

-Ona:w, =3;w,= -

—1.2.. Représentations graphiques d'une suite numérique

Une suite numérique est une fonction, donc elle peut étre représentée graphiquement dans le plan muni

d'un repére.
11 est également possible de représenter les termes d'une suite sur un axe.

: Suites définies par une formule explicite
Soit (u,), . « la suite de terme général : u, = 6 - n?,

Représentation sur un axe
Ona:uy=6;u =5 u=2;u;==3;u,=-10;
On en déduit une représentation graphique de celte suite sur un axe.

1y liz C | up uy Uy
——t—t—t—t—t—t— " ——i—
-10 -3 [} Q 5 &
Représentation dans le plan
Le plan est muni du repére (O, L, J). Mg
Soit (€) la courbe représentative de la fonction ::? M;
[ix—6-—x2 e
Pour tout entier naturel n, on désigne par M, le g \{g
point de coordonnées (n, fn)). 3 < -
L'ensemble des points M,, est une représentation o) l 3
graphique de la suite (u,) dans le plan. % ”
Lorsqu'on projette les points M, sur I'axe des uz 3
ordonnées, on obtienl une représentation des N6

termes de la suite sur 'axe (O]).
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Emmmmm Svites définies par une formule de récurrence

* Soit (v,),, . y la suite définie par : {

v, =6

Représentation sur un axe

Ona:u{J:ﬁ;uI:

13, 217
4 '72 104

1
VYneWN v, = 7

=2,08;v,=176; ..

(60 + 3

n

On en déduit une représentation graphique de cette suite sur un axe.

Construction de v,

I'abscisse de Py esto,,

Construction de v

6] | v Uy ® i e
: : —eo—® hod : ' 4
0 1,76 2,08 13 °
4
Représentation dans le plan
Le plan est muni du repare orthonormé (0, I, J). 1 3
Soit (€) la courbe représentative de la fonction g : x> 7 (-l-' * ;)
et (A) la droite d'équation y = .
Soit M, le point de (€) d’abscisse vy =6; (8]
I'ordonnée de M, est v, = glug). iﬁf
Soit P, le point de (A) d'ordonnée v, ; ogf-1-4---- Fo ,
5 /-’ Mo
Ugt_-N.---
: . My

Soit M, le point de (6) d’abscisse v, ; iMa i
I'ordonnée de M, est v, = g(v,). ; o l
Soit P, le point de (4) d’ordonnée v, ; 8] | = :1'1 Yo

I'abscisse de P, est v,.

Cette méthode permet une construction, de proche en proche sur I'axe (OI),
des termes d’une suite définie par une formule de récurrence.

WExercices A A P |

1d Le plan est muni du repére (0, 1, J),

l.a

1.b

Voici les 4 premi%rs tE{:unes d'une suite numé-
nque.'?:a-: ﬁ H E{ T

1. Conjecturer les 2 termes suivants de cette suite.
2. Conjecturer une formule explicite donnant
le terme de rang n de celte suile.

Soit (u,), la suite de terme général : .
u, = cos (ﬂ:)

1. Calculer et représenter sur un axe les 8 pre-
miers termes de cette suite.

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

ona:u,, g=Hu,

Soit (u,),, . y 12 suite définie par :

i3
Vre M u, ,=n+u,

1. Calculer uy, u,, u,, u, et u..

2. Conjecturer une formule explicite donnant
le terme général de cette suite.
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l.e

Soit (u,), _  la suite de terme pénéral :

u =-1+ ﬁ

1. Construire la courbe représentative de la
fonetion f: x> -1 4+ £,

2. Utiliser cette courbe pour représenter, dans
le plan et sur I'axe (O]), les 7 premiers termes
de cette suite.

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
Soit (u,), _ » la suite définie par:
[

VYneh, Uy =4-u,
1. Calculer les 4 premiers termes de cette suite et
conjecturer une expression de son terme général.
2. Construire les droites (3) et (A) d'équations
respectives y = —x + 4 et y = x ; en déduire une
construction des 4 premiers termes de cetté
suite sur l'axe (01,
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—2.1.. Minoration, majoration

[Etude d'une suite numérique ~

Les suiles numériques sont des fonctions : on peut donc leur appliquer les définitions concernant la

minoration et la majoration d'une fonction.
Détinitions

Soit (u,), . g une suite numérique.

* (u,) est minorée s'il existe un nombre réel m tel que, pour tout n élément de E, on a : u, = m.
* (u,) est majorée s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout n élément de E, on a : u, <M.

* (u,) est bornée si elle est A la fois minorée et majorée.

On dit que m est un minorant de (u,) et M est un majorant de (u,,).

Rgma[gue
Une suite est positive (respectivement négative) si elle est minorée (respectivement majorés] par 0.

Exemples
* Soit (u,), . jy la suite de terme général : ﬁ'afi g

— La suite (u,) est positive,

IR
()

- La suite (i) est majorée par 3.
Eneffet,ona:Vnre N, u, —3=-
2 n+1

donc:Vne N u, <3,

— On en déduit que la suile (x,) est bornée :
Vne N, 0su,<3. /

Ces résultats sont illustrés sur la figure ci-contre.

(€) est la courbe représentative, dans l'intervalle [0 ; + [,

de la fonction /: x = == 4
() est « entre » les droites d'équations y =0 et y=3. (o]
» Soil (v,), . y 12 suite de terme général : n* —2n -2
Ona:Vne N,ﬂ"=(1t-1}2-3. ,r'l
— On en déduit que la suite (v,) est minorée par — 3. 7
— Démontrons par l'absurde que (v,) n'est pas majorée. by @)
S'il existait un majorant M de (v,), on aurait : 7
Vaneh, (n-1P2<M+3. 7
Or, celle inégalité n'est pas vérifiée pour : n > VM +3+1. J i
~ La suite (v,) n'est pas bornée. U3 /
Gos résultats sont illustrés sur la figure ci-contre. o] Z
(€) est la courbe représentative, dans l'intervalle [0;+e[, wgrp f\

s |

de la fonction g :.x > x?—2x - 2.
(€) est « au-dessus » de la droite d'équation y=-3.
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w,=1
VnE NI wn+1=5il'l uJI'I.il

Ona:¥ne N,-1<w,<1. Donc la suite (w,) est bornée.

—e2.. SeNns de variation

Les suites numériques sont des fonctions ; on peut donc reprendre les définitions concernant le seng g,
variation d'une fonction.

* Soit (w,),, .  la suite définie par : {

Soit (u,), . g une suite numérique.

* La suite (u,) est croissante lorsque, pour tous m et n éléments deE,ona: m<n = u, <y

* La suite (u,) est décroissante lorsque, pour tous m et n éléments deE,ona: m<n = u_ 2 u,.
* La suite (u,) est constante lorsque, pour tous m et n éléments de E, on a : u,, = u,.

* La suite (1) est monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante.

Pour étudier le sens de variation d'une suite, on utilise la propriété suivante que nous admettons,

Propriété

Soit (), _ ; une suite numérique. |
* Si pour tout n élément de E u, <u,,, , alors la suite (u,) est croissante.

* Si pour tout n élément de E u, > u,,, , alors la suite (u,) est décroissante.

* Si pour tout n élément de E u, = u,,, , alors la suite (u,) est constante.

Exemples
* Soit ) i T L .
oit (u,), . y- la suite de terme général el
Q - * _— 1 _ 1 =1 -2
il S s T e e e e ) o

Donc:Vne N* u, , —u, <0;]lasuite (u,) est décroissante.
* Soit (v,), . 5 la suite de terme général : n—{n? +1 .
Ona:VneN v, ,—-v,=n+1-{[r+1)+1 —n+n? +1
=1-V(n+12+1+ (n? +1,

Le signe de cette expression est difficile & étudier ; nous utiliserons dans ce cas une autre méthode.
Soit fla fonction définie par: flx) =x—Vx? +1.
Ona:¥YxeR f¥=1- - _ = 3

s sl (R +1+x 02 +1
La dérivée de la fonction fest positive sur ]0 ; + =, donc fest croissante sur cet intervalle.
On en déduit que ; V ne N, fln + 1) > fln) ; la suite (v,) est croissante.

w,=-1
* Soit (w,) ?
Ona:¥neNw,  —w, =w?+1,
Donc, ¥V ne N, w, ., —w, >0; lasuite (w,) est croissante,

la suite définie par ; {

nem Vne N w, ,=w?+w, +1.

—.2.3. Notion de convergence

mpmmmsm Introduction
U, = 4
‘E’nEN,um1=J;;_

On se propose d'étudier le comportement de cette suite lors
grandes ».

* Soit (u,), . & la suite définie par : {

que n prend des valeurs « de plus en plus
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Approche numérique
— Afficher le nombre 4 sur une calculatrice.
— A l'aide de la touche calculer les 15 premiers termes de la suite (u,).

On peul remarquer que si on continue d'appuyer sur la touche 7] un grand nombre de fois, la calcula-
trice affiche le nombre 1.

Approche graphique

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J). . (‘Gp
On désigne par (€, la représentation graphique de la
fonction /x> | x et par (4) la droite d'équation y = x.

Le graphique permet de conjecturer que lorsque n prend J

de.s valeurs « de plus en plus grandes », les termes de la

suite se rapprochent de 1, ce qui confirme le résultat

obtenu avec la calculatrice, e o
O luz ug

i
L]
(]
(]
(]
]
I

=

On dit que u, tend vers 1 lorsque n tend vers + = ou que la suite (u,) a pour limite 1.

On note : im u, =1.
n=+ e

* Soit (v,),, . « 1a suite de terme général : 1 — + n2.

Le plan est muni du repére (O, I, J). £

On désigne par (4 o) 1a représentation graphique de la
fonction g 1 x> 1 — ;— x2,

Ona: lim glx) = —co.
e

On admet que : lim v, =—.

n— 4

* Soit (w,), _ p la suite de terme général : (— 1)"

Pour tout nombre entier naturel n pair, ona: w, = 1.

Pour tout nombre entier naturel n impair, on a : w, =-1.
On admet que w, n'a pas de limite lorsque n tend vers + e,

On a vu dans les exemples précédents que :
— la suite (u,) a une limite finie, on dit qu'elle est convergente ;

~ la suite (v,) a une limite infinie, on dit qu'elle est divergente ;
— la suite (w,) n'a pas de limite, on dit qu'elle est divergente.

pzme==n Définitions et propriété

Détinitions

« Une suite est convergente si elle a une limite finie.
« Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.

On admet la propriété suivante concernant les suites définies par une formule explicite.

Propriété

Soit (1,) une suite numérique définie par u, = f(n), ot fest une fonction numérique.

Si fa une limite en + «, alors u, aune limiteetona: lim u, = lim f{x).
M = o0 X420
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Remargues

* Les régles de calculs sur les limiles d,e fo
» On admet que si une suite a une limile, ¢
» Si la fonction f n’a pas de limite en + =, on ne pe

netions s'appliquent aux suites.

limite est unigue. ; Y
ette ut rien conclure sur 1 sventuelle limite de (u_).

—2x+1

Exemples
22041 ot fla fonction définie par: fle) = =5

* Soit (u,), . y la suite de terme général
Ona: lim flx) = -2 ;donc: lim u, = lim fin) =—2.
X o= n—a+te= A=

néral sin (mn) et g la fonction définie par : g(x) = sin mx.

* Soit (v,), . n 12 suite de terme gé
La fonction g n'a pas de limite en + e i
Par contre, la suite (v,) est une suite constante dont tous les termes sont nuls ; elle a pour limite 0.

* Soit (w,), . y la suite de terme général Jn? + 3n* + 1 et hla fonction définie par :

hix)=Vxd + 32t +1.

Ona: lim hlx) =+ ; donc: limw, = + .
A3 4= na+w

WAE XTI CICeS Brmss i i A o

i 4 ¥ i z
2.0 Déterminer, s'ils existent, un minorant et un alu, = an®+1 el
e
majorant des suites définies par : sn? +n +1
a)un=-n3+1rneﬁ!; b}ﬂﬁ=%5inn4ﬂ,niém*l

= s
by =2 Zn'nEm : c}w“=1,'"1§.neﬁl'.
¢Jw, =-14+2{n,neN. o
2d Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).

2.b  Ewdier le sens de variation des suites définies 1. Soit (u,), _ , la suite définie par :
P;'J' : ; . { ;=0
alu, =—-n"+1,ne N; i
n : 'G‘nEN,un+1=iuR+1.
blv, =2——,ne M*; : 2
Zn a} Construire les 4 premiers termes de cette
c)w, = ;':1‘ f ne . suite sur 'axe (OI).

b) Conjecturer la limite de cette suite.
2. Répondre aux mémes questions avec u; =—2,

2.c  Délerminer, si elles existent, les limites des
puis uy = -3,

suites définies par:
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Suites arithmétiques,
‘Suites géométriques =

—=3.1.. SUites arithmétiques

masmmmm Définition et propriété

Unh[aréhﬂler %Oll arroser ]e.pied de chacun des arbres formant une rangée de sa plantation. La distance
entre deux arbres cpnsécutlfs 5t 5 m et le puits est situé & 8 m du premier arbre.

* Quelle est la distance du puits au 1% arbre ? au 2° arbre 7 au 3° arbre 7 au 4° arbre 7

* On désigne par d,, la distance du puits au ni®™® arbre, Calculer d,., en fonction de d,,.

* Le jardinier fait un trajet aller-retour au puits pour chaque arbre ; calculer la distance qu'il doit par-
courir pour arroser les 7 arbres et revenir au puits.

Délinition
Soit (u,), . g une suite numérique. ’ |
(u,) est une suite arithmétique s'il existe un nombre réel r tel que, pour tout n élément de E, on a :

U =u, +T.

Le nombre réel r est appelé raison de la suite (u,).

Remarque

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
* Sir> 0, alors la suite (u,) est croissante.

* Sir < 0, alors la suite (u,) est décroissante.
* Sir= 0, alors la suite (u,) est constante.

Exemples

. i Uy = -1
* Soit (u,),, . 1 la suite définie par : {

VYnelNuw,  =u -3
(u,) est une suite arithmétique de raison — 3 et de premier terme —1.

*» La suite des nombres entiers naturels impairs est une suite arithmétique de raison 2 et de premier

terme 1.
» La suite des nombres entiers naturels multiples de 5 est une suite arithmétique de raison 5 et de premier

terme 0.

Propriéte

Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme u;, et de raison T
Pour tout nombre entier naturel n,ona:u, =u, +nr.
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Démonstration
1™ méthode 2¢ méthode
En appliquant n fois la définition, on obtient les | On fait un rmson.nemenépaf Eécunenm
égalités suivantes : U, =Uy+T —On a: u, = Uy + Or; donc 1a propriété est Vraig
Uy =y 4T pour n = 0. )
_ Pour tout entier naturel k, on a :
ua = I.l'.z +r

=ug+kr+r

Up=UpqTh =ug+(k+1)r

On additionne membre & membre ces n égalités et
on simplifie. Donc pour tout entier naturel n,ona :
On obtient : u, =uy +nr. R Gl

Eemargues

* On déduit de la propriété précédente que, pour tous nombres entiers naturels n et k,ona:
u,=u . +n-kjr.

En particulier, si (u,) a pour premier terme u,, le terme général est :u, = u, + (n- 1)r.

* Soit (u,,), . 1, la suite de terme général an + b, o1 a et b sont deux nombres réels donnés ;
ona:u, ,=afn+1}+b=(an+b)+a=u,+a

Done, (u,,) est une suite arithmétique de raison a et de premier terme b.

I" T ——— -.__--___________.._,_______._-_-_:-___.___._..._,_._.____ IT——

| Pour démontrer qu'une suite (1) est arithmétique, on peut utiliser 'un des procédés suivants. s
i * Etablir que la différence de deux termes consécutifs est un nombre réel indépendantden:
ol —u, =7

[0 ot u, sous la forme u, = an + b, chaet b sont daux nombres réels' indépdants den
&

-— - e e e e e i i

mmmE=m Somme de termes consécutifs

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
On se propose de calculer la somme S de n termes consécutifs de cette suite.
On désigne par a le premier terme et par b le dernier terme de la somme # calculer.

On peut écrire S de deux fagons différentes :
S=a+la+n+(la+2nN+(a+3)+..+la+(n-1);
S=b+b=r1+b=2n+b=3)+..+[b-(n-1)rl.

En additionnant membre & membre ces deux égalités, on obtient :

2S=(a+b)+(a+b)+(a+h)+..+(a+b)=nla+b).Onen déduit que:S=n “;",

n termes

Propriété

La somme de n termes consécutifs d'une suite arithmétique est égale au produit par n de la dem_l 1

somme des termes extrémes. ;

= e

Exemples
* La somme des n premiers nombres entiers naturels non nuls est :
1+n _nln+1)
g = 2 '
* La somme des n premiers nombres impairs est :
1+(2n-1) 2

1+2+3+...+n=nXx

143+5+..+(2n=-1)=nx

* La somme des n premiers nombres pairs nonnulsest: 2 +4 + 6+ .. 4+ 27 = nin + 1).
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—3.2.. Suites géométriques

mummmm Définition et propriété

Un auteur arabe, Al Séphadi, rapporte que le roi des Perses demanda A Sessa, 'inventeur du jeu des
échecs, quelle récompense il souhaitait recevoir. Celui-ci répondit qu'il désirait simplement 1 grain de
blé pour la 1 case de I'échiquier, 2 pour la 2¢ case, 4 pour la 3%, en doublant ainsi le nombre de grains
jusqu'a la 64° case. Le roi sourit de la modestie de cette demande.

Pour tout nombre entier n compris entre 1 et 64, on note u, le nombre de grains de blé correspondant a
la n®™® case et S, le nombre total de grains de la 174 la o™ case.

» Calculer u,, u,, u,, ..., iUy,

* Exprimer u_ en fonction de u,_,, puis conjecturer son expression en fonction de n.

* Calculer 5,, S,, S,, 8. S, 8.

* Conjecturer I'expression de S,.

Pour terminer I'histoire précédente, il faut savoir que S, est égal & 18 446 744 073 709 551 615 et que ce
nombre représente une quantité de blé largement supérieure a la production annuelle de la terre entiere !

Soit (i), . p une suite numérique.

(u,) est une suite géométrique s'il existe un nombre réel ¢ tel que, pour tout n élément de E, on a :
Ppe1 =9 Uy
_Le.pumhre réel g est appelé raison de la suite (i).

On suppose désormais que les suites géométriques ont un premier terme et une raison non nuls.

Exemples

* La suite (u,) des nombres de grains de blé de |'inventeur du jeu des échecs est une suite géométrique
de raison 2 et de premier terme 1.

* Soit (v,) la suite définie par :

v, =
YneMNuv,,

(v,) est une suite géométrique de raison — 2 et de premier terme %

;-h-[ﬂ.ﬂ

ne 2
= - v.
n

* Soit (w,), .

(w ) est une suite géométrique de raison '11_{} et de premier terme 1.

Propriéte
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, et de raison q. -
Pour tout nombre entier naturel n, on a i u, = u; g™

N la suite de terme général : w, = 107"

Démonstration
17 méthode 2°¢ méthode
En appliquant n fois la définition, on obtient les | On fait un raisonnement par récurrence.
épalités suivantes : u; =q iy —Ona:u,=u,q°; donc la propriété est vraie pour
u, = q U, n=_0.
u, =qu — Pour tout entier naturel k, on a :
i " siye=uy g alossuy,, =gy,
. - e
=qu
Up =9 Uy - =3 ;;{ 5
On fait le produit membre 2 membre de ces n éga- 0 .
lités et on simplifie. Donc pour tout entier naturel n, on a :
On obtient : u, = uy q". w, = u, q".
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BEI‘I‘IEI’QUES

* On déduit de la propriété précédente que, 1
n=llkq"'-‘¢. ) éné_{‘ﬂf&.ﬁf—'u =u1qn- '

En particulier, si une suite (u,) a pour premier h‘:?nﬂﬁ' u,, le T::;xgnambres néef; G

» Soit (u,), . n la suite de terme général a g", oud et q son

ona:u,,,=aq**'=qlaq")=qu,

Donc, (u,) est une suite géomélrique de raison g €

I a:
pour tous nombres entiers naturels n et k, on

¢ de Prgmje_r terme Q.

W

M [Pn,ur démontrer qu'une suite (u,) est géométrique, on peut uuhsarhll:;ldj d};rot:é .
« Etablir que le quotient de deux termes consécutifs est un nombre T6¢% FCEP

I _g. i

. Emreu_‘"ﬂ u,, sous la forme u, = a ¢, ol @ et g sont deux nombres réels indépen

i e e N e e e e Sy

e T S

- e e ————y

=R
3 -~ a = S S
et e ar iy el

I —

S SR S

mzmzmm Somme de termes consécutifs

Soit () une suite géométrigue de raison g. r :
On se Eropuse de calculer la somme S de n termes consécutifs de cette suite.
On désigne par a le premier terme de la somme & calculer.

Ona:S=-a+(@aq +lagd)+lag)+..+lag" 3 +(ag?) (1).
On multiplie les deux membres de cette égalité par g ; on obtient :
Sg=(ag)+(ag)+(ag)+..+lag-"+lag) (2)
Par différence entre (1) et (2), on obtient: S(1-g)=a-ag"=a(1-¢")
1-4"

*Sig#1l,ona:S=ax ok
* 5i g =1, (u,) est une suite constanteetona:S=na.

Soit S la somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de premier terme a et de raison q. |
] 1 8 q" 2 :

*Si g#1,alors S=ax ‘
: 1=q |
' Si g=1,alors S=na. |

ot el e e . - - R T — 3 = 2l - |

Exemples

 La somme des grains de blé de I'échiquier du savant Perse est : 8 =281,
u, =2
e Soit (u,),, . » 1a suite définie par : { P 1
n'ne VnEM'"n+1=§“ﬂ-

(u,,) est la suite géométrique de raison % et de premier terme u, = 2.

lZl'nl:a:‘\:l’Jr:EI%I,un=2>cl

an
La somme des 20 premiers termes de cette suile est ;
1_qzn

Ug+ Uy + Uy + oo+ Wyg = 1y X V=t ;

1-L

2,2 2 _ J 5% O
2+ 3+§2-+...+ 319—2:4 . 1 —3(1—§ﬂ)—2.999...
3
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pemmmm Limite de la suite géomeétrique (q")

Soit g un nombre réel strictement positif.

«Sig=1, alors lim ¢" =1.
= 4o

«Si g>1, alors  lim q" = + o,
n— 4=

*Si 0<g<1, alors limgq"=o.

L i

Démonstration

* Dans le cas particulier ot q =1, la suite est constante ; tous ses termes sont égaux 4 1 et lim ¢" = 1.
*S5i g>l,onpose:g=1+aq,avec o0, i
Ona:VneN,(1+®)"21 + no (cf. Chapitre 13 § 3.3).

Or: im (1 + no) = + = ; donc : lim " = + o,

n—s+= i =3 4o

* Si 0‘:Q<1=0T‘PDSE=§'=%;unadonc::'w'ne F@.q"=%1,

OI‘:(]")'L dOnC:li[ﬂ q-m:~+-nn;gnendéduitque: lilllq“=ﬂ.
n=s 4= =t 45

Remarque

Lorsque g < 0, les termes de la suite (q") sont alternativement positifs et négatifs ;
-5 —1<q<0, alors limg*=0;
n—# + co

- sf g <—1, alors la suite (q") n'a pas de limite.

Exemples >
2 z ) U, =
On reprend la suite (u,), .  définie par { W T % e
On désigne par S, la somme des n premiers termes de cette suite.
1—-—
2 < .
Ona:VneN,S,=2x—-=3(1- %)
Y
Or: lim 3" = + == ; donc : lim S, = 3.
n— 4 o= n-—s + o2
__3.3. Travaux diriges
pamzmm Suite arithmético-géométrique
g : up=2 1
SG]t [un]n el la suite définie par : {V ne M, Hnﬂ = -z— U" + 4.

1°) Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, ). :

a) Tracer les droites (2) et (4) d'équations resl')actives y=z x+d et y=x puis construire les 4 pre-
miers termes de la suite (1) sur 1'axe des abscisses.

h) Utiliser cette construction pour conjecturer le sens de variation et la limite de (u,_).

2°) Soit (v,), .  la suite définie pour tout entier naturel n par: v, = u, - 8.

a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique.

b) Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

¢) En déduire la limite de la suite (v,), puis de la suite (u,).

Suites numériques 295
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Solution

1°) a) On a vu (cf. §1.2) une méthode de construction des
termes d'une suite définie par une formule de récurrence.

La figure ci-contre illustre cette construction.

b) Le graphique conduit & conjecturer que la suite (u,)
est croissante et converge vers 8.

2°)a)Ona:
Vne Mo, =u, —8= %— u +4-—8
1 1
= —2- un—8]= Eun-

Donc, (v,) est une suite géométrique de rajsan%et de

premier terme v, tel que : v, =, -8 =—6.
b)Ona:Vne N, v, =— zi,,:
2%4-8.

c}Dna:Uc:Jz—cl:dunc:

donc:Vne N, u, =-

limy, = 0.
n=3 4=
On en déduit que : lim u, = 8.

M=+

(@) { [
‘ i

@ P
) i
0] | up iy ug uzuy 8

ME XETCICOS B o B o i o A

3.a Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de la suite (u,), . , définie par :

a}un=%n ;
u, =4

}{Vne N, u,,, =—2u, :

c)u, =3"? ;
u,=-1

d){VnEN.unH—un:S .

3b

Soit (v,), . - 12 suite définie par :

v, =2 :
{ VneN* v, -v,=05"
1. Quelle est la nature de cette suite 7
Donner une expression de son terme général.
2. Calculer la somme des 20 premiers termes
de cette suite.
3. On désigne par s, la somme des n premiers
termes de cetle suite.
Déterminer n pour que s, =1 422,

996 Suites numériques

3c

3d

de

On considére la suite géométrique de raisuu%
et de premier terme — 1.

Déterminer, pour tout nombre entier natureln, la
somme S, des n premiers termes de cette suite.
Quelle est la limite de la suite (S,) ainsi définie 7

Déterminer la raison d'une suite géométrique
dont le 3% terme est 729 et le 8% terma est 3.
Quel est le 1°7 terme de cette suite ?

Quelle est la limite de cette suite 7

Soit (u,), . y» 12 suite définie par :
_3%+3'¢ . 432

- & ;

1. Calculer Uy, Uy, Uy, Uy

2. Donner une expression de u,, en fonction de
n et calculer, & 10~* prés, les valeurs de uy, g
e

3. Démontrer que cette suite a une limite et cal-
culer cette limite.
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A\

APPRENTISSAGE

(Généralités

1 On donne : n = 3,14159265458...
On désigne par (u,) la suile des arrondis d'ordre n du
nombre x. Ecrire les 10 premiers termes de (1)

: 2 On donne les premiers termes d'une suite (1ey,).
Conjecturer, dans chaque cas, les trois termes suivanls.
@) 0,1;0,101 ;0,101 001 ;...

b;l.i.l.lir
2‘4’&‘16'.'.
e}]1;2;3;5;8;13:21;..

3 Soit une droite (@) et O un point extérieur a ().
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal A 2, on se
propose de déterminer le nombre u,, de triangles que |'on
obtient en reliant n points de la droite (%) au point O.

1. Déterminer u,, u, et u,.
2. Conjecturer une relation entre u,,, , et u,,
Vérifier : que u; = 36 et u,, = 45.

& soit (u,), ¢ o la suite de terme général : u, = n?

Démontrer que ;
alVnelN u, =4u,;
bj¥ne N* u,, +u, =2, +2

5 soit 20 MY la suite de terme général :

o, =24+n[-1)"
Calculer les 5 premiers termes de cette suile et repré-

senler ces lermes sur un axe.

6 Le plan est muni du repere orthonormé (0, 1, J).
Soit (u,), < r; 12 suite définie par ; .

uy =—1
{V ne Mu,= ﬂ
el 4y
1. Construire la courbe représentative (6) de la fonclion
X S 4 dans l'intervalle }- 2 ; + e[, ainsi que la droite
v+

droite (&) d'équation y =x
2. En déduire une construction des 4 premiers lermes

de cette suite sur l'axe (OI),

7 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
‘Dans chacun des cas suivants, représenter sur l'axe des
abscisses les 5 premiers termes de la suite (u,).

Uy =1
a){
Vne N ou, ,=1+2Vu,;
v
2
] .
vne N, =1+~

;=1
r:,l{
VneN u,, % u,? -3,

“ExercicesZ—_

[ tude d'une suite numérique

n
8 soit (2,), 5« la suite de terme général : u, = -2,-1-

1. Calculer les 3 premiers termes de la suite.
2. Etudier le signe de l'expression u,, . —u,.
En déduire le sens de variation de cette suite.

9 soit (i), ¢ o la suite de terme général :

un=1j1+-\fl+...m.

(L'expression comporte n radicaux.)

a) Calculer u,, u,, uy.

b) Conjecturer une expression de u, en fonction de u,,_,.
¢) En déduire le sens de variation de cette suile.

10 Dans chacun des cas suivants, déterminer le
signe, le sens de variation et la limite, si elle existe, de

la suite (u,), . n

HE

daEger - ¢ WeTIe
3 . mE
dtge—px—g ¢ d=gEe s

elu,=Vnts+1 : ﬂunzsz :
n*+1

11 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
(¢) est la représentation graphique d'une fonction
numérique fet (4) la droite d'équation y = x.
A3

X (A
\l

f—

Qll

Soit (1) la suite définie par :

{ Ug=-1
Vne N u,, =/Mu)
1. Construire, sur I'axe (OI), les 4 premiers termes de

celle suite,
2. Conjecturer le sens de variation de cette suite.

3. Donner un encadrement de sa limile éventuelle par
deux nombres entiers consécutifs,

12 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Dans chacun des cas suivants, représenter sur l'axe des
abscisses les 4 premiers termes de la suite (u,), puis
conjecturer le sens de variation et la limite de cette suite.

Il’a—ﬂ
“J{v N 1 ;
ne ,uuﬂ:—fun-}a,

Yne N,unH*—-z_—
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13 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
Dans. chacun des cas suivants, calculer et représenter
sur l'axe des abscisses les 5 premiers lermes de la suile

(u,), puis conjecturer le sens de variation et 1a limite de
cetle suile.

ug=~1
aj'{
VneRNu,, =02u2+u,+1;

b{ - >
Vne N.tin+1=_.5_uﬂ+2_

14 fOit (t1), ¢ po la suite de terme général :

U = -
" nn+1)

1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que:
Yne ' u =24

n n+1"
2.‘Calcu!er. en fonction de n, la somme s, des n pre-
miers termes de cette suite.

3. Calculer la limite de la suite (s,).

Syites arithmétiques, suites
geomeétriques

15 Dans chacun des cas suivants, préciser si la
suite (u,), _ . est arithmétique, géométrique ou ni l'une,
ni l'autre.

a)u, =(-1)" ; blu,=20-3" ;
clu,=-3n+2) : dlu,=(-3)"*2;
elu, =[-3)"+2 : flu, =107%",

16 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(2,) est une suite arithmétique dont on précisera le pre-
mier terme ot la raison.
al¥ne N u,=4-3n-1);

{usz—l
VYneWN, Su, ,=5u,~2

17 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(t,) est une suite géométrique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison,
al]vnelu, =gt

gn gn+d

cJVneNu, =575 i dlVne N, u, = .

18 suit p. ¢, p' et ¢’ quatre nombres entiers natu-
relstelsque:p+g=p'+ 4.
1. Démontrer que pour toute suite arithmétique (u,),
On & : i, + U, =ty + U
2. Démontrer que pour foute suite géométrique (v, ),

ona: v, X by = Uy X .

b)¥ne M u, =4"1;

19 x, y ot z sont, dans cet ordre, trois termes

consécutifs d'une suite arithmétique.
Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est

9 et la somme de leurs carrés est 59.

20 x, y et z sont, dans cel ordre, lrois termes
consécutifs d'une suite géométrique croissante.
Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est

s L 7
63 el la somme de leurs inverses est T

298 Suites numériques

21 Pour tout entier naturel n, calculer g fo
den:
9)31=1+10+20+3I]+...+‘.|0n:
b}52=‘1+1ﬂ+100+1Dﬂﬂ+...+10";
€) s, =1-10+100=1000 + ... + (= 1)" 10,

BCEOH

292 Dans un pays de 50 millions d'habitangs le
0 isee uel de la ulatio o g
d'nccroissement annue. pop n est dp g
Quelle sera la population de ce pays dans 1 ap, 7

dany 5
ans 7 dans 10 ans ? 42

23 Soit (u,), - la suite définie par ;

u =1
{‘u‘ns N, u,, =1+ 100,
a) Calculer u,, ty, u, et ;.
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nyj, ,,
est la somme de n termes consécutifs d'une syie g6o-
métrique que 1'on déterminera.
¢) En déduire I'expression de u, en fonction de .

24 Soit (ty)y ¢ gt (0,)y ¢  les suites deéfinies pay
tp =1
L]
{ Vne Nrun+1= % un‘i-%;
e ne Fﬂ.”n =u,—1
1. Démontrer que (v,) est une suite géométrique,

2. Exprimer v, et u_ en fonction de n,
3. En déduire les limites des suites (u,) et (v, ).

25 Soit « un nombre réel et (1) _ . la suite de
terme général : u, = (cos )",
1, Etudier cette suite lorsque :
a)a=0[2n); bla=ni2nl; c)a= T [x.

2, On suppose « différent des valeurs précédentes.
Etudier la convergence de la suite (u,).

26 Un propriétaire désire vendre sa maison qui
comporte deux étages de 16 marches chacun. L'acheteur
devra payer 10 F pour la 1™ marche, 20 F pour la 2°
marche, 40 F pour la 3¢ marche, ainsi de suite, en dou-
blant chaque fois jusqu'a la dernitre marche.

Quel est le prix de vente de cette maison 7

27 Le loyer mensuel d'une maison est de 50 000 F
CFA. Ce loyer augmente chaque année de 6 %.
1. Quel sera le montlant du loyer dans 8 ans 7
2. Au bout de combien d’années le loyer aura-t-il doublé ?

3. Calculer le total des loyers payés pendant les 10 pre-
miéres années.

APPROFONDISSEMENT

28 Dans un village d'Afrique, vit un trés vieil
homme, au milieu de ses enfants, petits-enfants, arriére-
petits-enfants et arriére-arridre-petits-enfants. Chacun
d'E}lx a le méme nombre n d'enfants (sauf les arriére-
arriére-petits-enfants qui n'ont pas encore procréé) et
tous sonl en vie,

1. Galculer, en fonction de n, le nombre de membres dé
cetlte famille,

2.0n suppose que la famille comprend 2801 per
sonnes, Combien le patriarche a-t-il en d’enfants 7
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29 Des élections opposent n candidats au pre-
mier tour. Chacun d'eux réunit exactement deux fois
plus de voix que son suivant immédiat,

Pour tout entier naturel k tel que k € [1; nl, on désigne
par vy le nombre de voix obtenues par le candidat placé
an Jdeme rang.

1. Démontrer que (vy) esl une suile géométrique et
exprimer v, en fonction de k et de v,.

2, u) Calculer, en fonclion de r et de t,, le nombre total
de voix réunies par les n candidals.

b] On suppose que, pour étre élu au premier tour, un
candidat doit obtenir plus de la moitié des suffrages
exprimeés. Un second tour est-il nécessaire 7

3. Déterminer le nombre de candidats 4 cette élection

sachant qu'il y & 945 votants et que le candidat élu
obtient 480 voix.

30 Un homme veul placer Ia somme de 1 000 000 T
au taux annuel de 6,5 %. Il peut le faire de deux fagons
* placement & intéréts simples (chaque fin d'année, le
capital produit le méme intérét) ;

* placement & intéréts composés (chaque fin d'année,
l'intérél est capitalisé).
On désigne respectivement par G, et D, les valeurs

acquises par le capital au boul de n années dans chacun
des cas.

1. a) Calculer C,, C, et C,.

b) Exprimer C | en fonction de C__,.

En déduire que (C,) est une suite arithiétique, dont on
précisera la raison.

2. a) Caleuler D,, D, et D,

b} Exprimer D, en fonction de D,_,.

En déduire que (D,) est une suite géométrique, dont on
précisera la raison.

3. Calculer, dans chacun des cas, la valeur acquise par
le capital au bout de 10 ans.

kh |

« Je suis UN qui devient DEUX,
Je suis DEUX qui devient QUATHE,
Je suis QUATHE qui devient HUIT,
mais Je suis UN qui protége cela. »

La figure ci-dessus est une représentation de l'unicité
de Dieu dans la mythologie égyptienne.

On suppose que le cercle initial a pour rayon 1.

1. a) Combien y a-t-il de cercles coloriés apros n divi-
sions 7

Calculer, en fonction de n, le rayon r, de chacun de ces
cercles,

b) Démantrer que (r,) est une suite géométrique dont on
déterminera le premier terme et la raison.

Calculer la limite de la suite (r,). -

2. On désigne par a, l'aire totale coloriée aprés n divi-
sions.

a) Exprimer a,, en {onction de n et démontrer que (a)
est une suile géométrique dont on déterminera le pre-
mier terme et la raison.

b) Calculer la limite de la suite (e, ].

32 D, DoD
A 1] g 1 D
g, |
n
Bg A
B, ¢,
B C

ABCD est un rectangle tel que : AB = 30 et AD = 40.
* AB,C,D, est le rectangle inscrit dans ABCD tel que :

— (T — 3
AB, = 2 AB et AD,= 5 AD;
* AB,C,D, est le rectangle inscrit dans AB,C,D, tel que :

=

51— — e
AB, = £ AB, et AD, = 7 AD,;

On désigne respectivement par [, L et a, la largeur, la
longueur et l'aice du n'®™® rectangle obtenu.

1, Démontrer que les suites ([), (L) et (a,) sont des
suites géométriques dont on précisera la raison et le
premier terme. '
2, Calculer la limite de chacune de ces suites.

3. Pour tout nombre entier naturel n non nul,
onpose:s, =@, +a,+ .. +a,

a) Calculer s, en fonction de n.

b) Démontrer que la suite (s,) admet une limite égale &
I'aire du rectangle ABCD.

33 Les carrés emboités

A D, D
DQ Cg
Aq '_- ¢,
Ag By
B B4 C

ABCD est un carré de coté 10 cm.

A,B,C,D, est le carré inscrit dans ABCD tel que :

A,, B, C,, D, sont les milieux respectifs des cotés [AB],
[BC], [CDI, [DA]

On construit ainsi nne suite de carrés dont les sommets
sont les milieux du carré précédent.

1. Calculer A B,, 8t A,3B,; ainsi que les aires des car-
rés correspondants.

2. On désigne respectivement par ¢, et a,, le coté et 'aire
du carré A B, C D,

a) Démontrer que les suites (¢,) et (a,) sont des suites
géométriques el préciser leurs raisons respectives,

b} Calculer ¢, el a, en fonction de n ainsi que les
limiles des suiles (c,) et (a, ).

34 Les points sur une spirale
On construit une suite de points A, n € N, tels que :
= O et A, sont donnés, avec OA, =16 ;
e pour tout entier naturel n, le triangle OA A, est rec-
tangle isocéle en A ..

Ag Ay
Ag

A.( @) Aa
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1. Soit (u,), _y, la suite de terme général : u, = OA,,

a) Calculer g, Uy, 1L, U,

b) Démontrer que (u,) est une suite géométrique.
Exprimer «, en fonction de n et calculer la limite de la
suite (u,).

2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :
Sp=AgA + AA F L+ AAL

a) Calculer s, en fonction de n,

b) Calculer la limite de la suite (s,):

3. Soit (a,), . o la suite définie par: a,, = aire (OA,A,,,)-
a) Calculer ay, a,, a,, a,.

b) Démontrer que {a,) est une suite géométrique.
Exprimer a, en fonction de n et calculer la limite de la
suite (a,).

c) Exprimer, en fonction de n, la somme o, des n pre-

miers lermes de cette suile et calculer la limite de Ja
suite (o, ).

3500 donne un
carré de c6té 1. On parta-
8¢ ce carré en 9 petils car-
rés de méme cité, puis on
colorie le petit carré con-

tral. On fait la méme opé-
ration avec chacun des 8

carrés restants (voir figure
ci-contre). On répéte celle :H
opération n fois,

1. Déterminer, en fonction de n, le nombre de carrés
non colariéds de caté [%}“.

2. On désigne par a, I'aire totale des carrés coloriés
aprés n opérations.

a) Calculer a,, a,, a,.

b} Exprimer a, en fonction de n.

c) Calculer Ja limite de la suite (a,).

36 Soit (u,), _ 4. la suite définie par:

(e

VneN* u  =u + :ﬁﬁ
1. Calculer u,, uy, 4, et ug.

2, Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,
esl la somme de n termes consécutifs d'une suite géo-
meélrique dont on précisera le premier terme et la raison.
3. En déduire une expression de w, en fonction de n et
démontrer que la suite (u,) est convergente.

4. On désigne par 5, la somme des n premiers termes
de cette suite. Démontrer que :

sn=%+ 10 (34 —1).

Calculer la limite de la suite (8,).

37 On considére la suite (u,), _ - définie par :
uy = 0,19
i, = 0,199

u, = 0,199...99 (n fois le chiffre 9).

1. Conjecturer une formule de récurrence exprimant u,
en fonction de «,_,.
2, En déduire que : ¥ ne N*, u =0,2 -]—Dl,m.
3. Calculer la limite de la suite (u,).
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38 Le plan est muni du repére orthonormé (o, L)
On considére la suite numérique (w,), _  définie pags

u, =4
{Vne N, u,,, = %— u, —3.
1. Construire les 5 premiers termes de cette syjia
I'axe des abscisses.
2. @) Démontrer que :
Vne N* 3 — U= 7 (2, =ty _4).
b) En déduire que : V n € N, —u==5 (;1_),1.
¢) Quel est le sens de variation de la suite (u,)?
3. a) Démontrer que ;
Vne ' u,+6=5 {at,_, + B).
b) En déduire que : ¥ n e N, 1, +6 = (u, + ﬁ}(il.),,.
¢) Calculer la limite de la suite (u,).

Sur

39 Un paradoxe de Zénon
Zénon d'Eulée, philosophe grec (5° siécle av.].-C.), ima-
gina le paradoxe suivant mettanl en scéne Achille gt
une lortue |
« Achille veut rattraper une tortue qui est 100 m devant
lui en courant 10 fois plus vite que n'avance la tortue,
Lorsqu’Achille a parcouru 100 m, la tortue en a par-
couru 10 ; lorsqu'Achille a parcouru ces 10 m, la tortue
en a parcouru 1, ...
Achille arrivera-t-il & rattraper la tortue ? Si oui, quelle
distance aura-t-il alors parcourue ? ».

B0 Le carré C, ci-dessous a
our cdté 8.

S partir de ce carré, on construit
une suite (C,) de carrés tels que,
pour toul entier naturel n, les
sommets du carré G, sont situés
& une distance égale & 1 des som-
mets du carré C,.

]

Co

1. Pour tout entier naturel n, on désigne par a, le coté
du carré G
Démontrer que la suite (a,) est définie par:

a;=8
{Vne N* a,=V1+(a,  —1)2,

2. Démontrer que la suite (a,) est décroissante et mino-
rée strictement par 1.
3. On se propose de démontrer que la limite de la suite
(a,)est 1,

— 1)
a) Etablir Ia relation : a,—-1= Gy — 1

a, +1

b) En déduire que : 0 <, -1 < 3 (e, -1P.

c) Détem}inar. en utilisant une calculatrice, un entier N
tel quesin> N, alors on a : a, <2

En déduire que sin 2N + 1, alors on a :
*0<a,-1% }i(an_.,—‘l];
*0<a,~1<.T,

Conelure.
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7, |k 4 CE chapilre a deux objectifs :
:,. .. ;?: & d'une part, étendre aux séries
¥ l 5 statistiques & modalités regrou-
7 : 5 | pées en classes les nofions de
f | =§ caractéristiques de position et
| E de dispersion, d’autre part

aborder l'étude simultanée de
deux caractéres quantitatifs sur
une population.

1-

Séries statistiques présentant un regroupement
ORI e T e e 302
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= S¢ries statistiques presentant yp
regroupement en classes

On a vu en classe de seconde que, pour réaliser I'étude statistique d'un caractére quantitatif POuva
prendre toute valeur sur un intervalle I, on regroupe parfois ces valeurs en classes. Ces classes sqp; des
intervalles qui forment une partition de 1.

Dans cette legon, on ne considére que des séries statistiques 2 modalités regroupées en classes, {ne tells
serie, comportant p classes de bornes Qg Ay, Aoy A, [4;:0 <a, <aq AT aP]. est notée ;

(aiy s al,n), o<\ ot ny est Deffectif de la classe la,,;al

—1.1.. Effectifs cumulés, fréquences cumulées

Ezem=m Introduction

On a relevé la distance parcourue par chacun des 150 taxis d'une compagnie entre leur mise en cireyla-
tion et leur premiére panne. Les résultats de cette enquéte sont résumés dans le tableau ci-dessous, Jes
distances étant exprimées en milliers de kilomatres.

Distance parcourue | [0;5[ | [5;70 | [7;9[ | [9; 15
Effectif (n,) 15 78 B | 21
Fréquence (f)) 0% | 52% | 24% | 14%°

Cette série statistique est représentée graphiquement par
I'histogramme ci-contre. Les aires des rectangles sont pro-
portionnelles aux effectifs des classes correspondantes.

Comme cela a été fait pour les séries statistiques 4 modali-
tés non regroupées en classes, on dresse les tableaux des
effectifs cumulés croissants et décroissants.

Distance parcourue [0;50 | [5;7 | [7:9[ | [9;
Effectif cumulé croissant 15 93 129
Effectif cumulé décroissant | 150 135 57

De fagon plus générale, pour une série statistique ([a,_, ; al,m) oo 42

. k
« I'effectif cumulé croissant de la classe [q;_, ; ;[ est : Em=n b, + .4 n

p
» I'effectif cumulé décroissant de la classe [a,_, ; a,[ est: E= e+ + .t n,
Dans le tableau précédent, la troisieme colonne, par exemple, s'interpréte ainsi : 129 taxis ont parcourt
au plus 9 000 km et 57 taxis ont parcouru au moins 7 000 km avant d'avoir leur premiére panne. On en

déduit le tableau suivant.

@ : . 0 5 7 g | 15
Nombre de taxis ayant parcouru au plus a; (x 1 000 km) 0 15 93 | 129 | 150

Nombre de taxis ayant parcouru au moins a, (x 1 000 km) | 150 | 135 57 | 21 0

Dans ce tableau, la somme des effectifs de chaque colonne est égale 2 I'effectif total.
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t paprésenlés par les graphiques suivants,
e srmmis nombre de taxis

[
189
/__1

135 —0——

X
57

21

3 ﬁ;‘-}_ g 15 distance 0 5 7 g9 15 distance
0

. ar 5 , . rue
Effectifs cumulés croissants RRCOLTIE Effectifs cumulés décroissants parcou

- obtient de maniere analogue les tableaux et les graphiques des fréquences cumulées croissantes ou
0

chmfssan tes.

(]

qummm Polygones des effectifs et des fréquences cumulés

Reprenons I'exemple précédent.

Lgs données ne nous permettent pas de déterminer, par exemple, le nombre de taxis ayant parcouru au
qoins 7 500 km avant la premiére panne. ' : : e b
Legraphique des effectifs cumulés décroissants _permet cependant d’en c_letermmer une estimation. Pour
cela, on joint les points consécutifs t!e ce g_ra;l)hlque par des segments (figure 1).

Le point d'abscisse 7,5 de la ligne brisée ainsi obtenue a pour ordonnée 48. .

On estime 2 48 le nombre de taxis ayant parcouru au moins 7 500 km avant la premiére panne.

Ce graphique est appelé polygone des effectifs cumulés décroissants.

nombre de taxis nombre de taxis
150 150 T =
= — I L1
\ _ 4
100 \ 100 f/
/
\‘\ /
/
4 A 50 ,;
25 /
B N =] /
=8 4
EENE = ~— T
g 5 75 10 15 distance 0 5 10 15 distance
Folvgone des effectifs cumuiés décroissantsPrcOUTUe Polygone des effectifs cumulés croissants Parcourue
0 (figure 1) (figure 2)
'p&;umm“ de manigre analogue le polygone des elfectifs cumulés croissants (figure 2), ainsi que les

Bones des fréquences cumulées croissantes et décroissantes.
M
L}

i:) ;5:1':1'3’3011& des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants) est la ligne brisée reliant les
“ts tonsécutifs dy graphique des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants).

"
ion Suppoge

00rdop, que la répartition des individus dans chaque classe est réguliére, pour tout point M de
Hnamb?:f; {x ; n) du polygone des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants), n est

individus dont la modalité est inférieure (respectivement supérieure] d x.

Statistiques 303



www.biblio-sciences.org

Exemple

Le tableau suivant donne la répartition en classes d'amplitude 5 des illssanamds S0 odiviig
lasss [155 ; 160 | [160 ; 165[ | [165 ; 170[ | (170 175[ | [175 ; 180[ | [180 ; 185]
Effectif 3 8 10 i £ =
Borne supérieure 160 165 170 &o il i
Effectif cumulé 31 38 40
croissant 2 A 4 ——

On en déduit le polygone des effectifs cumulés nombre d'individus

croissants représenté ci-contre, 40 A '

On se propose d’estimer le nombre d'individus

mesuran! moins de 177 cm. e =

Soit n, l'ordonnée du point d’abscisse 177 de ce 30

polygone. /

Ce point appartient & la droite passant par les /

points de coordonnées (175 ; 31) et (180 ; 38). 20

Ona:_Te=31 38— 31 /

" 177 -175 180 - 175 ° /

Donc : n, = 33,8. 10 //

Ce procédé est appelé interpolation linéaire. 7

On estime & 34 le nombre d’individus mesurant

moins de 177 cm. 0 160 170 177 180 taille

—1.2. Caractéristiques de position

pommmm Classe modale
Définition 3
Soit une série statistique présentant un regroupement en classes.

On appelle classe modale de cette série toute classe d’effectif maximal.

Exemple
Dans I'exemple introductif (distances parcourues par les taxis), la classe modale est [5 ; 7[.

Remaraues

e [Ine série stalistique peut avoir plusieurs classes modales. Par exemple,
I'exemple précédent a deux classes modales : [165 ; 170] et [170 ; 175].
* Le centre d'une classe modale est appelé mode de la série statistique.

la série des tailles de

pmpemmm Médiane nombre de taxis

Reprenons 'exemple introductif (§ 1.1.).
L'effectif total de la série est 150.

On représente sur le méme graphique les polygones
des effectifs cumulés croissanls et décroissants.
Ces polygones sont symétriques par rapport  la
droite d'équation n = 75. Donc leur point d'inter-

seclion a pour ordonnée 75. Seil x; son abscisse.
75 — 15 93 -15
C'l:1ﬂ:..rﬂE[5;2-’[;.:1911::::ru_.5 = —-

On en déduil : x; =5 + L ; done : x, = 6,54.

30
On estime que la moitié des taxis ont parcouru au
plus 6 540 km avant la premiére panne. 0 5

150

T

100 \

50 /l

distance
15 pdfcaum

.ro 1 D
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Le nombre 6,54 partage la population de la série en deux parties de méme effectif. Ce nombre est appe-
1é médiane de la série.

Définition
Soit une série statistique présentant un regroupement en classes, d’effectif total N.

On appelle médiane de cette série le nombre réel M tel que le nombre d'individus de modalité
supérieure 4 M et le nombre d'individus de modalité inférieure & M soient tous deux égaux a % .

B emargues

La détermination de la médiane se fait aussi a I'aide des polygones des fréquences cumulées croissantes
ou décroissantes. C’est 'abscisse du point de ces polygones qui a pour ordonnée 50 %.

pmsm== Moyenne

Si, dans une série, les modalités des n, individus d'une classe [a., ; ;] de centre x; sont réguliérement
réparties dans cet intervalle, alors la moyenne arithmétique de ces modalités est x; et leur somme est n; x;.

La définition suivante est donc justifiée par I'hypothese d’une répartition réguliére des modalités dans
chacune des classes de la série considérée.

Définition. =
Soit ([t:f.i_1 sal, "i)1 = i = p Une série statislique;

On appelle moyenne de cette série la moyenne x de la série statistique (x; , n); < ;< ot x; estle
centre de la classe [a,_, ; al.

" P
Si N est I'effectif total de la série,ona:x = % En %

Classe |Centre de la| Effectif| n; x;
Exemple classe (x) | (n)
Reprenons 1'exemple introductif (§ 1.1). [0; 5] 25 | 18 37,5
On déduit du tableau ci-contre que : x = 1—%‘?{;—5 = 6,97, 5 71 8 | 78 468
Les taxis parcourent donc « en moyenne » 6 970 km [7: 9l 4 D 288
avant leur premiére panne. [9; 15[ 12 | 22 252
Total | | 150 |10455

__1.3. Caractéristiques de dispersion

Pour calculer les caractéristiques de dispersion d'une série slatistique présentant un regroupement en
classes, comme pour le calcul de la moyenne, on remplace chaque classe par son centre.

Soit ([mi_1 @l my), < < p ume série statistique d'effectif total N et de moyenne X.

Pour tout nombre entier i tel que 1 < i < p, on désigne par x; le centre de la classe [a,_, ; a/l.

* I’écart moyen est le nombre réel e tel que : e, =

P
« La variance est le nombre réel V tel que : V = T}f Zn

* L'écart type est le nombre réel o tel que : 0 = /v.

Bemarguz

1.8 %

i(-"i "5)2°

Dans la pratique, le calcul de la variance se fait a I'aide de la formule de Koenig :

V=(':T£:1"ix¥)_f2'
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Reprenons 'exemple introductif (§ 1.1).
X -x x4 nx? |
Classe |Centre dela, Effectif b, —x nje—x | i ol
classe (x;) (n,)

{0; 5[ 2.5 : 15: 4,47 67,056 6,25 93,:3_
(5 : 7l ﬁj 78 0,97 75,66 36 2 808

(7 ; 9l 8 36 1,03 37,08 64 2 304

[9; 15[ 12 21 5,03 105,63 144 3024
Tatal 150 28542 | 8 229,75

On déduit du tablean précédent que :

28542 _19028;V=

m~ 7150

8 229,75 _ 2-3,2841;0=2,5068.
—TED 6,97 =G, '

E'I’AE XETCiCeS T i - A A A s s 77> 77755

l.a

1.b

b

1.d

Une enquéte sur la durée en minutes des communications passées d'une cabine téléphonique a donné les

résultats suivants.

Classe 0:1( | [1;2[ | [2;3 | [3:50 | [5:100 ]| [10; 15[
Efectf 30 54 51 45 63 57

1. Construire un histogramme représentant cette série.
2. Dresser le tableau des effectifs eumulés croissants et

effectifs cumulés croissants el décroissants.
3. A l'aide d'interpolations linéaires, déterminer le nombre de communications dont la durée :

a) est supérieure 3 4 min;  b) est inférieure & 7 min ; ¢) est comprise entre 4 et 7 min.

décroissants, puis construire les polygones des

Les moyennes des notes obtenues par les 50 candidats 4 un concours se répartissent comme suit.

Glasse [o:4f | [a;8] | [8;12[ | [12;16[| [16; 20(
Effectif 9 14 20 7 4

1. Dresser le tableau des fréquences cumulées croissantes et décroissantes, puis construire les polygones

des fréquences cumulées croissantes et décroissantes.
2.a) Déterminer la classe modale et la médiane de cette série statistique.
b) Déterminer la moyenne des notes obtenues par |'éléve qui s'est classé quinzidéme au concours.

On a mesuré la taille en centimétres de 40 individus (exemple du § 1.1.).
1. Calculer la médiane et la moyenne x de cetle série.
2. Compléter le tableau suivant.

Classe Centre de la classe (x) Effectif (n,) b, — nlx, - 7| na
[155 ; 160( 3

[160 ; 165] 8

[165 ; 170[ 10

[170; 175] 10

[175 ; 180] r

[180 ; 185] 2

"Total = = . o A

3. Déterminer 1'écart moyen et I'écart type de cette série,

On reprend les données de l'exercice 1.b,
1, Calculer Ja moyenne x de cette série statistique.
2.a) Calculer la variance V et I'écart type o. (On donnera les résultats & 109 prés.)
b) Quel est le pourcentage d’éldves dont la note appartient & l'intervalle x-a 5 +al?
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On peut, sur une population,

du est alors un couple de nombres réels. On construit ainsi une série statistique a deux caractdres, ou
série double.

—2.1.. Organisation des données

etudier deux caractdres quantitatifs ; la modalité associée 2 chaque indivi-

ppmEmm Introduction

On a relevé le poids (en kg) et la taille (en cm) de 30 personnes ; on a obtenu les résultats suivants.

Poids (x)| 65 | 68 | 62 [ 62 [ 68 | 66 | 59 | 71 | 74 | 68 | 68 | 74 | 71 | 65 | 65

Taille (y) | 165 | 177 | 174 | 168 | 165 | 171 | 165 | 177 | 174 | 171 | 165 | 174 | 172 | 174 | 171

Poids (x)| 62 | 65 | 68 | 71 | 65 | 74 | 74 | 71 | 65 | 77 | 74 | 62 | 77 | 68 | 71

Taille (y)]| 174 | 174 | 171 | 171 | 174 | 168 | 177 | 174 | 165 | 180 | 177 | 168 | 180 | 171 | 174

Ces données permettent de définir deux séries statistiques 4 un caractere, (x; , n)) et (y; . n), représentées
par les deux tableaux suivants,

x; | 59|62 | 65|68 | 71| 74| 77 y, | 165|168 171 | 174 | 177 | 180
nn| 1| 4|6 7] 5]5]2 m| 5| 3[6 |10 4|2

Soit X = (59, 62, 65, 68, 71, 74, 77} et Y = (165, 168, 171, 174, 177, 180},

A chaque couple (x; , y;) de I'ensemble X x Y, on associe le nombre d'éléves ayant le poids x; et la taille
y;ice nombre est noté n.

On définit ainsi une série statistique a deux caractéres ; n est appelé effectif de la modalité (x, , yJ].

Cette série, notée (x;, y; , ng]. est représentée par le i
tableau a double entrée ci-contre. Y] b9 | 62 | 65 | 68 | 71 | 74 | 77 [Total
Les totaux obtenus dans la derniere ligne du [165| 1 | 0 | 2 | 2| 0 | 0 | 0 | 5
tableau sont les effectifs de la série (x; , n) ; ; 68| 0| 20 lo0lo | 1] 0] 3
cgu.x gj la r::ermére colonne sont les effectifs de la sl ol ols &l sl 0l o &
série (y,, n,).

€t 174| 0 2 3 0 3
Ces effectifs apparaissent « en marge » du tableau 21010
a double entrée ; les séries statistiques [x; , n;) et 1771 0 | 0| 0| 1|1]|2]|0]4
(yj, n) sont appelées séries marginales delasérie (180 0 | 0o o[ o | oo 2] 2
double (X 0 g0 1) Totall 1 | 4 | 6 | 7 [ 5| 5] 230

mmmmmmn  Nuage de points associé @ une série double
Soit (x; , y, , ny) une série statistique & deux caractéres quantitatifs.

Le plan est muni d'un repéra'n!-thngonal. L'ensemble des points My de coordonnées (x; , yj] est appelé
nuage de points associé a la série.

Dans le cas ot les effectifs des modalités (x;, B‘_;] ne sont pas tous égaux, on représente ce nuage de points
de deux fagons.

* Représentation par points pondérés ; on indique a coté de chaque point M;; Veffectif n; (figure 1).

* Représentation par taches : chaque point M, est remplacé par un disque dont I'aire est proportionnel-
le & ny (figure 2).
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¥ d 3 '
Pour 'exemple introductif (poids et taille de 30 personnes), on obtient les nuages de points suivan,

u Y
180 I 180 — —
177 4 3 177 1
9
171 N4 171 —@
168 % 1 168 ——9— %
L 0 —
165 1| Ql El 155—+—— F—
0 59 62 65 68 71 74 717 0 59 62 65 68 T 74 77 x
figure 1 figure 2

mmmm=m  Point moyen d’un nuage
Reprenons l'exemple précédent.
On se propose de déterminer le barycentre G des points pondérés (M, g).
Ona: x.= ;—0[59+2x62+2><E‘:2+2x65+65+3x65+2)<53+4><53+55+71+
3X714+71+74+2%X74+2%X74+2%x77)=684;
Y = 31—0[165+2x1ﬁa+2x174+2x155+ 171 + 3% 174 + 2 X 165 + 4 X 171 +
177 + 171+ 3 %X 174 + 177 + 168 + 2 X 174 + 2 x 177 + 2 x 180) = 172,1.
Xg =58 (59 +4 X 62+ 6X65+7x68+5X71+5X74+2X77) =¥
On a également : { 1
Yo=735(5%165+3%x168+6x171+10x 174 +4 %177 +2x 180) = y
ol x et y sont les moyennes respectives des séries marginales (x;, n) et (y;, n)).
G est appelé point moyen du nuage associé a la série (x; , Yj» ).

Soit (x; , Yj» "H] une série statistique 4 deux caractéres quantitatifs. *
On appelle point moyen du nuage de points représentant cette série le point de coordonnées (% , 7), L

ol ¥ et y désignent les moyennes respectives des séries marginales (x;, m) et (yJ F "j)- {

Exemple "
Les notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de bio- X

logie et de physique d'un examen sont indiquées dans
le tableau suivant. 15

Biologie (x) | 9|12/ 5| 69|14/ 3| 6(12|14
Physique (y)|10/13| 8 |10{13|17| 5| 8 |16/16

11,6 e

On remarque que, dans cette série, les effectifs des 19
modalités sont tous égaux a 1.
Les moyennes des séries marginales sont :

- 3+5+2x6+2x9+2x12+2Xx14

o 10 =8
§=5+2x3+2x10-;§x13+2x16+1?=11'ﬁl 5

Le point moyen du nuage associé a la série est G(ilg,ﬁ)' 0 5 9 10 x

308 Statistiques



www.biblio-sciences.org

2.2, Ajustement linéaire

On considére d“}‘? ce paragraphe une série statistique & deux caractres . et y telle que V'effectif de cha-
cune des modalités est égal & 1. Une telle

série sera noté 1 P ¢ i
St G (o ) I el s, B e [x;, Yy < ;= OU N est I'effectif total de la

Le nuage de points associé A cette série est |'ensemble des points M; de coordonnées (x, , y,).
On désigne par ¥ et i les mo

yennes respectives des séries marginales relatives aux caractéres x et y, par
V(x) et V(y) leurs variances R i

respectives, que 1'on suppose non nulles.

peme== Introduction

Dans le plan muni du repére (0, 1, J), on construit le nuage de points associé 4 la série double ; on envi-
sage trois cas.
Yy . Y ] = ° "
.I 2 L] L ] A = - . - - ® P - "
. < . Yis 5 g T : . ’
J Ll J L L : o L [ ] . J pres = 4 = - L]
.. l.-.. e 4 =, ..
l I - F . L]
o | &0 | = B | -
figure 1 figure 2 figure 3

La répartition des points dans les deux premiers nuages suggére une relation entre les deux caractéres x
et y ; ce n'est pas le cas pour le nuage de la figure 3.

* Le nuage de la figure 1 a une forme qui se rapproche d’une droite ; elle suggére une relation de la forme
y=ax+b,

* Le nuage de la figure 2 a une forme qui se rapproche d'une parabole ; elle suggére une relation de la
forme y = ax? + bx + c.

Ajuster un nuage de points consiste & déterminer une courbe simple passant « le plus prés possible » des
points du nuage. Si la courbe recherchée est une droite, 'ajustement est dit linéaire.

L'objectif de ce paragraphe est de donner une méthode pour effectuer 1'ajustement linéaire d'un nuage
de points. Cette méthode, dite « des moindres carrés », permet de déterminer deux droites appelées
droites de régression.

mememmm Droite de régression de y en x

Soit une droite d'équation : y = ax + b. Pour tout
nombre entier i tel que 1 < i < N, on désigne par ¥
P, le point d'abscisse x, de cetle droile.

La somme des carrés des distances de M, & P, est :

i - 2 M'o
:;.;E[MiPI)’- =L [y - (ax; + b)]2 :
La méthode consiste & déterminer la droite (%), |
appelée droite de régression de y en x, telle que L
cette somme soit la plus petite possible. o |1 x

N
* On suppose dans un premier temps que a est déterminé et on cherche b pour que la somme E;(MIPIJZ
soil minimale.

Ona :EJM;P,F = F:i[{yl ~ax) = 'b]2
a 21[[.'}; — ax,) - 2bly, - ax;) + bz]
= NBb? = 2;,?;#,‘ -ax) + élﬂh - ax)?
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On obtient un polynéme du second degré en b, de la forme : ab? + b + 7 o étant positif, ce polyy_
M
me admel un minj ] b= —E'-= 2 [y.-"‘-"-"'i}'
inimum en b tel que : b= —= = &, .

Donc, pour une droite de coefficient directeur o, la somme E’x(M"
= 1 = —

b= N Ely;‘ g £ =Y - ax.

La droite (3) passe dong par G, point moyen du nuage.

P,)? est minimale pour :

* On suppose maintenant que:b=y-ax.
M N 2
Ona: Ei[MiPi)z = El[[yf - E] s ﬂ[-ti _-ﬂ]
R, T g 3 s N ” g. ;
= a’F (x; - x)? - 2a% (- )y~ + E, 0~ Y) ,él['tt R

On obtient un polynéme du second degré en a, qui admet un minimum pour @ = —————__

E_i ['ti A ‘ﬂz
M
TTT 51[1:‘ ~ %)y -5
La droite (%) a donc pour coefficient directeur le nombre a tel que : @ = 15 :
ﬁ IE'I [xf & f)z

Le dénominateur de cette expression est égal 2 V(x). Le numérateur est appelé covariance de la série
double et noté Cov(x , y).

Définition

Soit (x; , y;);  ; -  une série statistique a deux caractéres x et y, d'effectif total N,
La covariance de cette série est le nombre réel, noté Cov(x , y), tel que :

Cov(x,y) = % éitx" - X)(y; - )

Le calcul pratique de la covariance s’effectue en général a I'aide de la propriété suivante, dont la démons-
tration est analogue 2 celle de la formule de Keenig établie en classe de seconde.

Propriété 1

Soit (x;, ¥;); < ; < y Une série statistique a deux caractéres x et y, d’effectif total N,
r1 A i
'Ona: Covlx, y) = (ﬁ Elxiyi) - Xy.

L'étude précédente permet d'établir la propriété suivante.

Soit (x; , ¥;); < ; < y Une série statistique a deux caractéres x et Yy telle que : V(x) = 0.

La droite de régression de y en x passe par le point moyen du nuage associé a cette série et a pour

z ; Cov [x, y)
coefficient directeur o s

Une équation de cette droite est : y -y = C_ovv‘%ij (x - 3).
T Y; | X
A 192 :g Ea% 18414
Reprenons la série des notes obtenues par 10 éléves 5 5 5 =
en biologie et en physique (§ 2.1.). 5 o == 55
Les calculs sont généralement disposés dans un 9 13 117 Bl
tableau de la fagon suivante. 14 17 538 196
3 5 15 9
6 8 48 36
12 16 192 144
4 | 36 224 196
Total ; 90 [ 116 1180 948 |
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On en déduit que ;

Y
Covlx, y) = 1 180 =9%x116=13,6: /|
V=288 _ g2 938 4
qo - 9138 1 A
La droite de régression de y en x est donc la droite (D) ,/{

: o 13,6 v
d'équation : y—11,6 = m[x—ﬁ]; 4G
c'est-a-dire : y = 0,986x + 2,730. 10 Vi

///
/]
L
7
Fap /"
r
5 ///
0 5 10 =

Droite de régression de x en y

Soit une droite d'équation : x = ay + b. Pour tout
nombre entier i tel que 1 < i <N, on désigne par
Q; le point d’ordonnée y, de cette droite.

On cherche cette fois & déterminer la droite (@),
appelée tliimite de régression de x en y, telle que la

somme % (M,Q,)* soit la plus petite possible.
Par un calcul analogue au précédent, on démontre

que cette somme est minimale si la droite passe
Cov (x, y) o | %

VY

Soit (x; , y), < ; < 5 une série statistique a4 deux caractéres x et y telle que : V(y) # 0.

par le point moyen du nuage et si a=

La droite de régression de x en y passe par le point moyen du nuage associé a cetle série et a pour
équation : x - x = Cov.(x m[y— i)
e s L) v

BEI‘I‘IEI‘QUE

Si la covariance de la série est non nulle, le coefficient directeur de cette droite est : -—wyi—
' Covix , y)
Exemple
Reprenons la série des notes obtenues par 10 g
éléves en biologie et en physique (§ 2.1.).
On a le tableau suivant. =
15
X Yi X yi /]
g 10 90 100 A
12 13 156 169
5 B 40 64 AG
6 10 60 100 10 !"
g 13 117 169 P4
14 17 238 780 4
3 5 15 25 )
6 8 48 64 gy
12 16 192 256 il
14 16 224 756 S
Total :[__90 116 | 1180 | 1492 0 5 5 3
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1492 _ 2 = 14,64.
On en déduit que : Cov(r, y) = 13,6 ; V) = —p 11"? Il. T =.liﬁ[y 11
La droite de régression de x en y est donc la droite (2’) d'équation : 14,64 615
c’esl-a-dire : y = 1,076x + 1,912.

Wl Coefficient de corrélation linéaire

Reprenons l'exemple ci-dessus, et représentons i
sur un méme graphique les deux droites de régres- i
sion (@) et (D). Ces deux droites ne sont pas

confondues, mais sont « proches » I'une de l'autre. 15
En effet, leurs coefficients directeurs respectifs 0] -,
sont Lrés voisins,
On dit dans ce cas qu’il y a une bonne corrélation S
linéaire entre les deux caractéres x et y.

\"\
m\;

;j
LT TN

N
N
J

Plus généralement, lorsque la covariance de la série 10 4 =1
est non nulle, les deux droites de régression sont ?’fj
confondues si elles ont méme coefficient directeur, //
c'est-a-dire si ; Covix, y) = Viy) - (4 }/7/ r
V{l’} Cov(x, y] A
ol 5 RERPAZ J |
Cette égalité est équivalente 2 ; SRl =, A | ] | |
Vix)V(y) 0 5 10 x

Soit (x;, ¥)); - ; <\ une série statistique a deux caractéres x et y telle que : V(x) 20 et V(y) = 0.
Cov{x, y)
V) Viy)

Le coefficient de corrélation linéaire de cette série est le nombre réel r tel que:r=

E emarques

* On admet que : |r] < 1.
* La corrélation entre les deux caractéres x et y est d'autant meilleure que |r| est proche de 1.

Exemples
* Dans l'exemple ci-dessus, le coefficient de corrélation est r tel que : r = 0,957.
Il y a donc une bonne corrélation entre les notes en biologie et en physique de ces dix éléves.

* Considérons maintenant la série des notes obtenues par ces mémes éldves en biologie et en éducation
physique. On a le tableau suivant.

Biologie E.P.S. X2 z; | xz 1
(x) (z) \
9 6 81 36 54 15 (29
12 13 144 | 169 | 156 "
5 17 25 | 289 | 85 % "1
6 11 | 36 | 121 | 686 B i = = G
9 10 . 81 | 100 | 90 ] = =
14 8 196 | 64 | 112 L i
3 8 9 64 24 L I =
8 | 15 36 | 225 | o0 o \ ¥
12 B 144 | 36 | 72 & ' |0
14 15 196 | 225 | 210 |
Total : 90 109 948 | 1329 | o590 5[ |
0 5 10 I

On en déduit que : x = 9 ;2 =10,9. Donc : Cov(x , z) = 959-0x109=—1322

312 Statistiques



www.biblio-sciences.org

La droite (@) de régression de z ep x admet i 2,2
g our é g =__ %4 (. a).
c'est-d-dire : z = — 0,150, 4 12,335. p RGO, &=, f3s *~ 9

: = —_ 2 - % I ! £ i .
On a V[z}2‘2132.9 10,92 = 14,09 ; donc la droite (2') de régression de x en z admet pour équation :
r=9= —m (Z — 10.9] 5 c’est-a-dire 2=

6,405x + 68,541.

; . 2,2
Le coefficient de corrélation de cette série est le nombre r tel que : r = —

— ; donc : r=—0,158.
/138 /14,09

élation linu%ai’re' entre les notes de biologie et d'éducation physique de ce groupe
ustement linéaire sur cette série ne se justifie pas.

Il Y a une mauvaise corn
d'éleves. Effectuer un aj

—2.3.. Travaux dirigés

memE=m - Ajustement linéaire par la méthode de Mayer

Le tableau suivant donne le chiffre ¢
huit années consécutives,

affaires d'une entreprise, exprimé en millions de francs, pendant

numéro de 'année (=) 1 2 | 3 4 [ 5 \ 6 7 8

| chiffre d’affaires (y) 41 | 68 | 55 | 80 | 95 | 104 | 100 | 122
1°) Représenter le nuage de points (M

2°) a) Calculer les coord
b) Déterminer une équa

ih = j < 5 2ssocié a cette série statistique,

onnées de G, point moyen du nuage,

tion de la droite de régression de y en x et représenter cette droite.

3°) On partage le nuage de points en deux parties d'effectifs égaux : (M), o, _, et (M), _;_ 8

a) Calculer les coordonnées de G, et G, points moyens respectifs des nuages partiels ainsi obtenus,
b) Déterminer une équation de la droite (G,G,) et représenter cette droite.

Démontrer que G appartient 4 la droite (G,G,).

Cette droite est une droite d’ajustement de la série ; la méthode utilisée est appelée méthode de
Mayer (si le nombre de points du nuage est impair, on met indifféremment le point central dans I'un
ou l'autre des nuages partiels).

4°) En supposant que 'évolution du chiffre d'affaires de cette entreprise gardera la méme tendance,
déterminer ce chiffre d’affaires pour la 9¢ année :

a) a I'aide de la droite de régression de y en x;
b) a I'aide de la droite (G,G,).

Solution
1°) Le nuage de points associé & la série est représenté ci-dessous.
2°) On établit le tableau de calculs suivant. Y
X Y xf o (24 130
1 41 1 41 120 i
2 67 4 134 110 GV L~
K] 55 9 165 100
4 80 16 320 9% 3
b | 95 25 475 9/
6 104 36 624 E0 =
7 100 49 700 70 T
8 122 64 976 60 Y =
Total : [ 36 664 204 | 3435 50 —+=]
0
a)]Ona:x= 3_£F=4'5:§=55T4:33' ) -
G a pour coordonnées (4,5 ; 83). 1 2 3 4 5 6 7
3 435 204 2
b)On a : Cov(x, y) = —45x83="55875; V(x) = S~ - 45 _5.25.55 o
La droite (%) de régression de y en x admet donc pour équation : y — 83 = 5"25 (x—4,5);

c'est-a-dire : y = 10,643x + 35,107,
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0 '
142+3+4 ﬂ:i"?_i:‘*iiﬁ— ):d.:n:::(;l(z'5 )

3°) a) G, a pour coordennées : ( = 4 60,75
100 + 122 -d'ot: G 6.5
+6+7+8 95+104+ ;d'oni: G, :
G, a pour coordonnées : ( C 7 H 2 105,25

105256075 (o)

b) La droite (G,G,) admet pour équation : ¥ — 60,75 = 6,5—2,5

e e aprés le théoréme des barycentres partiels, G g le bary

G est I'isobarycentre des points du nuage. D’
centre de (G, , 4) et (G, , 4] ; donc G appartien

t & la droite (G;G5)-

4°) Le chiffre d'affaires que peut espérer 'entreprise pour la 9° afnide ext obteny en chiorchant lordop,
née du point d'abscisse 8 de la droite d'ajustement.

a) Avec la droite de régression de y en x, on 0
b) Avec la droile (G,G,), on obtient : y = 11,125 X

btient : y = 10,643 X 9 + 35,107 = 130,894,
9 + 32,937 = 133,062.

Les résultats obtenus par les deux méthodes sont donc triés voisins. -
La méthode de Mayer permet généralement d'obtenir des résultats assez proches de ceux obtenyg parjg
méthode des moindres carrés et nécessite moins de calculs.

WE XETCICeS B s - o s s

2.0 Dans une maternité, on a relevé, pour chacune des vingt naissances d'une journée, I'dge x de la marp o le

poids y du nouveau-né. Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-dessous.

X

22 (18| 20| 20|16 2226|2218 | 22| 18| 26| 20| 26 | 18| 18| 22| 26 [ 22 [ 20

L

32/28|32/36(28[28] 3 [28[ 3] 3[34[36[32] 3] 3 [34[28726] 3 [32

2.b

2.6

2.d

1. Présenter ces donnges dans un tableau & double entrée.
2. Déterminer les séries marginales associées aux caractéres x et y.
3. Représenter par des taches le nuage de points associé & cette série double.

Lors d'une enquéte portant sur 100 familles, on X

a relevé le nombre x d'enfants de chague famil- Y 0 e | I U
le et le nombre y de pidces de leur habitation. 1/6|3[2|2/0|lofof[o]wo
Les résultats sont présentés dans le tablean a 2]8]3|6 |7 |a|r|o0|lolo
double entrée ci-cantre, s|ilalal7zlz

4
1. a) Représenter 4 'aide de deux tableaux les 2 0l 2 3 5 | * fl 2190
stries marginales associées aux caractdres x et y. Lels 8314

b) Déterminer les moyennes respectives de ces séries marginales,
2. Représenter par des points pondérés le nuage associé A cette série double ; placer son point moyen G.

On considére la série (x,, y,) déterminge par le tableau ci-contre, B
1. Représenter le nuage de points associé 2 cetta série. g J o= | =1 0

2, Déterminer une équation de la droite de régression de y en x ot Yy 1 -1 4 2
une équation de la droite de régression de x en y. Tracer ces doux droites

3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de celte strie, '

Une bille tombe dans le vide de différentes hauteurs. En
mesurant chaque fois le temps ¢ (en secondes) de la chute { 0,20 | 0,28 | 0,35 | 0,40 | 045 -
et la vitesse v (en métres par seconde) de labille en finde [ — ‘ I ' ' : 5
chute, on obtient le tableau ci-contre, % = ol T =
1. Représenler le nuage de points associé & cetlg séria.

2. Délerminer le point moyen de ce nuage.

3. a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette série

Sa valeur justifie-t-elle un ajustement lingairg 7 -

b) Déterminer une équation de la droile de régression de v en ¢, Tracer cette droite

4. Sachant que, dans une chute libre, lz vilesse s'ex ;
) : " prime en f $ — i déter-
miner une estimation de l'accélération de la pesanteur g. SR i emps pac T galitho g,
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“ExercicesTZ

APPRENTISSAGE ,

§éries présentant un
regroupement en classes

1 On a relevé dans une agence bancaire les mon-
tants, en milliers de francs, des 49 premiers versements
effectués au guichet. On a obtenu les résultats suivants.

50 300 100 800 200 30 75
250 600 260 150 45 490 400
200 375 360 620 130 1450 880

25 560 350 450 400 280 190

1180 220 520 120 900 110 350
600 850 290 1400 125 900 1000
130 1100 430 950 45 310 590

1. Regrouper ces montants par classes d’amplitude 300,
la premiére étant [0 ; 300(, puis dresser le tableau des
fréquences et des fréquences cumulées croissantes de la
série ainsi obtenue,

2, Déterminer la classe modale de celte série.

3. Calculer les moyennes respectives :

a) de la série avant le regroupement en classes ;

b) de la série obtenue par regroupement en classes.

2 On considére une série dont les effectifs cumu-
lés décroissants sont donnés dans le tableau suivant.

Classe [0;4] [4:6] [6:8[ | [8;10]
Eff. cum. 60 45 24 6
décroissant

1. Construire le polygone des effectifs cumulés décrois-
sanis.

2. Déterminer graphiquement la médiane de cette série.
Vérifier le résultat par le calcul.

3. Calculer la moyenne de cette série.

3 On considére une série dont les effectifs sont
donnés dans le tableau suivant.

Classe [—2:;-1[] 1ol | [0;2[ | [2;4]
Effectif 14 16 8 | 12

1. Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et
décroissants,

2, Construire les polygones des effectifs cumulés crois-
sants el décroissants,

3, Délerminer graphiquement le nombre d'individus
dont la modalité est

a) inférieure 4 1 ;

b} supérieure 4 — 0,4.

4. Déterminer graphiquemnent l'intervalle dans lequel
on trouve :

af les 9 individus de modalité la plus grande ;

b} les 20 individus de modalité la plus petite.

B On considere une série dont les fréquences sont
données dans le tablsau suivant.

Classe [0;3( | [3:5[ | [6;71 | [7;10(
Fréquence | 10 % 25 % 35 % 30 %

Calculer la moyenne, la variance et I'écart type de celte
série.

5 Le tableau suivant donne les durées de vie en
heures, regroupées en huit classes, d'un lot de piles
d'une méme marque pour lampes de poche.

Durée de vie| Effectif | Durée de vie| Effectif
[50 ; 60[ 10 [80 ; 100] 30
[60 ; 70[ 15 [100 ; 110[ 20
[70 ; 80[ 35 [110: 120( 15
[0 : ao0] 40 [120: 130[ b

1. Calculer la moyenne, la variance et l'écart type de

cette série. ..
2, Calculer, par interpolation linéaire, la médiane de

cette série.

6 La série suivante donne la répartition des
tailles en cm de 36 éléves d'une classe de premigre.

Taille Effectif Taille |  Effectif
[145 ; 155] 3 [165 ; 170( B
[155 ; 160[ 5 [170 ; 175] 8
[160 ; 165( i} [175 ; 185] 6

1. Représenter cette série par 'histogramme des effec-
tifs,

2. Déterminer la (ou les) classe(s) modale(s) de cette
série et calculer sa moyenne,

3. Construire le polygone des effectifs cumulés crois-
sants.

Déterminer la médiane de cette série.

7 On considere la série statistique présentée dans
le tableau suivant.

Classe 120 12;4[ | ta:50] [5:86[| [6:9l
Effectil 258 | 133 | 164 | 108 | 337

1. Construire les polygones des effectifs cumulés crois-
sants et décroissants,

2, Déterminer le nombre d'individus dont la modalité
esl:

a) inférieure 4 3 ;

b) supérieure a 5,3 ;

¢) comprise entre 3 et 5,3.

3. Calculer la moyenne, la variance et 1'écart type de
celte série,

8 Une machine a ensacher le café produit des
sacs de 250 grammes. On a mesuré le poids net de 125
sacs produits par cette machine et obtenu la série sta-
Listique suivante.

Poids Effectif Poids Effectif
[242 : 244] 2 [250 ; 252 30
[244 ; 246] 14 [252 ; 254( 15
[246 ; z48] 18 [254 ; 256 4
[248 ; 250[ 40 (256 ; 258( 2
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1. a) Construire les polygones des fréquences cumulées

croissantes et décroissantes. 4

b) Déterminer la médiane de cette série.

2. a) Calculer la moyenne ¥ et I'écarl type a
nera les résultats 4 107 prés).

b) Quel est le pourcentage des sacs
compris :

sentre T—o0 ot x+07

sentre ¥—20 el X+ 207

{on don-

dont le poids est

9 Une étude statistique portant sur un caractére X
a permis de construire I'histogramme ci-dessous.

1. Quelle est la (ou les) classe(s) modale(s) de la série
statistique correspondante 7

2. Construire les polygones des fréquences cumulées
croissantes et décroissantes.

En déduire la médiane & l'aide d'une interpolation
linéaire.

3. Calculer la moyenne et 1'écart type de cette série.

4. Sachant que l’effectif total de la population est 720,
dresser le tableau des effectifs.

10 Un controle de vitesse a été effectué sur une
autoroute on la vitesse est limitée & 130 km/h.
La série statistique obtenue est représentée ci-dessous
par son polygone des effectifs camulés croissants.

530 effectif cumilé crolssant

500

452

106

32 = vitesse en km/h

0 60 B090 110 130 180

1. Etablir le tableau des effectifs de cette série statis-
tique.

2. a) Quel est le pourcentage de véhicules en infraction ?
b) On a décidé de ne verbaliser que les conducteurs
roulant & une vitesse strictemenl supérieure a 140
km/h, Combien d'amendes va-t-on donner ?

3. Déterminer la classe modale et la moyenne de cette
série.
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née par le tableau & double entrée suivant,

y de fréres de chacun des 40 éleves d'une classe
midre. On a obtenu la série double suivante,

éries statistiques a dey,
caracteres

11 Soit la série statistique a deux caracpyg, 4
0On-

-1 o 2
6 3 1
3 B 3

1. Représenter par des taches le nuage de ;:mints assagig

i cetle série. y
5. Déterminer et placer le point moyen du nuage,

12 On relevé Je nombre x de sceurs et le nom
de pre.

—

>3] o 1 2 4 | 5
0 0 3 0 0 [ 0
1 g | 3 2 T 0
2 3 ] 4 4 7
3 1 3 0 9
5 0 3 A

1. Représenter par des points ponderés le nuage associs

A cette série.
2. Déterminer et placer le point moyen du nuage.

13 Lors d'une enquéte aupres des éléves d'un

lycée, on a étudié les caractéres suivanls :

« nombre x de livres lus au cours du dernier mois ;
« nombre y de sorties au cinéma au cours du dernier

mois.

Les résultats sont présentés dans le tableau suivant.

e | 1| 2 - RESE
G ] 35 | 30 | 50 | 25 | 12 | O
1T 34 | 58 | 44 | 47 | 10 | 18
T [ 72 | 65 | 57 | 30 | 1% | 7
3 | 24 | 32 | 26 | 25 | 16 | 6
£ | 5 | % [ %0 | | F 1 ®

1. Dresser le tableau des effectifs et des fréquences des
séries marginales associées a cette série double.

2. Représenter par des points pondérés le nuage associé
it cette série.

3. Déterminer et placer le point moyen du nuage.

14 Dans le plan muni du repére (O, 1, J), on @
représenté par des points pondérés le nuage associé
une série statistique A deux caractéres x et y.

y 1
1 5 ; 2 4
g sl | 4
of 1 x
1 3
3.___——-

1. Dresser les tableaux des effectifs des deux séries M
ginales.

2. Déterminer et placer le point moyen du nuage:
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15 Le tableau suivant donne, pour dix pays, la

population x de ces pays et la population y de leurs
capitales, exprimées en millions d'habitants (Quid 97).

De ces deux séries, quelle est celle qui se préte le mieux
4 un ajustement linéaire 7

19 Le tableau suivant donne 1'évolution, de 1981
3 1990, du nombre (exprimé en milliers) d'ovins et de

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
2. Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et une équation de la droite de régression de

xeny.
Tracer ces deux droites.
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire,

16 Le tableau suivant donne le poids y en kgd'un
nourrisson, x jours aprés sa naissance.

[ ] 5 [ 7 [ wo] a8 2| 2
[y | 361[370]375] 385 3,90 | 4,05 | 4,12
1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
2. Déterminer une éguation de la droite de régression
de y en x et représenter cette droite sur le graphique.
3. Donner une estimation du poids du nourrisson 30

jours aprés sa naissance.

17 Le directeur des ressources humaines d’'une
entreprise doit embaucher des ouvriers. Lors de précé-
dents recrutements pour des postes analogues, il a fait
une étude statistique et a dressé le tableau suivant.

i T
Salalmﬁ 60 000 ‘ 64 000 ‘ 68 000 ' 72 000
propaosés (x;)
Nombre de [ '
candidatures (y,) 1 I' 17 20 J 25

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.

2. Déterminer la droite de régression de y en x.
3. En déduire une estimation du salaire que doit pro-

poser le directeur s'il veul recruter 30 ouvriers.

18 On a étudié trois caractéres x, y et z sur une
population de cing individus et on a obtenu les résul-

tats suivants.

% 1 2 3 ] 1 ] 5
y, [ 40 | 45 | 35 | 35 | 30
HIENEIEREIE

1. Représenter sur deux graphiques différents les
nuages de points associés respeclivemen! aux séries

2. Déterminer une équation de la droite de régression

de y en x et une équation de la droite de régression de

Zen x.
3. Calculer les coefficients de corrélation linéaire des

séries (x,, y,) et (r,, z).

Pays ' Population Population
du pays (x) |de la capitale (y, caprins en Cote d'Ivoire.
Bénin 5.6 0,18 Année (x) 81 82 83 84 85
Burkina Fasa | 10,6 0,69 Ovins (y,) 905 | 927 | 949 | 973 | 997
Burundi | 6.6 0,30 Caprins (z) | 710 | 727 | 745 | 763 | 782
Cameroun | 13,6 0,80 Année (x,) 86 B7 88 89 90
Mali 1 10,6 0,81 Ovins () 1025 | 1051 | 1077 | 1102 | 1121
Madagascar | 14,3 l 0,80 Caprins (z) | 805 | 825 | 845 | 865 | 878
Mauritania l a4 | Lt 1. Représenter sur le méme graphique, en utilisant deux
Niger J 9,5 | 0,42 couleurs différentes, les nuages de points associés aux
Sénégal | 8,6 | 1,15 séries (¥, , y) et [x;, z). _
Togo | 4,3 | 0,38 2. Déterminer une équation de la c_[mite de régrfassmn
de y en x et une équation de la droite de régression de

Zen.ax.
3. Donner une estimation du cheptel ovin et caprin en

Cote d’Ivoire en I'an 2000, en supposant que la tendan-
ce observée dans les années 80 s'est maintenue par la

suite.
20 Le tableau suivant donne la tension artérielle
moyenne y en fonction de 1'dge x d'une population.

36 42 48 54 60 l 66
15 | 15,5 | 15,1

Age (x;)
Tension (y)| 11,8 | 14 | 12,6
1. Représenter le nuage de points associé & cette série.
2. Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x el une équation de la droite de régression de
x en y. Tracer ces deux droites.

3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

4. Une personne de 70 ans a une tension artérielle de

16,2, Cela vous parait-il « normal » 7

21 Lo tableau suivant donne, pour six années, les
montants x des frais de publicité d'une entreprise et y
de son chiffre d'affaires, exprimés en millions de francs.
56 | 4 | 64| 4652 7
128 102 138 [ 116 | 118 142

X.
i

Y

1. Représenter le nuage de points associé i cette série,
2. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette

série.
Le résultat permel-il d’envisager un ajustement linéaire ?

3. Déterminer la droite de régression de y en x.

4. En déduire :
a) une estimation du chiffre d'affaires si I'on engage 9

millions de francs de publicité ;
b) une estimation du budget de publicité & prévoir si
l'on désire réaliser un chiffre d'affaires de 200 millions

de francs.

APPROFONDISSEMENT

22 Les salaires mensuels, exprimés en milliers de
francs, des ouvriers d’une entreprise se répartissent

comme indiqué sur le tableau page suivante.
1. Construire un histogramme représentant cette série.
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Salaires Effectif Salaires Effectif
[65 ; 75( 40 [95 ; 100] 33
[75 ; 85[ 30 [100 ; 110] 24
[85 : 90[ 45 [110 ; 120( 20
[90 ; 95] 58 [120 ; 150] 14

2, a) Dresser un tableau des effectifs et des fréquences
cumulés croissants.

b) Construire le polygone des fréquences cumulées
croissantes (échelle : 1 em pour 10 000 francs en abs-
cisse et 10 cm pour 100 % en ordonnée).

3. Déterminer graphiquement les salaires 8,, 8, et S,
tels que 1'on trouve 25 % de 'effectif total dans chacun
des intervalles [65 ; 8,0, 1845 851, (854 Sa[ et [S, ; 150].

Vérifier les résultats par le calcul.

8,, S, et 8, s'appellent les quartiles de la série. S, n'est
autre que sa médiane.

23 La distribution des poids en kg des éléves
d'un lycée est donnée dans le tableau suivant.

Classe Fréquence
(30 ; 35] 1,15 %
[35; 40] 5,50 %
(40 ; 45] 16 %
[45 ; 50( 27,35 %
[50 ; 55[ 27,35 %
[55 ; 60[ 15,90 %
[60 ; 65] 5,40 %
[65; 70{ 1,35 %

1. Tracer I'histogramme des fréquences.

2. Construire le polygone des fréquences cumulées
décroissantes.

3. Déterminer graphiquement :

a) la médiane de la série ;

b) le poids minimum des dix pour cent des éléves les
plus lourds ;

¢] le pourcentage des élaves dont le poids est compris
entre 42,5 kg et 52,5 kg.

Vérifier les résultats par le calcul.

4. Déterminer la moyenne et 1'écart type de cette série.

248 Un agriculteur désire acquérir une machine
pour stocker sa récolte dans des sacs de 50 kg. On lui
propose deux machines, A et B, qu'il leste sur 80 sacs.
Les résullats sont donnés dans le tableau suivant.

Classe A B Classe A B
[49 ; 49.2( 7 4 [49,8 ;50] | 11 14
[49,2 ;494]] 6 [ [50:50,2] | 14 16
[49.4 ; 49,6]] 14 g9 |[s50,2;504[ 9 17
[49,6 ;49,8]] 14 11 |[50.,4;50.6I| 5 3

1. Calculer, pour chaque machine la moyenne, la

variance el I'écart lype.

2. Trois conditions doivent étre réalisées :

» la moyenne doit dtre comprise entre 49,7 et 50,3 ;

« I'écarl type doit étre inférieur 30,5 kg ;

« Iintervalle [49,3 ; 50.5] doit contenir 85% des sacs.
Quelle machine I'agriculteur dait-il acheter 7 :

3. Pour la machine retenue précédemment, dél.?nmner
le pourcentage de sacs dont le poids est compris entre

r-o el x+ 0.
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@5 Une machine produit automatiquemen i
pidces cylindrigues. Afin de déterminer la fréquence
des réglages, on prélave une piece toutes les cent Pidces
produites et on mesure son diamétre. Les résultats sont
dans le tableau suivant, ol x est le numgy, de

donnés :
la pi¢ce prélevée et y son diametre en cm,
x| 100 | zoo | 300 | 400 | 500
u| 2498 | 2,496 | 2495 | 2494 | 2492 | 2,45

1. Représenter le nuage de points associ€ & cette srie,
2. Donner une équation de la droite de régression de .
en x. +

3. L'augmentation du diamétre des piéces est diie essep,.
tiellement & 1'usure de l'outil. .

a) Quelle est |'usure moyenne de I'outil pour une pigcg
produite ? . ‘ .

b) Au bout de combien de pidces l'usure de l'outi]
atteint-elle la valeur de 15 centiémes de mm ?

@6 Une entreprise a mis au point un nouveay
produit et cherche 2 en fixer le prix de vente, Une
enquéte est réalisée aupres des clients potentiels ; Jes
résultats sont donnés dans le tableau suivant, o Y,
représente le nombre d'exemplaires du produit que les
clients sont disposés & acheter si le prix de vente, expri-
mé en milliers de francs, est x;.

| 60 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200
y,| 952 | BO5 | B30 522 | 510 | 324 | 205 | B4

1. a) Représenter le nuage de points associé & cette
série.

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire. La
valeur trouvée justifie-t-elle la recherche d'un ajuste-
ment linéaire ?

2. Déterminer la droite de régression de y en x.

3. Les frais de conception du produit se sont élevés 4 28
millions de francs ; le prix de fabrication de chaque
exemplaire est de 25 000 francs.

a) Déduire de la question précédente que le bénéfice z,
en fonction du prix de vente ., est donné par 1'égalité :
z=-15,956 x% + 1 427,1B x— 59 957, oil x et z sont expri-
més en milliers de francs,

b) Déterminer, & un franc prés, le prix de vente x per-
mettant de réaliser le bénéfice maximum et calculer ce
bénéfice.

27 On considere la série statistique & deux carac-
téres présentée dans le tableau suivant,

x 4 20 1 10 9 5
y [ 33 | o6 [105] 13 [ 1.3 | 22
x 2 2 6 5 R
Y 5 g | 18| 2 | 12’ oA

1. Représenter le nuage de points associé 2 cette série.
La forme du nuage suggére-t-elle un ajustement linéai-
re ?

2. On pose g

. Y i
a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de i
s_érm statistique (x, , z,). La valeur de ce coefficient jus-
tifie-t-elle un ajustement linéaire 7 ,
b) Déterminer une équation de la droite de régression
de z en x.
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hiLﬁme (formule du) - 217

caractéristique de dispersion - 305

canactéristique de position - 304

cardinal d'un ensemble fini - 208

centre de gravité - 6

centre d'inertie - 15

centre de symétrie d'une courbe - 269

cercle (équation de la tangente & un) - 54

cercle (représentation paramétrique) - 53

Céva (théoréme de ) - 22

classe modale - 304

combinaison - 215

compiage - 204

composée de deux bijections - 171

composée de fonctions - 167

tomposée d'homothéties - 96

tomposée d'une homot. et d'une lransl.- 97

tomposée d'isométries - 78

tomposée de rotations - 68

gﬂmpﬂsée de symétries orthogonales - 66

Cﬂmpnsee de translations - 62

cgﬁ?ﬂumfge modulo 2r - 25

s ulté d'une fonction en X, - 239

i dposée - 170

cuu::;rggnc“ d'une suite - 289
onnées d'un point de € - 132

w0 R

m?ff onnees d'un vecteur de W - 131
cogf latiop - 312

cuv:nl-l:n?,;m 3angle orienté - 32

mbla dIE'j'a 10

losthéne - 204

Ulitbrag d'isométrie - 81

décomposition d'une translation - 64
décomposition d'une rolation - 67
demi-tangente & gauche,  droite - 246
déplacement - 79

dérivabilité & gauche, a droite - 246
dérivabilité el conlinuité - 245
dérivation en x, - 244

dérivées (calcuﬂs de) - 250

dérivées et opérations - 251
déterminations d'une suite - 285
diagrammes - 205

dichotomie - 275

discriminant - 184

distance d'un point 4 une droite - 112
distance d'un point a un plan - 112
double d'un angle oriente - 28

droite de régression - 309

droite de Simson - 30

duplication (formule de) - 34

E

écart moyen - 305

écart type - 305

effectif cumulé - 302

équation bicarrée - 191

équation cartésienne d'une droite - 48
équation cartésienne d’une sphére - 138
équation cartésienne d'un plan - 147
équation du 2° degré - 184

équation irrationnelle - 193

équation normale d’une droite - 49
équations trigonométriques - 37

expression analytique d'une translation - 63
expression analytique de symétries orth. - 65
expression analytique d'une homothétie - 89
extrémum relatif d'une fonction - 258

factorielle - 213

fonctions associées - 174
fonction cosinus - 277

fonction dérivée - 248

fonctions égales - 166

fonction impaire - 267

fonction majorée (minorée) - 176
fonction paire - 266

fonction périodique - 267
fonction polynéme (étude) - 272
fonction rationnelle (étude) - 274
fonction sinus - 277

fonction tangente - 278

fonction trigonométrique (étude) - 278
fréquence cumulée - 302

gendarmes (théoréme des) - 231
globalement invariant - 73
eroupe de transformations - 78

hnmaﬁgnéité = i
homothétie (déterminations d'une) - 88
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homothélies et conligurations - 90
homothéties el constructions - 92
homothéties et démonstrations - 94
homothéties et lieux géométriques - 92

inéquatibn bicarrée - 191

inéquation du 2° degré - 187
inéquations trigonométriques - 41
injection - 165

inéquation irrationnelle - 194
interpolation linéaire - 304 :
interprétation physique du nbre dérivé - 248
isobarycentre - 12

isocline - 17

* isomélries planes - 71

isomélries et configurations - 73
isométries et démonstrations - 77
isométries et lieux géométriques - 75
isométries el constructions - 75
isométries réciproques - 72
isotherme - 17

L

lignes de niveau- 17

lignes trigonométriques - 32

limite & gauche, limite & droite - 229
limite d’un polynéme en I'infini - 235
limite d'une fonction en l'infini - 226
limite d'une fonction en x, - 227
limite d’'une fraction ration.en l'infini - 236
limites (comparaison) - 232

limites (encadrement) - 231

limites (majoration, minoration) - 231
limites et opérations - 232
linéarisation (formule de) - 34

Mayer (méthode de) - 313

médiane d'une série statistique - 304
Ménélaiis (théoréme de ) - 101
mesure d'un angle orienté - 24
moyenne d'une série statistique - 305

nombre dérivé d'une fonction - 244
nuage de points - 307

o

optimisation - 81
orthogonales (droites) - 108
orthogonaux (droites et plans) - 109

P

paire - 208

parallélisme (orthogonalité) de droites - 49
parties d'un ensemble - 208

partition d'un ensemble - 208

permulation - 214

perpendiculaire commune a 2 droites - 118
pivot de Gauss - 196

plan médiateur - 113

plﬁs perpendiculaires - 115

points cocycliques - 29

point moyen d'un nuage - 308

point pondéré - 6

polygone des effectifs cumulés - 303
polygone des fréquences cumulées - 303

positions relatives de droites el plans - 155
produit cartésien - 209 -
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aire dans W - 138

duit scal s
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ijeclion orthogonale d'un angle droit - 7112

ment d'une fonction i un ens. - 154
g?gigﬁg:menl par cnni'inuilé -240 -
pmpriélé caractér'!sl.. d'une hﬂ-m?Lheue - 89
pmpriélé caractérist. d.une rotation - 67 -

ropriété caractérist. d'une translation- 62

p-uplets - 211

Q

quadrilatere complet - 105

racines d'un po]ynﬁme_du 2¢ degré - 184
réciproque d'une bijection - 170
rECUTTence (raisonnement pa.rl] - 253
relation de Chasles (angles orientés) - 27
repéres d'une droite, d'un plan - 126
reperes de € - 132 . -
représentation graphique d'une suite - 285
représentation param. d'une droite - 150
représentation param. d'un plan - 151
restriction d'une fonction - 166

S

sens de variation d'une fonction - 257
sens de variation d'une suite - 268
série statistique a deux caracteres - 307
séries marginales - 307

signe d’'un polyndme du 2° degré - 157
similitude - 99

singleton - 208

sinus d'un angle orienté - 32

somme de deux angles orientés - 26
somme et produit des racines - 186
sphere circonscrite & un tétraédre - 113
spirale logarithmique - 106

suite arithmético-géométrique - 295
suite arithmétique - 291

suite géoméirique - 293

suite numérique - 264

suite numérique (déterminations) - 285
suite numérique majorée (minorée) - 287
surfaces de niveau - 139

surjection - 169

systéme d'équa. cartés. d'une droite - 148
systémes linéaires d'équations - 195

T

tangente d'un angle orienté - 32
tétraddre orthocentrique - 117
triangle de Pascal - 217
triangles isométriques - 80
triangles semblables - 100

v

variance d'une série statistique - 305
vecleur normal & un plan - 146
vecteurs coplanaires - 126

vecteurs de |'espace (opérations) - 125
vecteurs de l'espace - 124
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