111 =xl|
X2+l

[1-x
X2+ 1

el x—

[Branches infinies

14 Ftudier les branches infinies des courbes
représentatives des fonctions suivantes.

2 +xt+1 2x2—1
al x—» ———— b) x+—
x{x = 1)? x-1

i3l sy xz-l-sil].l"
X

c] x— J_[;r + 2'}2_—-

15 Etudier les branches infinies des courbes
représentatives des fonctions suivantes.

a)xn—u:(x"'l)z N p— x+1
x—-1
X3
c] x> Jjx2—4 d x— J—— .
x—1

16 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
la courbe représentative (%) de la fonction f admet une
asymptote oblique en + < et en — e ; donner une équa-
tion de ces asymptotes et préciser leur position par rap-
port a (€).

a) flx) = &f—‘; b foy=Ztl s [Foxe
¢) flx) = —x—- _""Zx‘l d) flx) = ./xz;x+1.

17 Soit a et b deux nombres réels, £ la fonction
définie par: f(x)=ax +b - /x2+ 1.
1. Etudier la limite de fen — co.
(On discutera suivant les valeurs de a.)
2. Déterminer a et b pour que la droite d'équation
2x =y + 2 = 0 soit asymptote a la courbe représentative
de f en — oo,

[Fonctions continues
sur un intervalle

Jaxz+1 -2
y x—1
1. Calculer la limite en 1 de la fonction f.

2. En déduire une fonction g, prolongement par conti-
nuité de fen 1.

‘/;s/\ 18 Soit la fonction f: x+—

19 Dans chacun des cas suivants démontrer que
la fonction f est continue sur son ensemble de défini-
tion.

a) frxr>|1—x2

b) frx— |2x-51

sinx + 1
c) fixro —— d) f:x— Jtan2x + 1.
sinZx + 1

20 soit fla fonction définie sur [1 ; + o[ par :
flo)=yjx—1-2.

X

1. Etudier la continuité de f sur l'intervalle [1 ; + <.

2. Justifierque:Vx € [1;+ [, flx)2-2.

3. Démontrer que tout élément B de [- 2 ; + [ a un anté-
cédent edans [1; + o[ ; en déduire I'image par f de I'in-
tezvalle [1; + oo,

21 Etudier la continuité sur R de la fonction
x == Ex] = [x — E(x)]?, ol1 E désigne la fonction partie
~ 22 D=os chacun des cas suivants, déterminer a
po—~oe= = fonction f soit continue sur R.

q

.‘["-I £
j = . sixreR* .

'—-,l-—\
iy ™
(]
il
M
M

( fig=E—XE1-X sxeR\{1
bj x—1 )
fil=a

23 Les fonctions suivantes sont-elles prolon-
gecbles par continmité en 0 7 _
o, i . __ sin®x
ﬁj;:.r—)rsi.;? Bl g:x— ;

A 28 Dans chacun des cas suivants, déterminer
Tensemble fIX).

al fix—x2—-4c+2 K=[-2;4]
b)f:x.-)ixa—xz K=[1;3]
c)f.rH_zj:H'; K=[=1;+e]
d)f:x#-a,;szul K=[-1;1].

X 25 1. Démontrer que I'équation x> —6x—6=0a
une unique solution réelle.
2. Déterminer une valeur approchée a 102 pras de cette
solution.

26 1. Démontrer que 'équation 1 r”* ¥ +1=0
a trois solutions réelles.
2. Déterminer une valeur approchée a 102 prés de cha-
cune de ces solutions.

X 27 Lerepere (O, 1) est orthonormsé. Soit fla fonc-
tion de [0 ; w] vers [0 ; 2] définie par: f(x) = 1 + cosx.
1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f**
continue sur [0 ; 2] et préciser son sens de variation.

2. Tracer les courhes représentatives de fet 1.

23 1. Démontrer que la fonction f: x> tanx, de
- % ; X[ vers R, est une bijection.

2. Etablir le tableau de variation de la fonction f.

: >< 29 Le repere (O, I, J) est orthonormé.

* 1. Démontrer que la fonction f:x+> $ réalise une

bijection de ]0 ; n[ vers un intervalle que I’on précisera.
2. Tracer les courbes représentatives de fet f.

30 Ecrire sous la forme aq (@aeN, g€ Q).
325 434 x 22 32 % 8

a) — — c)] ——
V2 Jazs
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d) /3 +11 875 — 4243

e) \/E+ 11 875 + 4243,

’31 Soit @, b, ¢ des nombres réels strictement posi-
tifs. Ecrire plus simplement les expressions suivantes.
2
a® x b
a) —— = x15ops

‘ 2 A1 2 A
b) (a2+a3xb3)2 +(b2+a3xb3)2.

~ APPROFONDISSEMENT

32 Soit f une fonction telle que pour tout
nombres réelsaetb: 1f(b)—fla)l < |lb—al.
Démontrer que f est continue sur R.

33 A et B sont deux points distincts d'un cercle
de centre O et de rayon 1. On désigne par x la mesure
en radian de l'angle AOB.

1. Démontrer qu'il existe une
unique valeur o de x pour B
laquelle le triangle AOB et la
portion de disque comprise

entre larc AB et la corde [AB]

ont la méme aire.

2. Déterminer une valeur
approchée & 1072 prés de o.

W),

24 Une boite cylindrique
de rayon 12 cm contient de
I'eau jusqu'a une hauteur de 5
cm. On immerge une boule
métallique dans ce récipient et
on constate que la surface de
lI'eau est tangente a la boule.
Déterminer & 0,1 mm prés le
rayon de cette boule.

35 1. Etudier la fonction f: x> %ﬁ +x2-2et
tracer sa courbe représentative (6).
2. En déduire que I'équation L4 2-2=0 admet
une unique solution réelle.
3. Déterminer une valeur approchée a 10~ prés de cette
solution.

xr+1

r’x2+4.

A

36 Soit la fonction f:x—>

1. Etudier les variations de f.
2. Préciser le nombre de solutions des équations sui-
vantes et déterminer une valeur approchée a 107 prés
de chacunes d’elles :

a) flk)=1,1 b} fix)=0,75 c] flx)=-0,5.

37 () est un cercle de rayon 1 et Q un point de (€).
() est un cercle de centre Q et de rayon r (0 <r < 2). On
désigne par A et B les points d'intersection de+(¥) et ('),
par o la mesure en radian de I'angle AOB et par sf(o)
l'aire de la partie commune aux deux disques délimités
par (€) et (T).

212 Limites et continuite

On se propose de déterminer r pour que #(c) soit égale
4 la moitié de I'zire du disque délimité par (6).
1. Démontrer que :

dla) == + ccos—sine et r=2cos %,

2

2. g] Démentrer que I'équation  sinx — xcosx = %
admet une solution unique dans l'intervalle [0 n] et
déterminer une valeur approchée & 1072 prés de cette
solution. )

b) Démonirer que la fonction x — cos= est une bijec-
tion de [0: =] sur [0 ; 1] et en déduire une valeur appro-
chéeder.

38 1. On considere I'équation

E): lx/1-xl=——.
3y 3
Démontrer que (E) admet trois solutions x,, x, et x,
telles que :

—%<x1<:0 U<x2-:% %<x3<1.
2.Pouri € (1; 2; 3}, on pose: ui=%[xi—%]

Démontrer qu'il existe un unique nombre réel 8, élé-
ment de [0 ; «] tel que : u, = cos6,.
3. a) Démontrer que 8, 0, et 8, sont les solutions dans

[0 ; n] de I'équation : cos30 = %

b) En déduire les solutions de (E).

33 —4x2—4x + 8
4x —8

39 Soit la fonction f: x>

et (€) sa courbe représentative.

1. Démontrer que (6) admet une asymptote paralléle a

).

2. a) Etudier le comportement de f lorsque x tend vers

+ oo Ol VErS — oo,

b) Déterminer trois nombres réels a, b et ¢ tels que :
VxEDf, flx) = a.r2+bx+—2 :

En déduire que () est asymptote & une parabale (73]

dont on donnera une équation.

Etudier les positions relatives de (€) et ().

3. a) Etudier les variations de fet dresser son tableau de

variation.

b) A laide de ce tableau, démontrer que 1'équation

f(x) = 0 admet une solution unique et déterminer une

valeur approchée a 107! prés de cette solution.

A0 1. Démontrer que I'équation 4® —209x + 56 = 0
admet trois solutions réelles, dont on donnera le signe.
2. a) Démontrer que deux de ces solutions ont pour
produit 1 et calculer leur somme.

b) En déduire ces deux solutions.
3. En procédant par dichotomie, déterminer une valeur
approchée a 1072 prés de la troisieéme solution.

ﬁﬂi.\_
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Ce chapitre compléte ['étu-
de des dérivées qui a été vue
en classe de premiére.

le calcul de la dérivée de
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réciproque d'une fonction,
I'inégalité des accroissements
finis, les dérivées successives
permeftent la détermination
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d'une courbe, I'approxima-
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définition et la construction
de sa courbe représentative,
ainsi que l'analyse de cer-
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques a variable réelle et le plan est
muni du repére (O, I, J].

_.1.1. Fonctions dérivées

mmme=z Dérivabilité sur un intervalle

L'ensemble de dérivabilité d'une fonction a été défini, en classe de premidre, comme l'ensemble des*
nombres réels ol elle est dérivable ; ceci nous a permis d'étudier la dérivabilité d'une fonction sur un
intervalle ouvert.

Nous allons étendre cette notion 4 un intervalle quelcongue.

“Définition

Une fonction fde [a ; b] vers R est denvable sur [a ; b] si elle est denvable sur ]a b[, dérivable 5 droi-
teenaet a gauche en b.

On pose: f7(a)=lim Sl e £(b) = lim SR

xpa y-a x2b x-p

On définit de fagon analogue une fonction dérivable sur un intervalle semi-ouvert.

Exemples
o La fonction f:x+> x/x est dérivable sur ]O ; + o[ et sa dérivée est la fonction f” définie par :

f’[x] -1/x +x—l‘l_x= =3x.
flx) - fl0) J‘

=lim = 0 ; donc, la fonction fest dérivable sur [0 ; + ool.
x —-} 0. x—0 x0

¢ La fonction g: x— /J: est dérlvable sur ]0 ; + oof et sa dérivée est la fonction g’: x> e .

2yx
x) — g0 X
g[—]-i(-]- = lim E = + oo ; dong, la fonction g n’est pas dérivable sur [0 ; + oL
x3 o x-0 x 0 X

Remarques

* Soit f une fonction et (€) sa courbe représentative.

Lorsque f est dérivable sur un intervalle K, on sait que (€) admet, en
tout point d’abscisse x, élément de K, une tangente (ou une demi-tan-
gente) non paraliéle a (OJ).

Réciproquement, nous admettons que si (¢) admet en un point d'abs- J

cisse x, une tangente non paralléle a (OJ), alors f est dérivable en x,,. i :
* Lorsqu’une fonction est dérivable en tout élément d'un ensemble E, , T SRS S
on dit qu’elle est dérivable sur E. 2 K %o

Une fonction dérivable en un nombre réel x, est continue en x,;. On en déduit la propriété suivante.

Une fonction dérivable sur un intervalle K est continue sur cet intervalle.
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=S

Dérivées usuelles
* Dérivées des fonctions élémentaires

* Dérivées et opérations sur les fonctions

Ensemble :
H ’
S I de dérivabilité % f S
X — k ] ?
(k € R) x—0 R u+uv w+v
X—x x—1 R ku (k€ R) ku’
xl—>l ,1t:u—>-l B* uv uv + uv
X X2 .
x> x" 1 R*.sin<0 1 v’
(n € Z*%) x> R sin>0 ¥ =
x> Jx x> R? & Hy—ux
2J/x N v V2
X +> sinx X > COSX R u® (n € Z%) nu'u™?!
X > COSX X~ —sinx R u L
_ J _u
2/u
x > tanx x+— 1 + tan?x IRE\{—;;-+kn,keZ} x> u(ax + b) x— au’(ax + b)
Remarques

Les dérivées des fonctions x> x™ et u™ ont été établies en classe de premiére pour n € N* \ {1}.
e Lorsque n = 1, la fonction x> x a pour dérivée la fonction x> 1, ¢’est a dire le prolongement par

continuité en 0 de la fonction x — 1x°. ’ ’
@ = (") == ™ = e =

e Lorsquen<0,ona:—-n>0;donc:
Les formules de dérivation, pour les fonctions x+> x™ et u®, sont ainsi étendues @ n € Z*.

_..1.2. Dérivée de fonctions composées

== Dérivée de la composée de deux fonctions
On a etabh en classe de premiére la dérivée de la composée d'une fonction affine par une fonction f.
011 admet la propnete suivante qul généralise ce resultat ala composee de deux fonctions denvables

T T i e TR

SDlt u une fonctmn dénvable sur un mtervalle K et v une fum:tlon derwable sur un intervalle conte-
nant u(K). La fonction vou est dérivable sur K et on a : (vou)’ = u’ X (v’ ou).

Exemple
- Soit la fonction f: x> cos 1—1—_5c .

On considere les fonctions u : x — -z et v:ix—>cosx;ona:f=vou

La fonction u est dérivable sur J- « ; 1[ et u(]— oo ; 1[) =]0; 4o ;

la fonction v est dérivable sur R qui contient ]O ; + eo[.
Dong, f est dérivable sur |- ; 1[.
On démontre de méme que fest dérivable sur ]1 ; + .

Ona: Vxe R\ {1}, f(I] 2l 2

_-_Ti sin 7— 1-x"
Remarque

(1
Soit f une fonction dont I'ensemble de définition est une réunion d'intervalles tous non réduits d un point.
Si f est la composée de deux fonctions dérivables sur leur ensemble de définition, alors f est dérivable
sur son ensemble de définition.

w'(x) X v’lulx)] =
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Dérivée de la réciproque d'une fonction
Dans ce paragraphe, le repére (O, I, ]) est orthonormé.
Soit fune fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K, telle que : V x€K, flx)=0.

fest continue sur K ; donc, fréalise une bijection de K vers fIK) et admet une bijection réciprogue f-! de
AIK) vers K.

On désigne par (@) et (€’) les représentations graphiques respectives de f et de /=", par (4) la droite
d'équation : y = x. Les courbes () et (6¢’) sont symétriques par rapport a (A).

e Etudions la dérivabilité de f-1 sur f{K).

Soit x, un élément de fIK) et M’ le point de (€’) d'abscisse x,.
Le point M, symétrique de M/, par rapport a (A), appartient &
(6) et a pour abscisse f~(x,).

On désigne par (T) la tangente (ou la demi-tangente) a (6) en M.
Toute symétrie orthogonale conserve le contact ; donc (€’)

admet pour tangente (ou demi-tangente) en M/, la droite (T"),
symétrique de (T) par rapport a (A).

f‘_ 1 (xo """""""""" J /

De plus, (T) n'est pas parallele & (OI) car f” ne s'annulle pas sur
K : dong, (T') n'est pas parallele a (O]).

On en déduit que la fonctionf* est dérivable sur fK).

O | / -1:() f_i(xo

¢ Déterminons la fonction dérivée de f~* sur f{K).
D'apres le théoréme de dérivation des fonctions composées, on a : (fo' ”1)’ = (f—i)' X frof1L,
Or: ()"Of‘ ) =Idg, s donc : V x € fK), (fo -1)’[x] =1,

On en déduit que : ¥ x € K), (f1)() = ———.

(f ’°’f“1)[x]

Cette étude justifie la propriété suivante.

Soit f une fonction dérivable, strictement monotone sur un mtervalle K, teIle que: Vx €K, f (%) = 0.

+ La fonction f réalise une bijection de K vers fIK).
__ : i

frof

+ La bijection réciproque f~! est dérivable sur flK) et on a : ( ‘1)

Remarque

S'il existe x,, élément de fIK) tel que f ’(f"[xo)) = 0, alors f~! n'est pas dérivable en x, et (€¢’) admet au
point d'abscisse x,, une tangente (ou demi-tangente) paralléle a (O]).

Exemple
Soit fla fonction de |- 2 5 [ vers R, définie par : flx) = tanx.
f est dérivable sur]—--—z—; th et f( - g ) R;

)

2, £(x) # 0 ; on en déduit que fest bijective et f~! est dérivable sur R.

deplus: Vx €]- By flx) =1 + tan?x = 1 + [fIx)]2

2’2
Donc: Vxe€l- 2,2

lus, : (Y = — 2 _ 1 _ 1
De plus, on a VxEIR( )(x] j‘(f‘—l[ ]) 1+[f(f-1[x)] wp-

La foncnon réciproque de la fonction tangente est appelée fonction arctangente et notée sur les

calculatrices (ERi
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=5 Dérivées des fonctions x— x* et v (re QY

¢ Soit f'la fonction de [0 ; + o[ ver [0 ; + o[ définie par: flx) = x* (n € N*).
f est bijective et sa bijection réciproque est la fonction fZ:x— nfx.

f est dérivable sur [0 ; + o[ et sa dérivée est la fonction /" : x— nx™

Or, f(0)=0 et Vx €]0; + oo, fx) 0.

On en déduit que /! est dérivable sur 10 ; + [ eton a:

Veelo:+ol (F)0)e —2 -1  _ 1. F_137
( ) f’(f—l(x)) n(af; Jr-t " n
e Soit g la fonction définie sur J0; + o[ par: glx)=x r=T~L

Il existe deux nombres petgtelsque:p E Z*, gE N sir= AET.

Ona:vVxe]0;+ xr=x{11= (x%)p. s

g est la composée des fonctions u:x+—>x7 et v:x—x7

Ces fonctions sont dérivables sur 10 ; + «[ ; donc g est dérivablesur 0 : = =<[efona:
Vx€l0;+eof, gx) =ulx)xvul)

[ IR T
-2 T o

Cette étude justifie les propriétés suivantes.

BN o e AT = Ty

e S ATy A VIR A 1 g ) - : ey S Y, s T s e S T
Soit r un nombre rationnel non nul, u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K.
» La fonction x— x* est dérivable sur ]0 ; + «[ et sa dérivée est la fonction x+— rx™L.

* La fonction u" est dérivable sur K et sa dérivée est la fonction ru’u™1.

La seconde propriété se déduit de la premiére a l'aide du théoréme de dérivation des fonctions
composées.

Exemples 5 :

e La fonction x> x? est dérivable sur [0 ; + [ et sa dérivée est la fonction x> —g—xf.

2 -
® La fonction x> x® est dérivable sur ]0 ; + o[ et sa dérivée est la fonction x — 2y
3

ta=
.

3
3 '
e La fonction x+~> x 2 est dérivable sur ]O ; + o[ et sa dérivé@st la fonction x+— — =x

2
Remarque

La fonction x > x™ (r € (b*) est dérivable en 0 si ef seulement sir 2 1.

) pafen

__1.3. Inégalité des accroissements finis

Si un cyclomotoriste roule & une vitesse comprise entre 30 km/h et 50 km/h, la distance qu'il parcout en
2 heures est comprise entre 60 km et 100 km.

Cette situation est une illustration concréte de la propriété suivante.
Propriété 1

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b).
S'il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x élément de [a ; bl, m< ') = M,
alors m(b-a)< f(b)-fla) <sM(b-a). - = - R Y -

Cette propriété est appelée inégalité des accroissements finis.
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Démonstration. 3

Soit g la fonction de K vers R définie par : g(x) = Mx — flx).

La fonction g est dérivable surKetona:Vx €K, gTlx) =M - f’x) ; donc g’ est positive sur [a ; bl.
La fonction g est croissante sur [a ; b] ; donc : g{a) < g{b).

On en déduit que : Ma — f(a) <Mb — f(b) ; donc : f1b) —fla) < M(b — a) (1).

En considérant la fonction h de K vers R définie par A{x] = mx — f(x), on démontre de facon analogue
que : m(b — a) < f(b) - f(a) (2). )

Des inégalités (1) et (2), on déduit que : m(b — a) < f1b] — fla) < M(b — a).

Solt f une fonctmn denvable sur un mtervalle K.
$'il existe un nombre réel M tel que pour tout x élément de [a : b], [f'(x)] <M,
alors pour tousa et b élémentsde K,on a: If(b) - fla)l <Mlib—al.

Cette proprxété est une autre formulation de] ‘inégalits des oocroissements finis ; elle se déduit de la pré-
cédente en remplagant m par — M.

Exemples
e Démontrer que : V x € [0 ; [, x < tanx.

Soit f'la fonction de [0 ; —;i[ vers R, définie par: f(t) = tant.

Ona: Vte[n;%{, f(t)=1+tan?*t; donc: Vte[o;i[, 1 < ().
Soit x un élément de [0 ; =[

En appliquant 1'inégalité des accroissements finis a f sur l'intervalle [0 ; x], O
on obtient : 1x lx—=0l< If(x)-f(0)] ;

c'est-a-dire : x < tanx,

¢ Démontrer que: Vx € R, Isinx| < lxl.

Soit g la fonction définie par : g(t) = sint.

Ona: VtER, g(t)=cost; donc: VEER, Igl(t)l <1.

Soit x un nombre réel.

En appliquant I'inégalité des accroissements finis a g sur l‘mtervalle [x ; 0] ou l'intervalle [0 ; x],
on obtient : lglx)—g(0)l £1x lx-01;

c'est-a-dire : Isinx| < | xI.

—..1.4. Dérivées successives et applications

Soit f une fﬂnction et K un intervalle.
* Si f est dérivable sur K, sa dérivée f’ est appelée dérivée premiére de f; on la note aussi f@.
* Si f” est dérivable sur K, sa dérivée f”’ est appelée dérivée seconde de f'; on la note aussi f?).

* De proche en proche, la fonction dérivée n—-iéme de f sur K, si elle existe, est la dérivée de la fonc-
tion dérivée (n — 1)-iéme de fsur K ; on la note /0, -

f™ est aussi appelée dérivée d’ordre n de la fonction f.
On utilise également, notamment en sciences physiques, la notation de Leibnitz -

2 -
. e U sont notées respectivement % ; ?1;2 R :11:{1 . |
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Exemples
* Déterminer les dérivées successives de la fonction f: x> —x3 2x2 - 3x + 4.
Ona: flx)=x*-4x-3 ; f'x)=2x-4 ; f3{.r?1—‘? ) (x) =

Donc, pour tout nombre entier n supérieur ou égal 3 4. on = - 1“ } 0.

* Déterminer la dérivée n—idme de la fonction g :x+ sinc.
Ona: g'x)=cosx= sin(x + %) &

g7} = CDS(x + %) = sin(x + 2—2—) ;

g¥x) = __cos(x + 2. %) = sin(x + 3. %)
On peut conjecturer que : V n € N*, giW(x) = sm(.r + n—?}.
Démontrons cette égalité par récurrence.
— L'égalité est vraie pour n = 1. N
— Supposons |'égalité vraie pour un entier naturel non nul k. Cest-a-dire - g%x] = :T's:-(_r + '—) :
on en déduit que : g*+*V(x) = cos(x + k——) = sm(x - ﬁc = ‘:-%‘—} g
donc, 1'égalité est vraie pour k + 1.
Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul.

= Position relative d'une courbe et de ses tangentes

801t f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle K et X, un élément de K.
On désigne par (6) sa courbe représentative et par (T) la tangente a (¢) au point M, d'abscisse x,.

(T) a pour équation : y=f xg)(x = ) + flx,).
On se propose de déterminer la position relative de (€) et (T) sur l'intervalle K.
Pour cela, on con51dere la fonction g:x— flx) - [f () (x = &) + flx, ]
Ona: glx,)=
V.x = K g’(x) = fx) = flx,) s donc : g’(x,) =0

* Si f” est strictement positive sur K, alors f” est strictement croissante sur K.
Soit x un élément de K.

Ona: x<xy= flx)<fx); cest-a-dire: x< x,=g'lx) <0. x Xy
De méme, ona: x>x,= g'x)> 0. g - 0 +

On en déduit le tableau de variation de g sur I'intervalle K.
gl 0 A

Donc : V.rEK\{x} g(x) > 0.
- (46) est au-dessus de (T] sur l'intervalle K.
On dit que fest convexe sur K (figure 1).

* On démontre de méme que si f” est strictement négative sur K, alors () est au-dessous de (T) sur K.
On dit alors que f est coneave sur K (figure 2).

* Si f” s'annulle et change de signe en x,, la droite (T) « traverse » la courbe (@) en M,
On dit que M, est un point d'inflexion (figure 3).

750 ' 720 _ = 7 s'_annu!e
f ¢ | = f en changeant de signe en x,

(‘€)

(6)

(@) M D)

{ R e R il i b s e

5 e = 5 s 5 —
figure 1 figure 2 figure 3
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Exemple

Soit la fonction f:x— % B —-g—- et (6) sa courbe représentative.
f est deux fois dérivable sur R ;
ona: fl:rx—>x2-2x et f7:x— 2(x-1). :

¢ f” est strictement négative sur J— e ; 1[ ;
donc, sur cet intervalle f est concave.

e f” est strictement positive sur |1 ; + e[ ;
dong, sur cet intervalle f est convexe.

e f” s'annule et change de signe en 1 ;
donc, MUG) est un point d'inflexion de ().

....1.5. Travaux dirigés

ssmm== Outils de comparaison 5

1°) Démontrer que pour tout nombre réel positifx,ona: x- F Ssinrsx

2°) Démontrer que pour tous nombres réels a et b (a < b), on a : 4a®(b - a) < b* - a* < 4b3(b - a).
3°) Soit x un nombre réel strictement supérieur a 1. .
Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, ona: (1+x)"21 + nx.

Solution ;
1°) Soit les fonctions f: x> sinx—x et g: x> sinx + 56— —x.
X 0 + oo

e fest dérivable sur Retona: f(x) =cosx—1; "(x)| O -
donc: Vx € [0;+ e[, flx) 20. f'ex
La fonction f est décroissante sur [0 ; + [ et £(0) = 0. o | I
On en déduitque: Vx € [0;+ <[, flx)<0;
c'est-a-dire : Vx € [0 ; + oo[, sinx < x. x |0 e
e g est deux fois dérivable sur Retona: g’(x) = cosx + %2 -1, g''(x) 0 +

g”(x] = —sinx + x gr(x) 0 +

D'aprds ce qui précéde, V x € [0; + o[, g”(x) 2 0.
La fonction g’ est donc croissante sur [0 ; + o[ et g "(0) =
La fonction g, qui a une dérivée positive sur [0 ; + [, est croissante sur cet intervalle ; de plus, g(0) =0

3
On en déduit que: Vx € [0; + o, glx) >0 ; c'est-a-dire : VX € [0; + oo, x— % < sinx.

2°) Soit la fonction h : x> x*

Ona: Vx €R, h'(x) = 4x®; donc, h’ est croissante sur R.

On en déduit que: V x € [a; b], 4a® < h'(x) < 4b°.

D'aprés l'inégalité des accroissements finis, ona: 4a’(b — a) < h(b) — h(a) < 4b%*(b - a) ;
c'est-d-dire : 4a’®(b — a) < b* — a* < 4b3(b — a).

3°) Soit u la fonction de ]- 1 ; + «[ vers R, définie par : u(x) = (1 + x)

On désigne par (€) la courbe représentative de u.

u est deux fois dérivable sur Retona: u'(x) = n(1 + x)*; u”(x) = nln - 1)1 + x)*2.
u” est positive sur |- 1 ; + o[ ; donc, en tout point, (€) est au-dessus de sa tangente.
La tangente au point d'abscisse 0 a pour équation : y =1 + nx.

On en déduit que: YVxe ]—1 ;+oo[, (1 +x)“21+nx.

b Pour demontrer une megahté ‘on peut utiliser 1u11 des pmcédés su_wants g
-« Etudier le signe d'une fonction. :
| _* Appliquer l'inégalité des accroissements ﬁms
e Etudler la conuav1te d une fonction, -
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E xercices !

la  Dans chacun des cas suivants, étudier la déi- 1d  Déterminer la dérivée de la fonction f dans
vabilité de la fonction f sur son ensemble de chacun des cas suivants,
définition puis déterminer sa dérivée. 1 o s
a) flx) = x%lxl b) flx)=(x-22-x al ﬂx)=(xz+1)3 b) fx) = +(x* +1)
c) fw)=J2x +5 d) flr)= (x+ 1)z — 3x—2

) f[ ] ) f( ] C-';:' j-{.'lf} == _:1# d‘} f(x} =32 + 1.
-1 a2+ 1

b 1 Soit fla fonction définie par: flx) = e
Préciser l'ensemble de dérivabilité de f, puis e  Déesontrer, en utilisant l'inégalité des accrols-
déterminer sa fonction dérivée. semments finis, que pour tous nombres réels a et
2. En déduire, en utilisant la dérivée de la com- b omz:lcosb—cosal < |lb-al.

posée de deux fonctions, l'ensemble de dériva-

bilité et la dérivée des fonctions suivantes. 1E
af s =g b x> vx -1 . izSg=lits des accroissements finis a
B fe 42 1 f. sur Tintervalle [10 000 ; 10 001],
pour donmer un mejorant de l'erreur commise
x—1 cosr—1 en remplacant ;10 001 par 100.
c] x— d) x— 5 z
x+2 cosr + 2
1g Déterminer les dérivées d'ordres 1, 2 et 3 des
lc Soit fla fonction de [- & ; X] vers [-1; 1], fonctions suivantes.
définie par : flx) = sinx: a) x> 2x*-3x+4 bl x—>-2P+x-3
1. Démontrer que f admet une fonction réci- 6) x+> 1 d) x> 3-f+ 2
proque 1. x—-1 x-1
2. Déterminer l'intervalle sur lequel f' est . )
dérivable et démontrer que sa dérivée est la Th  Déterminer les dérivées successives de la fonc-
. x
fonction xw> ——— . tion: x — E+ﬁ+ﬁ+x+1'
J1-x2
3. De maniére analogue, étudier la dérivabilité 11 Déterminer les dérivées d'ordres 1, 2 et 3 des
de la fonction réciproque de la fonction g de fonctions suivantes.
[0 ; =] vers [~ 1 ; 1], définie par glx) = cosx, a) x> tanx b) x> sin2x
puis déterminer sa dérivée. c) x> sin’x d) x> cos?x.

' Etudes de fonctions

Dans cette legon, (6] désigne la courbe représentative de la fonction f.

--.2.1. Fonctions polyndmes, fonctions rationnelles

Etude de la fonction f: x — % x4 + i -x2 41

EnsembIe de définition

Ona: Df = R.

Dérivée et sens de variation

fest une fonction polynéme ; donc, fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x> + 22 -2

Or: VXER, 2 +x?-2x=x(x-1)(x+2).

Ona: f(-2)=£10)=/11) =
VxEl-o0;-2[U]0; 1], fx) <0 ; donc, fest décroissante sur ]— o ; — 2[ et sur J0; 1[ ;
Vx€]-2;0[U]1;+e[, flx)>0; donc, fest croissante sur |- 2 ; 0‘[ et sur |1 ; + o[,

st
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Etude aux bornes de I'ensemble de définition

Ona: hm )"[Jc]—h:m+ 2 =4 o

w 4
Bt 1511_1)1+ WL) = }cl EHH o0 %3 S Courbe représentative
Dong, (6) admet en + o une branche parzboligue | 5
de direction celle de (O]). | \!
On démontre de méme que Et“; fixl===et ‘ R {;)‘
que (6) admet en — e une branche par=holigue de L. TR . N e
direction celle de (Q]J). \ 1
Tableau de variation | ]:

A

f(x)—o—':—@+" /XL»

fx) T/'\ /' / o —

La représentation graphique suggére et on
démontre que (%€) admet deux points d’in- | :
ﬂexfon. SERPSTREHURRPICE, DU PUP;: (SRR |, SYNIL RPN [ OVRME:  FOUUSNNy. /-PSNSNT.

2x%2 - 3x + 3
X2 -2x+2

= Etude de la fonction f: x—

e

Ensemble de définition
Le polynéme (x? — 2x + 2) n'a pas de racine dans R ; donc, D, = R.

Dérivée et sens de variation
fest une fonction rationnelle ;
donc, fest dérivable sur son ensemble définition et sa dérivée est la fonction f’:x+—

Ona: fl0)=f1(2)=0
VxEJ-e;0[U]J2;+e|, f(x) <0;dong, fest décroissante sur ]— o ; O] et sur |2 ; + o[ ;
Vx €]0;2[, flx) > 0; dong, fest croissante sur ]0 ; 2[.

—x(x—-2)
(x2 — 2x + 2)%

Etude aux bornes de I'ensemble de définition
ﬁ 2 et lim f(x)=1lim =2,

Ona: lim x) = lim
x—)—wf( ] x—)—oax X =+ o= .1:-)+uox2

Dong, la droite (@) d'équation y = 2 est asymptote a (€) en — e et en + oo

Tableau de variation Courbe représentative

X [-oo 0 Q + oo

f(x) =~ @ s O =
2 5
fx) \%/g\g

La courbe représentative suggére que le point Q( ) ol |
est un centre de symétrie de (€). : '
Démontrons ce résultat.

Ona:VxCR, fix)=2+

(x-1PF+1 x
donc, une équation de (€) dans le repére (Q, ) 07) est: Y= ad
Or la fonction X — sz;_ - est impaire. Donc Q est un centre de s

symétrie de (6).
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»

sezmmm Etude de la fonciion f: x> —
Xi=x=2

Ensemble de définition

Le polynéme (x* — x — 2) a pour racines — 1 et 2 ; donc, D, =R\{-1;2}L

Dérivée et sens de variation

fest une fonction rationnelle ;

- i w . . x%(x% - 2x - 6)
dong, f'est dérivable sur son ensemble définition et sa dérivée est la fonction f : x— ;

(xr-2x-2)2

Ona: flx)=0 & x=0 ou x=1+J7 ou x=1-/7.
2

D  VxER —1;2,~—x—20;

e plus : . \ | } P 2c—2F

donc, f’(x) est du signe du polynéme (x? — 2x — 8).
Ona: Vx€l-e;1-J7[Ull+{7;+=], fx)>0;
donc, fest croissante sur J-e;1—, 7 [etsur ]l + {7 ; + o[ ;

Veell-J7 ;-1[Ul-1;2[Ul2;1+/7[, Fld<0; _
dong, fest décroissante sur chacun des intervalles ]1 — J? s—1L1-1;2[et]2:1+J7[.

Etude aux bornes de I'ensemble de définition

3
*Ona: lim fl=lim =+ et lim flx)=—o.
: X =+ o2 X+ X X =20
En effectuant la division euclidienne de x° par (x? — x — 2), on obtient :
3x+2
VxeERN|{-1;2}, f=x+1+ —"—"—.
{ L f)=x 2 —9x_2
Or: lim ﬂ—=lim 3 o

X4 x2_2x=2 x3+w X
Donc, la droite (%,) d'équation y =x + 1 est asymptote & (€) en + e,
On démontre de méme que (%,) est asymptote a (¢) en — .
¢ On a également : }CIIZI;I_ 1f(.:nz:] =—o0 pt Jl‘cn_;:;l__l}"(x] =+ 00

donc, la droite (%,) d'équation x = 1 est asymptote a (4).

De méme : ]a,:lng[x) =—oco ¢t ]x]_;)mzf[x] =+ oo}
dong, la droite (%,) d'équation x = 2 est asymptote a (4).

Tableau de variation Courbe représentative
X |- 1-J7 lt 0 9 1+J7  +o T .
f'(x) = 0 = = = — 0+ | ] S - i L i ge
J(x) i / \m \g\in \ m TR L o ,

20-14]7

eOna: M= ; donc:M=—1,89.

20 + 14/ 7
ms= -—‘/— ; donc:m = 6,34.

* O est un point d'inflexion de ().
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—2.2. Fonctions irrationnelles

== Etude de la fonction f: x —> ———

Ensemble de définition \/x2 +1

Ona: VxeR,x%2+1>0;donc, D, =R.

De plus, fest une fonction paire : donc on restreint son étude a l'intervalle [0 ; + oo, on trace la courbe
correspondant & cet intervalle et on compléte par la symétrie orthogonale d'axe (O]).

Dérivée et sens de variation 1

fest la composée des fonctions x=—>x2+1 et x> — .
X

Ces fonctions sont dérivables sur leurs ensembles de définition. -

Donc, fest dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction f’:x+ ——0P .
(42 3

Ona: f(0)=0; (e +1)

Vx €1]0;+e[, fx) <0;dong, fest décroissante sur ]0 ; + oo[.

Etude aux bornes de [0 ; + =of
Ona: }cir_r>1+ f(x) = 0; donc, la droite (OI) est asymptote 2 (6) en + oo .

Tableau de variation Courbe représentative
X 0 + oo E
fi&x) |0 -

Etude de la fonction f: x — -3? Jx2 - 4x - l2|

Ensemble de définition

Ona: Vx€ER, |x2—4x-12| 20:done, D, = R.
festla composée de deux fonctions continues sur R ; donc, fest continue sur R.
Ona: VxER, x2—4x-12=(x+ 2)(x - 6) ; donc :

f=2)=f6)=0
f{x}:%—-\fxz—‘ixwlz, Si xEJ-e0;—2[U16; + o0

f[x]=%\/~x2+4x+12, si x€]-2;6[

Dérivée et sens de variation
¢ fest dérivablesur R\ {~2;6}etona:

f[x)—-E e -, Sl X E -0 ;—2[U]6; + o]
X2 —4x — 12

fFr=3 ——2*2 & xeloz;el
J—x2 + 4x +12

a: f12)=

Vx€l-e;-2[U]J2;6l, flx)<0;donc, fest décroissante sur |- o ; — 2[ et sur ]2 : 6] :
Vx€]-2;2[U6;+[, flx)>0;donc,f est croissante sur |- 2 ; 2[ et sur 16 s + oof,

—fl-2 e -
*Ona: lim M-izll'_l_']]_ --1 (x+2]{x 6] = lim _i I_+6— = _ o
x?—Z x+ 2 x?—z 4 — x?—z 4 —x—-2
; ) - 1= 2
De méme, ona: lim M =+
- rp—2 x+ 2
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Donc, fn'est pas dérivable en — 2 et (€) a une demi-tangente paralléle a (OJ) au point d'abscisse — 2.
On démontre de méme que fn'est pas dérivable en 6 et que (€) a une demi-tangente paralléle a (OJ) au
point d'abscisse 6.

Etude aux bornes de I'ensemble de définition

*Ona: lim (x*-4x—12)=+;donc: lim fix}=+=-.
X —oo AR
?\
R
Deplm.}tu_jg_m-?—llig_wz = = 4\1_? N
(g
3 WP-—4x-12)-x* 3 o 3 *

. 3 5

lim [ (x]+—x]=11m 2 o, )

X—r—r0co f 4: X = —o0 4 \'sz— ] __12 - J ) 2
+1

Dong, la droite (@,) d'équation y=— % xr+ % es
On démontre de méme que lim flx) =+ = = % est asymp-
tote & () en + o-. T
Tableau de variation
X |- -9 b% 6 +o0

| - +

0 +
+ 3 oo
For| Sy \0/

—-2.3. Fonctions trigonométriques
2 sin2x

1 + cosx

e = Ftude de la fonction f: x —

Ensemble de définition
Ona: 1+cosx=0 & x=mxr[2n] ;donc,Df = R\ {n + k2r, k € Z}.

De plus, f est impaire et périodique de période 2n ; donc, on restreint son étude a I'intervalle [0 : n[, on
trace la courbe corresponﬁant a cet intervalle et on compléte par la symétrie de centre O, puis par la
translation de vecteur 2x Ol ‘

Dérivée et sens de variation
[ est le quotient de deux fonctions dérivables sur leur ensemble de définition ; donc, fest dérivable sur

; 4(cos?k + cosx — 1
son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction f7:x — ( ) ;

1+ cosx
Ona: Vx& [0:x[, 1+ cosx>0;dong, f(x) a le méme signe que (cos?x + cosx — 1).
On pose : X = cosx ; le polyndme (X? + X — 1) a deux racines : — 4 E 5 ot =1 ; /5 )

=1-05 gy e 2135

Ona: 5

€ [-1;1L
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Soit & T'élément de l'intervalle [0 ; ©[ tel que : cosa = — 1 ; +.5
Ona: Fla) =
¥ x € [0;al, fx)>0;dong, fest croissante sur [0 ; of ;

¥V x €lo; nl, £x) <0 ;dong, f est décroissante sur Jo. ; z[.

Etude aux bornes de [0 ; 7|
Ona: lim sin2x=0 et lim (1+cosx)=0
] X ? b

X

on ne peut pas trouver directement la limite en n de f(x).

4 sinx cosx (1 — cosx 4 cosx (1 — cosx
On remarque que : Vx € [0 ; [, flx) = [ ) = ( ) .
1 — cos?x sinx

4 cosx (1 — cosx
Donc : hm f[x] = lim [ ) =
- sinx

On en dedmt que la droite (@) d'équation x = & est asymptote a (<6).

Tableau de variation Courbe représentative

flaole + 00 - ‘ VT ! \
| i e || N I P [P

NZARINE AV AT AR WAR
Ona: o=0,904 et j[a] = 1,201. B | | T e L B . T —
1 - h .

(D)

pemzerm Etude de la fonction f: x— x - sinx

Ensemble de définition
Ona: D, =R.
Deplus: Vx €R, flx+ 2n) = f(x) + 2m.

Soit M(;) un point du plan et M’(;igi) son image par la translation t de vecteur 21:{61 + C_)}).
Ona: MeE® o y+2n=flx+2n

& y=f

e M e (€.

On en déduit que (@) est globalement invariante par t et on restreint l'étude de f'a un intervalle, d ampli-
tude 2=, par exemple [- 7 ; 7).

On remarque également que f est impaire ; donc l'intervalle d'étude peut &tre réduit a [0 ; n].

On étudie la fonction sur l'intervalle [0 ; 7], on trace la courbe correspondant & cet intervalle et on com-
plate par la symétrie de centre O, puis par la translation t.

Dérivée et sens de variation
fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f”:x+> 1 - cosx.

Ona: f(0)=0
V¥ x €10;xl, f’x) > 0; donc, fest croissante sur ]0 ; 7].
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Tableau de variation

Courbe représentative

x (0 T

fl(x)| 0 + )

T

fx) 0/
eOna:VxeER, x-1<fx)sx+1:

donc, (6) est comprise entre les droites [Z)
et (%) d'équations respectives y=x—1 =t
y=x+1.

(@) est tangente a (@) aux points d'abscisses
S +hkam(k€2);

(6) est tangente a (2’) aux points d'abscisses
- +k2m (k € 2).

¢ La dérivée seconde de f est la fonction
f” : x — sinx ; donc, les points d'abscisses
kr (k € Z) sont des points d'inflexion de ().

2.c

2.d

Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.
al x— x-1%x+1)

b) x—>x*—-102+0.

Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.
xt-12x-4
Favip
X“—4x+5H

—2x%2—4x+5

al x— D

Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.

xZ+5x—-4

- 2x% + 2
G)x'-%-——-—zx——— blx— _____3§_+_.

2x -1

Soit fla fonction définie par f(x) = J4 —x et
(€) sa courbe représentative.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f
sur son ensemble de définition.

(6) admet-elle une tangente au point d'abscis-
sed?

2. Etudier les variations de fet la branche infi-
nie de (4).

3. Tracer (6).

Soit fla fonction définie par

flx) = Jx2+3x— 4 et (€) sa courbe représenta-
tive.

1. Btudier la continuité et la dérivabilité de f
sur son ensemble de définition.

(€) admet-elle des tangentes aux points d'abs-
cisses —4et17?

2.f

2. Etudier les variations de f et les branches
infinies de (%).

3. Tracer () et démontrer qu'elle admet un axe
de symétrie, dont on précisera une équation.

Soit fla fonction définie par

flx) = sinx — %sinSx et () sa courbe repré-

sentative.
1. Justifier que l'ensemble d'étude de f peut
étre réduit a l'intervalle [0 ; =].
2. g] Démontrer que :

Vx€R, fx) =2 sinx sin2x.
b) Dresser le tableau de variation de fsur [0 ; ©).
3. Tracer () ; préciser les coordonnées de ses
centres de symétrie et des points o1 la tangen-
te est paralléle a (OI).
Soit fla fonction définie par f(x) = %—i—s’i‘t
et (@) sa courbe représentative. TRORE
1.Déterminer D, ; justifier que I'ensemble d'étu-
de de fpeut étre réduit a l'intervalle [~ « ; w].
2. a) Démontrer que :

2 cos(x + %) -1

Vx€E Df, Fx) (1= com)?
b) Dresser le tableau de variation de f'sur [- 7 ; 7t].
¢} Vérifier que sur cet intervalle () présente
une seule branche infinie, dont on précisera la
nature.

3. a) Tracer (@) ; préciser les coordonnées des
points o1 la tangente est parallgle a (OI).

b) Déterminer une équation des tangentes aux
points d'abscisses — & et 7.
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~ Exercices

Le plan est muni du repére (O, 1, ]).

PPRENTISSAGE =~

Calculs de dérivées

1 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes.
al x——-x%+x3-4 b} x+— (22 + 1)*
c) x— (5x + 2)3(3 - 4x) d) x> 2502 - &P

2 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes.

2r—1 X2s2r+1

a) x> ———— bl xs ——— —
T —x+1 . xx—-1

2 -1)2
c)x._"(x-l)- d] £ (2x -1}
3x+1 (Bx +1)?

3 Dans chacun des cas suivants, étudier la déri-
vabilité de la fonction fsur son ensemble de définition
puis déterminer sa dérivée.

a) f(x)f Jxn— 3x

c) flx) =\/ﬁ

r—1

b) flr)=(2-1)x+1

= lx—1
] =
dr flo = $£=1.
& Soit fla fonction définie par :
f(x) = sin®x + cos®x + 3sinxcos?x.
Démontrer que fest une fonction constante.

5 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes.

b) x— cns(— 3x + %)

d) x— sin"’(z.r — %)

1
flx— xacos?

a) x+— cosx — sinx

X T
c) x— sm(x2 — )
e} x> sin(cosx)

gl stin\[;%_

h) x> tan(tanx)

. 1 + cosx 3 Jx2 - 4x
x> T

cos2x

6 Ep utilisant la définition du nombre dérivé,
calculer les limites suivantes.

. sinx — sina . tanx — tana
g/ lim — b) im —
x=aqa X—-a r=a X—-a
2 2 .

. COos“x — cos“a " cosx + 1
c)lim ————— d) lim ———
t=a X=0a ron X—-T

, 2siny —1 . cosdx + 1
e) lim ——— ) lim ==
x-E 6x -7 x—n X-T

7 En utilisant la définition du nombre dérivé, cal-

culer les limites suivantes.

Jr+1-1 o J2-Jx+1

e b) lim ——— M —
X x -1

al) lim
x—=0 x=1
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\-".t3+x+ 3-3

J3x —Jx + 86

C) lxigz xr—2 d) .lru—]}.'i 2x -6
8 Soit la fonction frx— w et (€)sa

+1

courbe représentative. -
1. Déterminer une équation de la tangente a (€) au
point d'abscisse 1.

2. Existe-t-il des points de (€¢) ol la tangente a pour
coefficient directeur—4 ?

3. Existe-t-il des points de (6) ol la tangente est paral-
lzle a la droite d'équation 3x—2y+1=07?

9 Dans chacun des cas suivants, étudier la déri-
vabilité de la fonction fsur son ensemble de définition
puis déterminer sa dérivée.
a) flx)= (E*'Zx?- —-x —_6)5 b) flx) = (?fix_z— x —6)3

1 1

(/=22 + x+6)

c) fla) = d) flx) =

¥o2x2 — x -6

Dérivée de fonctions -
réciproques

10 Soit fla fonction de [0 ; %] vers [0 ; 1] définie
par: f(x) = sin?x.
1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f-2.
2. Déterminer l'ensemble sur lequel f~? est dérivable et
démontrer que sa dérivée est la fonction :

1

X —

i1 Soit f1a fonction de [0 ; L [ vers [1; + co[ défi-
1

cosx '

1. Démontrer que f admet une fonction réciproque /2.

2. Déterminer I'ensemble sur lequel £ est dérivable et
démontrer que sa dérivée est la fonction :

1
X =
—
xyxi-—1

nie par: flx) =

12 Soit fla fonction de ]- = ; =[ vers R, définie
par: f(x) = tan %

1. Démontrer que fadmet une fonction réciproque f1-
2. Démontrer que /'~ est dérivable sur son ensemble de
définition et déterminer sa dérivée.

C omparaison de nombres

13 Utiliser l'inégalité des accroissements_finis
pour obtenir une majoration du nombre : J33 - f32.



14 1. Démontrer que pout tout nombre réel a de
l'intervalle [0 ; %], ona: a<tana<2a.

2. Démontrer que pour tous nombres réels a et b de I'in-

tervalle [0 ; -g—[, ona:
b— -
% < tanb-tana< b z,
cos’a cos?b

15 Démontrer que pour tout nombre réel x de

1'intervalle[0;—é—1,ona: froal. € o » 51__3_;.._

[2

A

16 1. g) Etudier le sens de variatum de la fonction
r> 333 —5x.,

b) Comparer les deux nombres A et B :
A=3x(0,745 356 123)* — 5 x (0,745 356 123),

B = 3 x (0,745 356 124)° — 5 x (0,745 356 124).
2. Utiliser un procédé analogue pour comparer les deux
nombres Cet D :

/5 (2,098 765 432 1)
T T1-2,008 765 432 1
/5 (2,098 765 432)?
1— 2,098 765 432

17 a et b sont deux nombres réels strictement
positifs tels que: @ + b = 1.
Quelles sont les valeurs extrémes de a® + b3 ?

Dérivées successives

18 Déterminer les dérivées premitre et seconde
des fonctions suivantes.

b) x—

e) x> sin®x

A #i 2+1

c) x> Jx2—-2x

X
xZ—
d) x> cos’x fl x> tanx.

19 Déterminer la fonction polynéme fdu quatrie-
me degré telleque : f(-1)=1,f(-1)=2,f"(-1)=3
fO(=1)=4 et fW(-1)=5.

20 1. Soit fa fonction définie par : f(x) = cosx.
Démontrer par récurrence que la dérivée n—idéme de f

est la fonction ™ définie par : f1)(x) = cos(x + n%)

2. Utiliser le résultat de la question précédente et celui
établi & propos de la fonction sinus (cf. paragraphe 1.4.
de ce chapitre) pour déterminer la dérivée n—-iéme des
fonctions x> sin(ax + b) et x+— cos(ax + b).

3. Application

Déterminer la dérivée n—idme de la fonction :

X > COS2X — siui;-.

= tudes de fonctions

21 Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.
2x+1 b) x> 2x—3

a) x— L S
x—1 3x? — 4x

22+ 3x —x2—x+8
c)l] x> ——— d x—»———0u __—
. x*—4 X2—x-2
X2 +4r -3 L
e) x—» —— — z :
) x2—2x—3 Z r,_).t3+1

22 Ftudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.

‘2 "z—'- —
(I)t‘l—)z'l ~3x+6 B X X 2
x-2 x-2
_3 k|
c) x— 28 d) x> -
x2+1 P +x—2

23 Dans chacun des cas suivants, étudier 1a fone-
tion f et tracer sa courbe représentative.

v B +3x%+10x+5
a)  fla)= 7 17
(On pourra écrire f(x) sous la forme
c d
ax+b+.+1 [x—+1)2’

oll a, b, ¢, et d sont quatre nombres réels.)

x3 + 3x%2 —4x -20
b
) S 2(x + 3)
(On pourra écrire f(x) sous la forme a’x? + b’ +
oti a’, b’ et ¢’ sont trois nombres réels.)

]

C
+3’

28 Soit la fonction f:x—lx2—11+2lxl—3 et
(6) sa courbe représentative.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen — 1, 0
et 1.
2. Etudier les variations de fet tracer ().

22 +xl+1

25 Soit 1a fonction f: x>
lxl+1

courbe représentative.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen —1 et 0.
2. Etudier les variations de f et tracer (€).

et (€) sa

2+lx—21

26 Soit la fonction f: x>
lx+1l

courbe représentative.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen —1 et 2.
2. Etudier les variations de fet tracer (€).

et (€) sa

27 Ftudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives. :
al x—>xt-4x b}.tl—>.t+3+fx—2.

28 soit 1a fonction frx— —.1[6 x) et (€) sa
courbe représentative.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
ensemble de définition ; () admet-elle des tangentes
aux points d'abscisses 0 et 6 ?

2. Etudier les variations de et tracer (€) .

Démontrer que cette courbe admet un axe de symétrie.

29 Soit la fonction f: s '[x + 3}(x— 5) et (6)
sa courbe représentative.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
ensemble de définition ; (6) admet-elle des tangentes
aux points d'abscisses —3 et 5 ?
2. Etudier les variations de f et préciser l'allure de (6)
en —eo gt en + s,
3. Tracer (€) et démontrer qu'elle admet un axe de
symétrie.
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30 Soit la fonction f: x>
be représentative.
1. Erudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
ensemble de définition. En déduire que (4) admet une
demi-tangente paralléle a (OI) au point d'abscisse 0.
2. Etudier les variations de f;
Démontrer que (€) admet trois asymptotes.
3. Tracer (€).

3
2 —3 et (€) sa cour-

31 Soit la fonction frxm— \,‘ I_—12 et (€) sz cou-
be représentative. T
1. Ftudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
ensemble de définition. En déduire que (€) admet une
demi-tangente parallgle a (O]) au point d'abscisse 2.
2. Etudier les variations de f.
Démontrer que (6) admet deux asymptotes.
3. Tracer (€).

32 Soit f1a fonction définie par:
flx) = 2(:1::5'.33JE — 3cosxr.

1. Justifier que I'ensemble d'étude de f peut étre réduit
a l'intervalle [0 ; 2r].

2. Démontrer que : Vx € R, f(x) = 2 sinx sin2x.

3. Dresser le tableau de variation de f'sur [0 ; 2x].

4. Tracer la courbe représentative de f.

33 Soit f1a fonction définie par
sinx -+ sin2x B )
flx) = T et () sa courbe représentative.
1. Déterminer D, ; justifier que I'ensemble d'étude de f
peut étre réduit a l'intervalle [0 7]
Tl = 2cosx + cos 2x
~ 1+cosx

3. Vérifier que sur [0 ; ] (6) présente une branche infi-
nie, dont on précisera la nature.
4. Dresser le tableau de variation de fsur [0 ; x].
5. Tracer (€) sur l'intervalle [~ 2% ; 2x] ; préciser les
coordonnées de ses points d'inflexion.

'2. Démontrer que: Vx € Dy, S

34 Soit fla fonction définie par
f(x) = tan2x — 2tanx et (6) sa courbe représentative.
1. Déterminer D, ; justifier que I'ensemble d'étude de f
peut étre xéduit a I'intervalle [0 ; T,
2. Démontrer que :

2x(1 + tanZx)(3 — tan2
VxeD,, f,(x]=2tanx{ + tanZx)(3 — tan x].

(1 —tan2x)?
3. Vérifier que sur [0 ; %] (€) présente deux branches

infinies, dont on précisera la nature.
~ . 4. Dresser le tableau de variation de f'sur [0 ;
5. Tracer (‘€) sur l'intervalle [- = ; 7).

35 Soit fla fonction définie par.
4sin?x + 3sinx

f ( ] = __—~1_-
1. Déterminer D,;. Démontrer que les droites d'équa-
tions x = % etx = 3; sont des axes de symétrie de Q).

A quel ensemble peut-on réduire 1'étude de £?
2. Démontrer que :

Vx €Dy, flx)=

et (6) sa courbe représentative.

cosx(2sinx — 3)(2sinx — 1)

(sinx —1)2
3. Etudier les variations de f sur l'intervalle [-Z

2’2I
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Démontrer que sur cet intervalle (¢) présente une seule
branche infinie, dont on précisera la nature.
4. Tracer(%) sur l'intervalle [- 3x ; 3x].

. " 5 . NiIE
36 Soit fla fonction définie par : f(x) = T

1. V&ifier que fest deux fois dérivable sur l'intervalle

Lz- -f-g

:‘;E::fr::ea: gue pour tout nombre réel x de cet inter-
valle. on 2 fx) + flx) = 3/5(x).

37 Soit f 1z fonction définie par :
Jiil = (1 + 2" (n € N*).
1. Déterminer la dérivée de f.
2. Aprés aveir développé flx) par la formule du biné-

me, donner une auire expression de cette dérivée.
3. En déduire la valeur des sommes suivantes :

1 2 3 b
a) 3, pG=1C,+2C, +3C, + ... +nC ;

b) §., (1P pC = 1C, - 2% + 3C] + ... + (- )1nC.

38 Soit f1a fonction définie par :
flx) =x(1 + x)? (n € N*\{1}).
1. Déterminer la dérivée de f.
2. Apres avoir développé f(x) par la formule du biné-
me, donner une autre expression de cette dérivée.
3. En déduire que :

a) £, (p+1)C = (n+2)2m1;
b) 3, (- 1P(p + 1)C] = 0.
39 Soit fla fonction définie par : f(x) = x21—
1. Déterminer les nombres réels a et b tels que :
VEERV-1;1), flo= 2o+ Lo

2. Soit n un nombre entier naturel non nul ; démontrer
qu'il existe un polynéme P, de degré n, tel que : )

!
VYxe R\[-1 i 1}’ f'(n){x] — (__ 1)“ mn! Pn[x)

z[xz = 1):1,-1-1
ol f% est la dérivée n-ieme de £

£ Formule de Leibnitz
On considére deux fonctions f et g dérivables jusqu'a
I'ordre n sur un intervalle K.
1. Déterminer (fg)’ et (fg)”. '
2. Démontrer que : (fg)® = f®lg + 3f7g" + 3fg” + fy¥.
3. En utilisant un raisonnement par récurrence, donner
une expression de (F g)t.
4. Application
Déterminer la dérivée n-igme des fonctions suivantes.
a) x v xcosx b) x — x’cosx
¢} x> (x% + 3x — 1)sinx d)x@%

81 Soit f1a fonction définie par :
Jx) = E(x) + [x - E(x)P?,

- ol E désigne la fonction partie entigre.

1. Démontrer que : Vx € R, f(x + 1) = f(x) + 1.
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

2. Etudier f et tracer sa courbe représentative sur l'in-
tervalle [- 3 ; 3].



A2 Soit a, b, c trois nombres réels et f une fonc-
tion périodique, de période 2, telle que :
Yxe€[0;2], flx) =x*+ b + cx? + dx.
On désigne par (%) sa courbe représentative.
1. Calculer f(2). Trouver, sous la forme d'une relation
entre b, c et d, une condition nécessaire et suffisante
pour que f soit continue sur R.

2. Déterminer b, c et d pour qu'en plus fadmette en 1

un extremum relatif égal a — %

3. Etudier alors la dérivabilité de f et construire (€), en
précisant ses points d'inflexion et axes de symétrie.

A3 soit f1a fonction définie par: fx) =x/x + 1.
1. Etudier f et tracer sa courbe représentative.
2. En déduire le tracé des courbes d'équations :
y=yx3+x2 et y*—x*—-x2=0.

2 |
B4 soit 1a fonction f:x—> x?—3r3+2.
1. Etudier f et tracer sa courbe représentative.
2. En déduire la courbe représentative de la fonction
g:x— f(lxl).

&5 Soit f1a fonction définie par
flx) = Jlx2 — 6x + 5] et (6) sa courbe représentative.

1. Exprimer f(x) sans le symbole « valeur absolue ».

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
ensemble de définition ; () admet-elle des tangentes
aux points d'abscisses 1 et 5 7

3. Etudier les variations de f.

4. Démontrer que les droites d'équations y=x -3 et
y=—x+3 sont asymptotes a (6).

5. Tracer () et démontrer qu'elle admet un axe de
symeétrie, dont on précisera l'équation.,

6. Démontrer que, pour tout nombre réel x de l'inter-
valle [1; 5], le point M( f[-fr}) est & une distance constan-

te du point Q(z ;
En déduire la nature de (%) sur l'intervalle [1 ; 5].

&6 Soit f 1a fonction de [-; 7] vers R, définie par:
flx) = sin3x — | 3 cos®x.

1. Etudier fet tracer sa courbe représentative.

2, Déterminer, graphiquement et selon les valeurs du
nombre réel m, le nombre de solutions dans l'intervalle
[- = ; 7] de I'équation : sin®x — {3 cos’x = m.

&7 1. Soit fla fonction de ]0 ; 2[ vers R définie par :
flx) = tan(% (x - 1]).
Etudier f et tracer sa courbe représentative ().
2, Justifier que f est bijective ;

soit g sa fonction réciproque.
Démontrer que g est dérivable sur R et que sa dérivée

est la fonction ¢’ 1 x> ——mM— .
. g nfx? + 1)

3. On considere la fonction h, définie par :
Rix) = glx) + 9().

Etudier la dérivabilité de h sur son ensemble de défini-
tion et déterminer sa dérivée. En déduire la formule
explicite de h sur |- oo ; 0[ et sur 0 ; + «[.

48 e repére (O, 1, ]) est orthonormé.

1. Soit la fonction ¢ : x— — % o i
' 232 + 1
2] Démontrer que pour ¢ élément de ]- % : “Tét'[’ ona:
1 sint

(p(tﬁllt] == + —5 -

b En déduire le signe de ¢(x) pour tout x élément de R.
2. Scit Iz fonction f: x r—;“% +1+ %J.l‘z + 1et (‘61)
s2 courbe représentative.

Ermdier f; préciser la position de (6) par rapport & ses
asvmptofes, puis construire (6.

3. Détecmmimer lintervalle K pour lequel f réalise une
tiectiom 2= B sur K. Dans ce cas, soit g la fonctiof réci-
progue &= fet [€) sa courbe représentative.
Dterminer gix] pour tout x élément de K.

Comstruir= (€) =t donner les coordonnées des points
dintessection de [€J avec [‘ég].

89 1. a) Tracer 12 courbe représentative de la
fonction x> tanr suor Iintervalle [0 ; Zx].
b] En déduire que 'équation tanr +x =0 admet dans
cet intervalle deux solutions non nulles o et B.
Déterminer une valeur approchée a 107! prés de ces
solutions.
2. Soit fla fonction définie par : f(x) = x sinx.
On désigne par (6) sa courbe représentative, par (A) et
(A les droites d'équations y=x et y=-x.
a) Démontrer que f est une fonction paire.
Déterminer les abscisses des.points d'intersection de
(€) avec (OI).
b)Démontrerque: Vx €R, ~x < f(x) <.
Donner une interprétation graphique de ce résultat.
c¢) Déterminer les points d'intersection de (6) avec (A)
[respectivement (A')]. :
Démontrer qu'en chacun de ces points, (A) [respective-
ment (A')] est tangente 4 .(€).
d) Etudier les variations de f'sur l'intervalle [0 ; 27].
Tracer () sur l'intervalle [- 2% ; 2x].

50 1. Soit la fonction f:x~>x+/lx2=11 et [‘@}J
sa courbe représentative.
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son
ensemble de définition ; (€] admet-elle des tangentes
aux points d'abscisses —1 et 1 ?
b) Démontrer que (4 admet deux asymptotes, que l'on
précisera.
c) Etudier les variations de f'et construire (‘6,) .

2. Soit la fonction g:rx—>x—Jlx2- 11 et (‘69] sa cour-
be représentative.

a} Démontrer que [‘(’Jy) et [‘6},) sont symétriques par rap-
portau point 0. o

b) Construire (¢ ) sur le méme graphique que (€).

51 1. Soit la fonction fix— (.,fx - 1)2 et [‘(3)) sa
courbe représentative.
a) Btudier fet construire (€.
b) Calculer fof(x).
Que peut-on en déduire pour la restriction de fa 1l'in-
tervalle [0 ; 1] et la partie correspondante de (6) 7

2. Soit Ja fonction g:x+— (J.t 4 1)2 et () sa courbe
représentative.

Démontrer que g est la fonction réciproque de la res-
triction de 3 l'intervalle [1 ; + oo[.

. En déduire une construction de {‘@g).
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52 1. Soit 1a fonction f:xw>x+ {1+ x2.
Etudier f et tracer sa courbe représentative.
2. Soit les fonctions :
g:xl—:w%(zu %) et h:xH%(x—%).
Etudier le sens de variation de gethsur]0; + e,
3. Soit n un entier naturel non nul et P, la fonction défi-
nie sur R par :

P(x]—-—[x+ 1+.1.2) + t—,1+x2|]

a) Démontrer que P, est une fonction polynéme dont on

précisera le degré.

b) Soit la fonction @, : x = x"

Démontrer que l'on a, suivant la parité de n :
P,=ge@,°of ou P, =hog,of.

¢} En déduire le sens de variation de P,

53 Encadrement de /1 + a
1. a) Démontrer que la courbe représentative, sur l'in-

tervalle [0 ; + «[, de la fonction f:x e est au-des-
sus de sa tangente en tout point.
b) En déduire que :

Voe0;+el = 2 1-a ()
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2. Soit la fonction g:x~ J1 +x et a un nombre réel
strictement positif.

a) Déterminer les dérivées premisre et seconde de g sur
l'intervalle [0 ; + =s[.

b) Vérifier que :

Yxe|[0;adl, 1

2y1+a

¢) En appliquant I'inégalité des accroissements finis a la
fonction g sur l'intervalle [0 ; a], démontrer que :
1+——— < Ji+asz1+% (2
2\1+a
3. Déduire des inégalités (1) et (2) que :

< gl <3

Yaec]o:+el, 1+%—37‘25J1+a < 1+%.

4. Application .

Etablir les inégalités suivantes.

©1,0475 < /1,1 < 1,05

* 100,004 99975 = .,JW < 100,005

* 5,098 < ,26 < 5,1.

En déduire une valeur approchée des nombres Jﬁ,
/10 001 et 26, en précisant & chaque fois l'incertitude.



Primitives - Fonction
logarithme népérien

Introduction

I-e mathématicien écossais John NAPIER — ou NEPER — (1550-
1617) inventa le mot et le concept de logarithmes en 1614 dans
sa : Description de la stupéfiante régle des logarithmes. Son but
était de simplifier le calcul d'un produit en le ramenant @ celui
d'une somme.

Cefte découverfe allait donner
naissance aux fables de loga-
rithmes, & la régle & caleul ef au
pH-métre. '

B vof i den

La régle & caleul, inveniée en
1620 par I'Anglais Edmund
GUNTER, resta l'outil de calcul
privilégié des ingénieurs et tech-
niciens jusqu'd son abandon
définifif au début des années
1970 au profit des calculatrices
électroniques de poche.
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R, Logarthme decimal ..o SAT
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques d variable réelle et le plan est
muni du repére (O, 1, J).

= et S G Wt i

onction

“Primitives d'une

~.1.1. Définition et propriétés

=== Introduction

Dans chacun des cas suivants, déterminer une fonction F dérivable sur un intervalle K que l'on précise-

ra et dont la dérivée est la fonction £
1

efix—>1 'f:xH—? °f:x:—>31;

o f x> 3x2 ef:x~—cosx o f:x+> 3x% + cos x.

On appelle primitive de f sur K toute fonction F de K vers R, dérivable sur K et telle que, pour tout
élément x de K, F’(x) = flx).

Exemples

* La fonction F : x — x? est une primitive sur R de la fonction f: x > 2x ;

les fonctions x — x%2 + 3, x — x% — Jg et x— x2 +g sont aussi des primitives de fsur R.

* La fonction G : x— 3x + J/x est une primitive sur ]0 ; + o[ de la fonction g:x—3+ %
* La fonction H: x+> 1 — cos x est une primitive sur R de la fonction h : x - sin x. *

Une fonction définie sur un intervalle K admet-elle une primitive sur cet intervalle ?

;r‘; -35’. cnillntes = LT =iz o

Si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors f admet une primitive sur K.

Remarques

Soit f une fonction définie sur un intervalle K.
* Si f n'est pas continue sur K, elle peut admettre ou ne pas admetire de primitive sur K (cf. §1.3. TD1).

* Sifest continue sur K, elle admet une primitive sur K mais on ne sait pas toujours en donner une for-
mule explicite. '

smezzm= Ensemble des primitives d'une fonction

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle K.
* Pour tout nombre réel c, la fonction x — F(x) + c est une primitive de fsur K.

* Toute primitive de fsur K est de la forme x — F(x) + ¢, o1 c € R.

D émonstration

* Soit ¢ un nombre réel. La fonction x — F(x) + ¢ est dérivable sur K et a la méme dérivée que la fonction
x> F(x). Dong, la fonction x +> F(x) + ¢ est une primitive de f sur K.

* Soit G une primitive de f sur K. La fonction G — F est dérivable sur K et on a :

Vxe K (G-F)x) =G'(x) -F(x) =f(x) — f(x) = 0 ; donc, G — F est une fonction constante sur K.

On en déduit que G est de la forme x— F(x) + ¢, ot ce R.
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Exemple

Les primitives sur R de la fonction x — 2x sont les fonctions x — x?

+¢c,ouce B

Soit f une fonction admettant une primitive sur un intervalle K, y, un nombre réel et x, un Elément de K.

1l existe une primitive de f sur K et une seule qui prend la valeur y, en x,.

Bémonstration

Soit F une primitive de f sur K. Toute primitive G de
f sur K est telle que : V x € K, G(x) = F(x) + c.

(6r)

Ona:Glx)=y, & Flx)+c=y,

o c=-F(x,) + Yy o
Dongc, la fonction G : x = F(x) — F(x,) + y, est la pri-
mitive de f sur K qui prend la valeur y, en x,,

Exemple

Déterminer la primitive F sur R de la fonction x — cos x qui prend la valeur — 1 en

—...1.2.. Calculs de primitives

=22 Primitives de fonctions élémentaires

Yo|

JE

2
F estde laforme x> sinx +c, ot ce R.Deplus,ona:F[%]=—1 S 1+ec=—1 & ¢c=-2.

Donc, la fonction F : x — sin x — 2 est la primitive cherchée.

La connaissance des dérivées des fonctions élémentaires permet de dresser le tableau suivant, ou

désigne un nombre réel.

Fonction f Primitives de f Sur l’intervalle
x—a (ae R) xX—ax+c R
xn+1 .
x—=>x* (ne N) x> +c R
n+1
— 1 (n e N\{1]) P T J—oo; 0] ou JO ; + oof
A (n_l)xn—'l : '
xn—:v% x> 2{x+c 105 + oof
X
r+l [0;+00,sir=0
x—x" (re Q\-1 X
[ 1) rdd 10;+[,sir<o
x—sinx X——Ccosx+c¢ R
X > CO8 X x—=>sinx+c R
x+—1+tan®x = 12 x—tanx+c ][2k-—1]£;(2k+1]%[(ke Z)
cos?x ;

Exemples
* Les primitives sur R de la fonction x> x® sont les fonctions x —

e Les primitives sur |0 ; + «[ de la fonction x+ L

x5

xt

z t¢ (ce R).

g 1
sont les fonctions x——— + ¢ (ce R).
4t ( )
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Soit u et v deux fonctions admettant respectivement pour primitives sur un intervalle K les fonctions U et V.
La fonction u + v admet pour primitive sur K la fonction U + V. :

En effet, U+ Vest dérivable surK ez ona - (U+V)P=U+V=u+v.

Exemples

* Les primitiveé sur B de la fonction x— x +sin x sont les fonctions x+— ‘zrz—z —cosx+c (ce R).

e Les primitives sur |0 : + <[ de la fonction x—2— l— sont les fonctions x — 2x — 2,[; +c (ce R).
X

eOna:Vxe ]—% i %[ tan®x = (1 + tan®x) — 1 : donc, les primitives de la fonction x> tan%c sur
] 5 rzc [ sont les fonctions x—~tanx—x+clce B

Primitives du produit d'une fonction par un nombre réel

Soit u une fonction admettant pour primitive sur un intervalle K la fonction Uet I un nombre réel.
La fonction fcu admet pour primitive sur K la fonction kU

En effet, kU est dérivable sur K et on a : (kU)’ = kU’ = ku.

Exemples

* Les primitives sur R de la fonction x> 5x% sont les fonctions x +—> 5%3— +c¢(ce R).

e Les primitives sur R de la fonction x+> 2 cos x sont les fonctions x+~ 2 sin x + ¢ (c € R).

5 = Primitives de u’ x (v'ou)

 Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K et v une fonction dérivable sur un intervalle contenant u(K)
La fonction «’ x (v’ou) admet pour primitive sur K la fonction vou.

En effet, vou est dérivable sur K et sa dérivée est u’ x (v’ou).

On en déduit le tableau suivant.

Fonction f Une primitive de f ' Commentaires
Wi e N s sur tout intervalle ol u est N
n+1 . dérivable
w 1 sur tout intervalle ol u est
o e B (n—1) ur? dérivable et ne s’annule pas
w " E sur tout intervalle ol u est
Ju dérivable et strictement positive
cond sur tout intervalle ol u est
uwuw (re Q\{-1}) b et dérivable et positive
r+1 . < :
(strictement positive, si r < 0)
, L sur tout intervalle ol u est
weosu B dérivable
, . sur tout intervalle ol u est
u’'sinu —cos u

dérivable
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Exemples

e La fonction x — cos x sin®x a pour primitives sur R les fonctions x — su:.r +c¢ (ce BL
* La fonction f : x — [;r__-—z.l_] a pour primitives sur chacun des intervalles J-e; —2[, -2 ;0{ et [0 - ==
2+ 2x)*
; 1
les fonctions xr+—= - ———+ ¢ (c € R).
6(x? + 2x)3

EHl

En effet, f est de la forme -;— % avec u : x — x% + 2x.
x

J1 =22
. 2x

e [a fonctiong : x —» ——

v (Bx2+1)?

2

En effet, g est de la forme w'u” 3 avec u : x = x% + 1.

e La fonction x — a pour primitives sur ]-1 ; 1] les fonctions x — — J1-x2+c¢ (ce R).

a pour primitives sur R les fonctions x — 3 3x? + 1+c¢ (ce R).

L ]

¢ La fonction x — sin (2x +%) a pour primitives sur R les fonctions x — _% cos (2x +%) +c (ce R).

...1.3. Travaux dirigés

1. Continuité et primitives

L'’existence de primitives pour toute fonction continue sur un intervalle est un résultat simple a énoncer
et fondamental en analyse. Admis en classe de terminale, ce résultat ne doit cependant pas occulter la
complexité de la question des fonctions admeltant des primitives.

Nous allons donner deux exemples de fonctions non continues sur R, I'une admettant des primitives sur R,
I'autre n'en admettant pas. 1 1
Jx) = 2x sin = =IE08 six=0

fl0) = 0.

a) Démontrer ciue f n'est pas continue en 0.
b) Démontrer que la fonction F définie par

1°) Soit f la fonction définie par : {
F(x) = 2 sin ., six# 0

{ Fgﬂ —0 S5 ST estune primitive de f sur R.

gx)=0,six=0

g(0) = 1.

a) Démontrer que g n'est pas continue en 0.
b) On suppose que g admet une primitive G sur R.

2°) Soit g la fonction définie par : {

 Démontrer que G est une fonction constante sur chacun des intervalles ]- oo ; O et ]0 ; + <[,
« Justifier que G est continue sur R et en déduire que G est une fonction constante.
» Conclure.

Solution
1°) a) La fonction x — cos x n'a de limite ni en + oo, ni en — co.
Dong, la fonction x — cos % n'a pas de limite en 0.

: o AN "o . l|< . _
De plus, iu}o (Zx smx) =0 ; en effet, xsin=-| < | x| et }vlgnolx| =0.

Or:Vxe R* cos %=

2x sin% — f(x). Donc, f n'admet pas de limite en 0 ; en effet, si f admettait une
limite en 0, alors la fonction x — cos % en admettrait également une, ce qui est faux.

On en déduit que f n'est pas continue en 0.

R W LIRS I W g |
Ib)-Lorsquex#U,ona.F[x]»-szmx + X cosx;(( xz]—szmx o8
F(x) — F(0 x* sin —
e Par ailleurs, on a : lim M =lim ——* =1lim (x sinwji)=0;d0nc:F’[0]=0.
x>0 x—-10 x—0 X x—0 X

On en déduit que F est dérivable sur R et a'pour dérivée la fonction f.
Dong, F est une primitive de f sur R.

La fonction f n’est pas continue sur R ; elle admet cependant une primitive sur R.
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2°)@)Ona:lim g(x)=1lim g(x)=0etg(0)=1;dong, g n'est pas continue en 0.
I?U x;} 0

b) * Si g admet une primitive G sur R, alors G est une fonction de dérivée nulle sur ]—oo; 0[ et ]0O ; + oof,
c'est-a-dire une fonction constante sur chacun de ces intervalles.
Glx)=e¢,six<0
Glx)=c,six>0"
* La fonction G est dérivable sur B : donc G est continue sur R.
G est continue en 0 ; denc. oz 2 : G(0) = iu-:-[}o Glx) = }rir_x;xﬁ G(x). On en déduit que : G(0) = c = .
< >

Il existe deux nombres réels c et € tels gue :

Ainsi, G est une fonction constante sur R.

* On a démontré que si g admet une primitive sur R, alors cette primitive est une fonction constante :
donc g serait la fonciion nulle, ce qui est en contradiction avec les données.

On en déduit que Iz fonciion g n'admet pas de primitive sur R.

La fonction g n’est pas continue sur R et elle n’admet pas de primitive sur R.

mmmm=mm 2. Primitives de polynémes trigonométriques

L’objectif de ce travail dirigé est de déterminer les primitives d’une fonction trigonométrique de la forme
X —> cos® x sin™ x, n et m étant des entiers naturels non nuls.

1°) Soit la fonction f: x > cos? x sin? x.

Apres avoir linéarisé f(x), déterminer une primitive sur R de la fonction f.
2°) Soit la fonction g : x — 2 sin® x cos? x.

a) Démontrer que : V x € R, glx) = 2 sin x (cos®x - 2 cos®c + cos’x).

b) En déduire une primitive sur R de la fonction g.

Solution o o g
1°) On utilise les formules d'Euler : cos x = € e o sinx= %
i
Soit x un nombre réel.
) _ (e 4 e\ 4fpix _ giv\ 2

o i (4 (€57

e % (%% + 402X 4 6 + 4@ 2ir 4 g 4iX)(g2lX _ ) 4 g 2Ix)

= —% (€% + 2% — @28 — 4 — g2 4 27U 4 g-OU)

1 eﬁr’x + e—ﬁ!’x e4fx + e-*-‘ll'.t eZix + e—Z!'.t
= | ) () )
: 1 1 1 1
= —35 C08 6x — g CO8 4x + 35 C08 2x +5

On en déduit que la fonction F : x = — L sin 6 —-1- sin 4x + -2 sin 2xc +

1
-—= X
est une primitive sur R de f. 192 64 64 16

2°) g} Seit x un nombre réel.

On a : g(x) = 2 sinx (sin%x cos*x)
= 2 sinx cos?x (1 — cos?x)?
= 2 sinx cos*x (cosx — 2 cos?c + 1)
= 2 sinx (cos®x — 2 cos®x + cos’x).

b) On en déduit que la fonction G : x — —% cosgx +%cos7x - %cos% est une primitive sur R de g.

m et __-pantés dlfferentes,_:- utllxser 1a relatmn coste + sinZe
cos"‘x sin™ x sous la forme cos x P[szn x) sinest 1mpa1r ou sin x P{cos x) sim-
demgnant un pnlynﬁme
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E xercices

l.a Dans chacun des cas suivants, vérifier que la 1.c  Dans chacun des cas suivants, déterminer une
fonction F est une primitive de la fonction f primitive de la fonction f sur R.
sur 'intervalle K. 4 g 2x—3
= 5x(5x% — b = —
a) Flx)=8-122 +6x-7, a)ftx) (5 ~7)* b)flx) (2x% —6x + 11)3
f=hige -1 A= 22 ) ) = ssin(ax—2)
b) §(=]R' —_— ) Jxt+x?+1
=—2c08(3x + 2), s g
)‘[;5 = Bsin(3x + 2), = fixl =2 cosx sin®x  f] f(x) = x cos(3x2 — %].
K=R. .
¢) Flx)=/2c+1, id }z fj:ac:rrz: des cas §uivants, dr_e’eterminer la
1 primitive F de a2 fonction f sur lintervalle K,
flx) = Tixei’ gui verifie les conditions indiquées.
\ = ~ a - 2
1 e ay j xi=x i
K = =+ oof, Xz
_ ]‘2 [ K=D;:;=x=f & F[2)=0
d) Fix) = (& -x), b) flx)=3sinr—4cosx,
I = (x/x=1)(2 + 2y %) K=R et Fl5] = ; 1
i 2 ’ o fl=2c-L-—,
K=10; + o, X
K=]0;+c[ et F(1)=1
1.b  Dans chacun des cas suivants, déterminer une d) flx)=— +sinx,
primitive de la fonction f sur P'intervalle K. cos%x
a) flx) = 4x% — 5x2 - 1, K=R K=]—-;£;% et F(0)=1.
bf) =3+, K=]o;0[
c)f(x]-=x+L, K=]0;+ e
2yx
d) f(x) = cosx — 2sinx, K=R.

& Fonction logarithme hépérien

—.2.1. Définition et propriétés

Introduction

On se propose de déterminer les fonctions de 10 ; + o[ vers R, dérivables sur ]0 ; + oo, qui transforment
les produits en sommes, c'est-a-dire les fonctions f qui vérifient la propriété :

pour tous nombres réels x et y strictement positifs, fxy) = f(x) + fly) (2).

Condition nécessaire

On suppose qu'il existe une telle fonction f.

a) En posant x = y = 1, démontrer que : £(1) = 0. ) s

b) On fixe y. Soit la fonction gy : x = flxy) — flx) = f(y).

* Justifier que g, est dérivable sur ]0 ; + o[ et calculer sa dérivée.

¢ Justifier que g, est la fonction nulle. '

* En déduire que pour tout nombre réel x strictement positif, on a : yf’(xy) = fx) (2).
c] L'égalité (2) est vraie pour x = 1 et pour tout y élément de ]0 ; + oo[. On-pose : k= f°(1).

Démontrer que f est la primitive sur ]0 ; + <[ de la fonction x % . qui s'annule en 1.
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Condition suffisante
k étant un nombre réel, la fonction x l—}% est continue sur ]0 ; + o[ ; elle admet donc des primitives sur
cet intervalle. On désigne par f, celle qui s'annule en 1.

Soit y un nombre réel strictement positif. On désigne par h, la fonction x > f, (xy) — f(x) - £, (5).
* Vérifierque : h, (1) = 0.

* Justifier que hy est dérivable sur ]0 ; + =[ et démontrer que sa dérivée est la fonction nulle.

* En déduire que f, vérifie I'égalizé (1)

Les fonctions cherchées sont donc les primitives sur 10 : + [ des fonctions x ~ % (k e R),

qui s'annulent en 1.
De telles fonctions sont appelées fonctions logarithmes.

ARG Defmlhon et proprlete fondamentale

‘Définition

La fonction logarithome népénen,notéehl, est la primitive de la fonction x+— % sur J0 ; + o [, qui sannule en 1.

* Le logarithme népérien de x est noté In x.

*Ona:Vxe]0;+eof, (In)(x) = ks

eln1=0

La touche % d'une calculatrice permet d'obtenir une valeur approchée du logarithme

népérien de tout nombre réel strictement positif,

In3=1,098612 ; In JE 0,346 573 ; In % ~—0,287 682 ; In10°=-11,512 925.

T

ieté fondamentale

Pour tous nombres réels aeth smctement posmfs ona: ]11 (ab] }n a+hn b

Cette pmpnete est une conséquence de I'introduction.

= Autres propriétés

Pour tuus nombres réels a et b strictement positifs et pour tout nombre rationnel r, ona: -

@ ]11—--—lna (2 lnb—lna Inb 3 3) lna"—rlna

Dégnonstration

Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.
(1)Ona:ln —+1na—111(— xa)—lni_o donc : ]n—- =—Ina.

. — 1 — — -_—
[Z]Ona.lnf-ln(ax 3)—1na+lnb—lna In b.

(3) » Démontrons par récurrence que:vVnrne N/ lna*=nlna.

— La propriété est vraie pourn=0;eneffet, ona:lna®=In1=0=0x1na.

. — Supposons la propriété vraie pour un entier naturel k, c'est-a-dire : In ¢* =k In a.
" Ona:lnak= In(@é*xa) =lna*+lna=klna+lna=(k+1)lna

La propriété est vraie pour k + 1. '

Donc:Vne N,Ina*=nlna.
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* Démontrons que:Vpe Z,ln a? =p In a. &

Soit p un entier relatif.

— Si p est positif, la propriété a déja été démontrée.

— Si p est négatif, alors — p est positifetona:Ilna?=1n % =—Ina?=plna.
Donc:Vpe Z,InaP=plna

* Démontrons que: Vre Q,lna"=rln a
Soit r un nombre rationnel. Il existe deux nombres entiers petq (p € Z,ge N*) telsque: r= TI;-

Ona: qlnaq—ln(aq) =lna’=plna;donc: lnaq—-—lna,
Donc:Vre Q,Ilna"=rina.

Remarque

En particulier, pour tout nombre réel a strictement positif, on a : In Ja =-:-;—- In a.

__92.92. Etude de la fonction In

mamm=== Dérivée et conséquences
L'ensemble de définition de la fonction In est 0 ; + o=[.
La fonction In est dérivable sur ]0 : + oo[ et sa dérivée est la fonction x l—);lc- :

Or:Vxel0;+e, % > 0 ; donc, la fonction In est strictement croissante sur ]0 ; + oo[.

On en déduit les propriétés suivantes.

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs, on a :
elna=Inb sietseulementsi a=h : sIna<Inb sietseulementsi a<b.

Remarque

En particulie,ona: Inx=0 & x=1;
Inx<0 & 0O<x<l1;
Inx>0 & x>1.

La fonction In est dérivable en 1 et son nombre dérivé est 1 ; on en déduit les propriétés suivantes.

=1 e e lim M:l
; : x>0 X

tude aux bornes de I'ensemble de définifion

H elim Inx =—oo.

elim Ihx=+
X—=+w x;)o

Démonstration

» La fonction In est croissante. Si elle était majorée sur 0 ; + [, elle admettrait une limite finie I en + .
En posant u = 2x, on obtiendrait: I=lim Inu=1lim In2x= lirn+ n2+Inx)==n2+1
X—>+oo

} u—+oo X —> + e
On aboutit & une contradiction, car In 2 > 0.

On en déduit que la fonction In est croissante et non majorée sur 10 ; + o[ ;
donc: lim Inx=+o (cf. chapitre 9, § 1.3.).

X =+

-Enposantu—l,onobUent llm In x =lim ]11—-11111 (~Inu) ==oo,
=0 u—+ oo u — + o0

La droite (O]) est asymptote a la courbe représentative de la fonction In.
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elim ——= : *lim xInx=0.
X—=+0o X : *® x3 0
2*émonstration
* Soit (€) la courbe représentative de Iz fanction In.

La fonction In est deux fois dérivable sur [0 : + o[ et sa dérivée seconde est la fonction x — — ;12"
Or:Vxe)o;+o,— =< 0;dooc (€ = sst en tout point située au-dessous de sa tangente.

Une équation de la tangente 2 (¥) zu point d'abscisse 1 est : y = x - 1.

Onendéduitque:Vxs D: == Inx<xr-1<ux

Soit x un élément de [1 ; + ={.

Ona:USln\-;ﬁ‘;.Donc:l}g?h— i—,c'est—é—dire: 051—’—‘: 2
Z x Jx x Jx

Or: lim -~“=—=0:donc: Iim 111.1:_0_

; x—>+w‘,‘x xr—=+= X

(6) admet en + - une branche parabolique de direction celle de (OI).

'Enposantuw% on obtient : h_m tlnx—&1_1}+ (—1—%{3):0.

gzE=== Le nombre e

*la fonctmn In est continue et strictement croissante sur 10; +00[;

de plus : hm Inx=—eetlim Inx=+e. Donc, lafonction In est une bijection de ]0 ; + o[ vers R,
>

X = oo

* On note e I'unique nombre réel tel que : In e = 1 ; e est appelé base du logarithme népérien.
Ona:e= 2,718 281 828 456.

* Pour tout nombre rationnel r,ona:Ine"=rlne=r.

Remarque

La notation e a été donnée par EULER qui démontra que ce nombre est irrationnel. Le mathématicien
Charles HERMITE démontra en 1873 que cette constante mathématique, presque aussi célébre que, est

un nombre transcendant, c'est-a-dire qu'il ne peut étre solution d'une équation polynémiale & coeffi-
cients entiers.’

Courbe représentative de la fonction In

On dedult des paragraphes précédents le tableau de variation et la courbe représentative (4) de la fonc-
tion In, ainsi que les tangentes aux points d'abscisses 1 et e.

Tableau de variation ' Courbe représentative
= - : . = : | : s
(In)’(x) +
g
].11 X = D _,.-—f‘"-
3 s
Remarques
* La tangente a (6) au point d'abscisse 1 a pour
coefficient directeur 1.
e La tangente a (6) au point d’abscisse e a pour

équation : y = et donc, elle passe par I'origine
du repére.

2492 Primitives — Fonction logarithme népérien



_.2.3.. Travaux dirigés

1. Résolutions d’équations

Résoudre dans R les équations suivantes.
In(2x-3)+2In(x+ 1) =In (6x-3) (1)
Inx)?-6lnx+5=0 (3)

Solution

Résolution de I'équation (1)
Contraintes sur l'inconnue :

2x-3>0
{x+1>0 =3 xe]%;-{-m[.
6x—3>0

So_it Xx 8lément de ]% P+ oo[.

(1) o Inl(2x-—3)x+1)?] =In (6x—3)
& (2x-3)(xc+1)2=6x—3
< x(2x% +x-10) =
& x(2c+5)x-2)=

L'ensemble des solutions de 1'équation (1) est : {2].

Résolution de I'équation (3)
Contraintes sur l'inconnue : x € 10 ; + oo[.
Soit x élément de ]0 ; + o[ ; posons : X = In x.

(3) =3 X2-6X+5=0
= X-1)(X-5)=
= (Inx-1)Inx-5)=0.

L'ensemble des solutions de 1'équation (3) est :
{e ; e5).

In(r+2)=1+In(x-3) 2)
Inxf+7Inx-6=0 (4).

Résolufion de I'équation (2)
Contrainies sur I'inconnue :

;-iig = xe ]3;+ 0. .
Soit x Elément de |3 ; + .
(2) = Infx+2)=In[e(x—3)]
= x+2=elx-3)

L'ensemble des solutions de I'équation (2) est :

39- }
-1

Résolution de I'équation (4)
Contraintes sur l'inconnue : x € [0 ; + =[.
Soit x élément de ]0 ; + o[ ; posons : X =In x.
(4) & X3+7X-6=0

= X+1)X-3)X+2)=

=3 nx+1)(Inx-3)(Inx+2) =
L'ensemble des solutions de 1'équation (4) est :
{e?2;e; 6%

Pour résoudre une équatlon comportant des loga.rlthmes, on peut utlhser le procede suwant
-e déterminer les contraintes sur I'inconnue ; :

- se ramener  une ou plus1eurs egahtés de Ia forme In a= 111 b

zz=m 2. Résolutions d'inéquations

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

Inx+2)+In(x+4)<In (x+ 8) (1)
A-Inx)3+Inx)>0 (3)
Solution

Résolution de I'inéquation (1)

Contraintes sur l'inconnue :
x+2>0

{x +4>0 &
x+8>0

Soit x élément de |- 2 ; + <.

xe ]-2;+oo,

(1) = 1n [(x + 2)(x + 4)] < In (x + 8)
& (c+2)(x+4)<x+38
= x*+5x <0
= —-5<x<0.

L'ensemble des solutions de l'inéquation (1) est :

- 2;0l[.

In (22 -4e%) <1 +1In (3x) (2)
(nx)*+2Inx-15<0 (4).

Résolution de I'inéquation (2)
Contraintes sur l'inconnue :

(x +2e)(x—2e)>0

& X € ]2e; + ool

3x>0
Soit x élément de ]2e; + od.
(2) = In (x% — 4e?) < In (3ex)
= x% —4e? < 3ex
= (r+e)x—4e)<o0
= - e <x <4e.

L'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est :
12e ; 4el.
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Résolution de I'inéquation (3) Résolution de l'inéquation (4)

Contraintes sur l'inconnue : x € ]0 ; + o=, Contraintes sur l'inconnue : x € 0 ; + <=[.
Soit x élément de ]0 ; + o[ ; posons : X =In x. Soit x élément de ]0 ; + «<[ ; posons : X =In x.
(3) & 1-X)(X+3)=0 (4) = X24+2X-15<0
= —-3<X<1 = X+5)X-3)<0
(=1 —3<Inx<1 = —5<X<3
1= e3<x<e. o —5<Inx<3
L'ensemble des solutions de I'inéquation (3) est : o e <x<e’.
[e7?; el L'ensemble des solutions de l'inéquation (4) est :

[e75; e3].

- Pour résoudre une inéquation comportant des logarithmes, on peut utlhser le procede suivant :
e déterminer les contraintes sur l'inconnue ;
e se ramener 2 une ou plusieurs megahtes de la forme : In a < ln b

e=== 3. Calculs de limites

Calculer les limites suivantes.

a) lim x (In x)? - b) lim xln X1 i
20 X

X—+e=

Solution
a) Soit x élément de ]0 ; + [ ; on a : x(ln x)? = (Jx In x)? = (2/x In/x )2 = 4(Jx an_ o

Posons:u=,x ;ona:lim x(lnx)?2=1lim 4(/xInfx)?=lim 4ulnu)?=0
J:;)U x;}ﬂ u—)-;(]

+1 ]1‘(1*‘1*)

b)Soit.xélémentde]O;+m[;0na:xhlIx - . x
| x

Posons :p= L ;ona:lim (Ilnx+1)=lim In(1+0) _
X X+ X v 0 BT

] = 1;113)11 [(u +1) lllnﬂui]'

qs Inu . 1 x _
OI.]igll =1 ,donc:._lrn_l}z[x_zln(x 1]]—2.
' E xercices:

2.0 1. Exprimer chacun des nombres suivants en 2.d  Résoudre les systémes suivants.
fonction de 1o 2 : - ){ 2lox +Iny=3 b 2 +y2=130 )
Ing ; lnE Iny2 ; In2/2 In%. 4lpx-3Iny=-7 Inx + Iny = In 63
2. Exprimer chacun des nombres suivants en
fonctionde In 3 etln 5 : 2.e Résoudre dans R les inéquations suivantes.

X
n15 ; 45 ; W2 ; W75 a)1+lot<0 b SO
c)x—e)Ilnx-1)>0
) . . d) In(3x + 2) < In(x — 1) e)xInlx| <0

2.':) I;egorcl‘tr;(iags R les Bquatmt;)s}?;;aft]iiz £ 1n(3x + 2) > ln(x - 1) g 9 —lnx? > 0.
¢) In(x? — 4x + 5) =0 d) (x* - 1)lnx =0 . .
e) In(2x + 1) + In(3 — x) = In3 + In(1 — 3%). 2.* Calculer les limites suivantes.

alim (-l blim 12F

2.c  Développer I'expression (x + 1)(2x* — 5x + 2) et ¢)lim Jxlnx - d) hm lnx ;
en déduire la résolution des équations suivantes. A0 21 1-x
a)2ln¥x+1)-3In*(x+1)-3Inlx+1)+2=0 . Inx-1 In(1 + kx) "
b) 2 Inx + In(2x - 3) = In(3x — 2). ; e).lr]grlﬂ e 2 A lim ——— (ke &%),
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_Fonctions comportant In

mJ

. 3.1. Fonction Inou

Smt u une fonchon derlvable et stnctement positive mr mm infervalle K.
La fonction Inou est dérivable sur K et on a : []nou)‘ ——

Cette propriété découle du théoréme de dérivaiion des fonciions composées.
La fonction Inou est également notée In u.

Exemples
¢ Soit la fonction f : x — In(x® — 4).
Considérons la fonction u : x — x® — 4 ; u est dérivable et sirictement positive sur === ;- 2[ U ]2 ; + o

et a pour dérivée la fonction u’ : x — 2x.
2x

x2-4°

1
xlnx’

Dong, f est dérivable sur ]— e ; — 2[ U ]2 ; + o[ et a pour dérivée la fonction f” : x =

* La fonction x > In (In x) est dérivable sur |1 ; + o[ et a pour dérivée la fonction x —

Soit u une fonction dérivable et ne s'annulant pas sur un intervalle K.
La fonction % admet pour primitive sur K la fonction Ino | /.

La fonction Ine | ul est également notée In | ul .

D émonstration

La fonction u est continue et ne s'annule pas sur K ; elle est donc de signe constant sur K.
* Si u est strictement positive sur K, alors la fonction Inou est dérivable sur K et a pour dérivée l

" e Si u est strictement négative sur K, alors la fonction Ine(— u) est dérivable sur K et a pour derlvée =
On en déduit que la fonction In || est une primitive sur K de =

Exemples
* ].a fonction x la pour primitive sur ]—eo ; 0 et ]0 + oo la fonction x — In | x [
e La fonction x — tan x a pour primitive sur ]— A [ la fonction x — — In(cos x).

-3

» L.a fonction x ""m

a pour primitive sur |1 ; 2[ la fonction x — In(— x? + 3x — 2).

_..3.2. Exemples d’études de fonctions
Dans ce paragraphe, (€) désigne la courbe représentative de la fonction f.

=== Etude de la fonction f: x — - 1 + (In 12

Ensemble de définition
Ona:Df=]0;+oo[.

Primitives — Fonction logarithme népérien 245



Dérivée et sens de variation 21
La fonction f est dérivable sur ]0 ; + «[ et sa dérivée est la fonction f* : x — a X
Ona: f'(1)=0; <
Vxe ]0;1[, f'(x) < 0; donc, f est décroissante sur ]0 ; 1[ ;
Vxe ]l;+e, f’x) >0;donc, f est croissante sur ]1 ; + o[.

Etude aux bornes de Pensemble de définition
*Ona: limu f(x) = + o ; donc, la droite (O] est asymptote a (4).
x—

*Ona: lignH flx) =+e; Courbe représentative
x bt _ i T T
lim £t = lim [—i+ 4(IL_I )2] =1
X—=+00 X X—=+= X

e o
Dong, (6) admet en + « une branche parabolique | ||
de direction celle de (OI). 1

Tableau de variation \

Il.-

x |0 1 + oo \

f(x) - 0 + o) \r
-1 <

f[x] +m\ 1/+oc

=z Etude de la fonction f: x — In

Ensemble de définition
Ona:Df':IR\{—i;U}.

Dérivée et sens de variation

ol =25

e

La fonction f est dérivable sur ]—co; —1[ U ]-1; 0[ U ]0 ; + o[ et sa dérivée est la fonction f* : x — o (x::_ o
Ona:Vxe|-o;—-1[u]0; + <l f'(x) > 0 ; donc, f est croissante sur ]— oo ; —1[ et sur J0 ; + o[ ;
Vxel-1;0[f(x) <0;dong, f est décroissante sur |- 1 ; 0l.
" Etude aux bornes de 'ensemble de définition
P X . : X sz
*eOna: llI_I)l_w].Il mT—O et }}‘I}Mlnrxﬂ = (L
Dong, la droite (OI) est asymptote a (46). Courbe représentative
y x |__ . —
eOna: ngu In T3il=— donc la droite (OJ]) }\
est asymptote a (46). [ ' )
eOna: lim In|-—2— = + « ; donc, la droite (A) / \ J
r—-1 xr+1 /
d’équation x = — 1 est asymptote a (6). i \
Tableau de variation T : :
= s L
X |—oo -1 0 + oo \ _ //j i (‘) )
fx) + - +
+ oo 4+ e 0
fo | a sl I P \ /

La courbe suggére et on démontre que Q(—%; O) est un centre de symétrie et un point d’inflexion de (6).
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T EXEI’CICGS; s

3.0 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- 3.d  Soit la fonction Fopin LT
semble de dérivabilité de la fonction f, puis o (e + 1)
déterminer sa dérivée. 1. Déterminer deux nombres réels a eg b tels
a) fx) =22 —3 + In{- 2r — 1) qgue:Vxe R\ {-1; 0}f(x}——+m
b) flx) = In(x®* - 7x + 6) 2. En déduire les primitives de f sur |- 1 ; 0O[.
c) flx) = Infx - 1) + In(x - 6) _ -
d) flx) = Ini{x — 1)(x— 6)]. 3.e Lerepére (0,1, ]) est orthonormé. Déduire de la

courbe représentative de ln celles des. fonc-

. . tions suivantes.
3.b Dans chacun des cas suivants, déterminer la

dérivée de la fonction f sur l'intervalle K. . 3 & : ; 1“'1;- 3))‘:_ = inf:lﬁt
= X — .
a) flx) = In(sin x) et K=10:7] * - 87
b) fiel = lnlsin. o). et K=10; vul 3.f  Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
c)flx) = tan(lnx) et K=]1:el courbes représentatives.
d)fix)=In/x*-3x et K=]-,3;0[ a) x> x—Inx b)x._)%“_
I d 2 In(x + 1) = Inx.
3.c  Dans chacun des cas suivants, déterminer les alpriin Jzss2lnx+1)
primitives de la fonction f sur l'intervalle K. 3 _ ) i
ol it 3 S et K=12; 4l .g  Soit la fonction f définie par :
x; ﬂ.r]:ﬁ,sixaﬁ[]
&) fl) = 26 -1 +% at K=o ael :I.]E(]tudier la continuité et la dérivabilité de f
_ 2x+1 N 2. Etudier la fonction f et tracer sa courbe
d) flx} = 32+ 3x+ 1 ok K=k représentative.

. Logarithime décimal i

Les fonctions loganthmes sont les primitives sur ]0 ; + oo[ des fonctions x v-é £ (k € R), qui s'annulent
en 1 (cf. § 2.1.). Ces fonctions sont de la forme : x — k Inx.

Celle qui prend la valeur 1 en 10 est appelé fonction logarithme décimal. Elle est utilisée dans de nom-
breux domaines des sciences expérimentales.

. —1. fe— L
Ona.klnlo_i,donc.k_lnm.

ln x

La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction : x+—> To— Tan T

* L'ensemble de définition de la fonction log est ]0 ; + o[ ; le logarithme décimal de x est noté log x.
& . . o : - L

Ona:Vxe |0;+ e, (log)(x) T
*Jlog1=0etlog10=1.

La touche @EED d'une calculatrice permet d'obtenir une valeur approchée du logarithme

décimal de tout nombre réel strictement posmf
log 3~0,477 121 ; In/2=0,150514 ; ln = ~—0,124 938

5 In 0,003 =—2,522 878.
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Les propriétés de la fonction log se déduisent de celles de la fonction In.

. ZTer

Proprié =

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pour tout nombre rationnel , on a

(1) log (ab) = log a + log b ; @logl =-loga;
.[3]'Iog %:loga—logb : g (4) loge” =rlog el

En particulier, on a : -
e pour tout nombre réel a strictement positif, log va =
e pour tout nombre rationnel r, log10™ =r.

Io

a4

1 -
z B

En arithmétique

1°) Démontrer que pour tout entier naturel p s'écrivant avec n chiffres, on.a :
n =1 + E(log p), ou E désigne la fonction partie entiére. -

2°) Le plus grand nombre entier premier connu en 1998 était : p = 23921377 _ 1,

Avec combien de chiffres s'écrit ce nombre ?

Solution

1°) Soit p un entier naturel.

p s'écrit avec n chiffres signifie que : 10** < p < 10™

La fonction log est strictement croissante, donc: n—1<logp < n.
On en déduit que : n — 1 = E(log p), c'est-a-dire : n = 1 + E(log p).

2°) Tout d'abord, on peut vérifier quune calculatrice scientifique, méme performante, ne permet pas de
conclure. Utilisons la fonction log.

Ona: log(p+1)=30213771log2 et log2=0,301 029 995.

Donc : log (p + 1) = 909 525,105 2.

On en déduit que p + 1 s'écrit avec 909 526 chifires.

Or, p + 1 n'est pas de la forme10”, sinon on aurait p = 10" — 1 et p serait multiple de 9.

Donc, p + 1 et p s'écrivent avec le méme nombre de chiffres, c'est-a-dire avec 909 526 chiffres.

En chimie

On évalue I'acidité ou la basicité d’une solution aqueuse en calculant son pH (potentiel hydrogéne)
aprés avoir déterminé sa concentration en ions H,O* (en moles par litre).

Toute solution aqueuse contient des ions H,0* et des ions OH". On désigne respectivement par [H,0°]
et [OH-] le nombre de moles par litre de H,0* et de OH". On vérifie expérimentalement qu'a 25°C le pro-
duit [H,0%] x [OH] est constant et égal 4 10-%. De plus, on ne considére que des solutions acides ou
basiques, de concentration maximale égale 4 1 mole par litre.

Le pH d'une solution est définie par : pH = - log [H,0"].

1°) @) Sachant que dans I'eau pure on a [H,0*] = [OH], calculer le pH de l'ean pure a 25°C.

b) Une solution est dite acide si elle contient plus de moles d'ions H,O* que de moles d'ions OH,
basique dans le cas contraire. Déterminer les inégalités vérifiant le pH d'une solution acide et le pH
d'une solution basique.

2°) Le pH d'une solution d'acide fort est 2.

a) Quelle est sa concentration en ions H,0* ?

b) Que devient cette concentration si le pH, aprés dilution, augmente de 1 ?

¢) Quel volume d'eau pure faut-il ajouter a 10 cm® d'une solution acide pour que son pH passe de 3 a 5 ?

3°) Quel volume d'eau pure faut-il ajouter & 10 cm?® d'une solution de base forte pour que son pH passe
de1249? :
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Solution

La courbe ci-contre représente les variations de [OH™] en
fonction de [H,0]. 1}
1°) @) On a : [H,0*] x [OH] = 10 et [H,0*] = [OH] ; |
donc : [H,0%] = 1077,

On en déduit que : pH = —log [H,0°] = 7. Solution
b) » On suppose que la solution est acide. asLe
On a : [H,0%] > [OH] ;

donc : ([H,0*])? > [H;07] x [OH] ; |
c'est-a-dire : ([H,07])? > 107%* ; 10773
d'odr : [H,0%] > 1077,

De plus, [H,0*] <1 ;d'ot: 107 < [H,07] < 1. : }

On en déduit que : — 7 < log([H,0*]) <0;donc:0<pH<7. 101 107 Solutionacide 1
Le pH d’une solution acide est tel que : 0 < pH < 7. )

Hy0°]

e En supposant la solution basique, on démontre de maniére analogue que : 107 < [OH™] < 1;
donc: 10™¢ < [H,0%] <1077 et 7 < pH < 14.

Le pH d’une solution basique est tel que : 7 < pH < 14.
Une solution dont le pH est égal a 7 est appelée solution neutre.

2°)a)Ona:pH=2 & log[H,0'] =-2; donc: [H;0%] = 102 moles/litre.

b) Si le pH augmente de 1, on a : pH = 3 ; donc : [H;0*] = 1072 moles/litre.

La concentration est donc divisée par 10.

c) Les concentrations respectives en ions H,O* de la solution initiale, de l'eau ajoutée et de la solution

“finale sont 1073, 1077 et 107,

Désignons par v le volume initial et par x le volume d'eau ajouté (exprimés dans la méme unité).

On obtient : v.103 +x107 =(v +x) .10° & 0.10% + x = (v + x).10%

104 - 10°
102 -1

Si v =10, alors x = 1 000, Il faut donc rajouter 1 000 cm?, c'est-a-dire 1 litre d'eau pure.

On en déduit que : x = v =10%0.

3°) Un raisonnement analogue, avec les mémes notations, nous permet d'écrire :
01012 + 107 = (D +2).10° & - v +x.105 = (v + x).10%,

100-1 999
105 - 10° 99
Si v = 10, alors x = 0,1. Il faut donc rajouter 0,1 cm?, c'est-a-dire 0,1 millilitre d'eau pure.

.107%.v ; donc : x = 102.0.

On en déduit que : x =

[}
z E xXercices = e
4.0 Résoudre dans R les équations suivantes. 4.c  On donne:log 3,51 = 0,545 31.
a) log(3x2 —4x + 1) = 1 1. Calculer les logarithmes de chacun des
. ) nombres suivants :
b) 6 — 5logZx = 13 log x 351 ; 35100 ; 0,0351 ; (35,1)% ; /0,351
(x—1)(logx+1) 2. Déterminer les nombres qui ont pour loga-
) Tog x =0. rithmes décimaux respectifs :
1,545 31 ; 0,45469 ; 3,54531 ; 0,060 59.
4.b  Résoudre les systémes suivants. L , o
loglxy) = 2 4.d  Déterminer un entier naturel n tel que 2" g'écrive
a){ x+y=29 avec le méme nombre de chiffres que 199999,

b{ 2logx -3 logy=9
J1 —6logr + 5logy = - 19
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Le-plan est muni du repére (O, L J).

Primitives

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction fsur un intervalle K que l'on
précisera.
alflx) =3 —-x+7

fix)=x+ £

%

B) flx) =5x—2 + %
d] flx) = cosx — 5 sinx

el flx) = ,T.t f) fix) = sin % — 5 cos4dx.

2 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction f sur un intervalle K que I'on
précisera.

a) flx) = (2x® + 1)2 b) fix) =[x + 1)3(x - 1)
2+x—1 2—Jx
cJfix)=—""—= d) flx) =
= Jx

X

2 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction fsur R.

aj flx) = 3(2 - 3x)° b) flx) =
c) flx) = x*(x* — 5)? d) fix) =

. & Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction f'sur Pintervalle K.

(2 +x+1)2x+1)
4x(x? - 1)3

a)ﬂx}=m23—"2;1_715 et K=}-1:1
b) fix) = (1—+—]—4 et K=]-1;+ec
c}ﬂx]=m | et K=]0;+oco[
D) =35 EE5 et K=lowsol

5 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction fsur un intervalle K que l'on
précisera.

2x x—-1
) flx) = e, P o SR
i L
&) fix) =x J1- d)fia) = —2X*3

——
Y2+ 3x+1)3

6 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
primitive F de la fonction fsur I'intervalle K, qui véri-
fie la condition indiquée.

a} flx) = sinx cosx, K=R et F(%) =1

b} flx) = cosx sin’x, K=R et F(0) =

¢} flx) = 2x sinx?, K=R et F(0)=2
_cosx_ —1n - Ty _

d)fix) = S5, K=10;:n et F(z)_S.
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7 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction f'sur l'intervalle K.

a} fix) = sinx cosx(cos?x + 1)¢ et K=R;

b} fix) = (1 + tan?x) tan®x et K= ]> % . E[

c) fix) = 25111_1‘ et K=10;+ ]

d) flx) = SI0X ¢ K=&, I
4 Jcosx ] 2 _[

& Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction f'sur R.

a) flx) = cos*x b} flx) = sin®x
¢] flx) = sin’x d) flx) = cos®k sin%x
e) flx) = cos®x sin%x F1flx) = cos?x — sin?x.

X3 —x2—-8x+ 8
(x —2)?
1. Déterminer trois nombres réels a, b et ¢ tels que :
oy C
Vxe R\ {2}, flx) = oo
2. En déduire les primitives de fsur ]2 ; + o[.

9 Soit la fonction fix—

ax +b +

19 Soit la fonction f: x> — =,
. 1 - sinx
Enremarquant que Vx e ]— -g* ;%[,
_ 1 + sinx
1—sinx (1 —sinx)(1 + sinx)

déterminer les primitives de fsur ]— % ; 121;—[

[Fonction logarithme népérien

17 Soit n un entier naturel stricterent supérieur
a 1 et Ic le nombre de ses diviseurs premiers. '
Démontrer que : In n = Ik In2.

12 simplifier les sommes suivantes.

a)ln ({3 +1) + In (/3 —1)
b)In (2 +{3) +1n (2 - 3)

(522 1 1n (1)
d)Inz +In(2 +J2) +InZ +V2 +{2) +In(2 =2 + { 2).

13 1. Calculer : ln— InJe ;lnefe ; lﬂ‘E
2. Simplifier : lnGS—lne ,51111-1-41119]—

14 Démontrer que pour tout x élément de
0 + e[, ona:n1 +x) = lnx + In(1 +2),

15 Dans chacun des cas suivants, comparer les
nombres réels x et y, sans utiliser de calculatrice.

alx=In5 - et y=In2+In3
blx=3In2 et y=2In3
cJx=4In3 et y=4Iln2+Ins
d)x:ln\fg et y=l.

3



16 Déterminer et construire les ensembles (E,),
(E,), (E,), (E,) des points du plan dont les coordonnées
(x ; y) vérifient respectivement :
(E,) In(xy) = Inx + Iny
- (E,) In(x +y) =Inx + Iny
_ (E;) In ‘5—'%33 =%—(lnx + Iny)
(E,) In|x| +]n|y| =0.

17 Le repere (O, I, ]) est orthonormé.
Utiliser la courbe représentative de la fonction loga-
rithme népérien pour représenter graphiquement cha-
cune des fonctions suivantes.
alx— ln%
e)x+— In(x + 2)

b)xr—>|lnx|
d)x+—In(x—1) + 2.

18 Dans chacun des cas suivants, déterminer
I'ensemble de définition de la fonction f.
a) fix) = lnx? b)fix)=lnx +In(x + 1)

¢) fix) = Infx(x + 1)] djﬂx]mm;_i.

19 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction faux bornes de son ensemble de
définition.

a) fix) = In(x + 1)
¢} flx) = In(x? —x - 2)

b) fla) = 1n(2 —x)
d)fix)=ln3EL 1

20 Dans chacun des cas suivants, c:alculer la limite
de la fonc'uon f en + oo,

Ry e - =
Of)=In(Ex) ~In(r+1)  d)fly) = BE+1)

- Inx = £(1_+£l
el fix) 5 1 fix) PR
g)ﬂx):-lmT”Z) W fix) = x1n(1+2).

21 Dans chacun des cas suivants, calculer la limite

de la fonction f en 0 (éventuellement a gauche et &,

:;;;3]; lnr-—2 b) fle) = Inx + InZe
oo Inx+1

&) flx) = ln(l: x) d) i) = In(1 x-: x2)

o) flr) = 2+ 1) A fie) = x1n(1+1)

gl flx) = 111(1___2:-:_3x] h) flx) = 2% In3x.

%% Résoudre dans R les équations suivantes.
a)(x—2) Inlx-2) =
b)lnfx?-x-1) =
c)In(x + 3) + In(x + 5) = In15
d) In(x + 2) + In(x — 2) = 1n45
e} In(x + 4) + In(x — 2) = In(5x — 4)
A In(2x + 8) —In(3x + 2) = In(x + 1)
g)1n|.r+1| +In|x+5|=1n15
h)lanx—Sl —In|3x +2|=1n[x+1|.

23 Résoudre dans R les équations suivantes.
a)lnlx +3) +In(x + 2) = ln(x_ +11)

b) In(x? + 5x + 6] In(x +11)
-x-11
cllnl-x-2) =In" "=
djlnfx + 2) = In(~x — 11) — In(x + 3).
24 Résoudre dans R les équations suivantes.
g)3lz*r—-5he+2=0
bllex=[1-2n2) Inx—2In2 =0

o/ 2in’r=1)-9ln’(x +1) - 2In(x +1) +9=0
dllir=2=c+lnx +2 =0.

QS Résoudre dans R les inéquations suivantes.

,ﬁ'?atz—s:} >g .
j Inf2

26 Résoudre dans R les inéquations suivantes.

al(i—mliz +Inxj >0 bj‘ln:.r—?.ln_t—sztl

, lnr—2 = Iox 1-—Inx
>

Y orza =4 djl Inx > 1+Inx”

27 Résoudre les systémes suivants.

a){.t+y=25 b){.t—y=2—e

Inx + Iny = 2In12 In(x+y)=1
x%—y? =700 d Inx +3lny =1

"){ — { 20
Int —Iny = zln? 3lnx - 2lny = 3

[=onctions comportant In

%8 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer
sa dérivée.

a) fix) = xin | x| b} fix) = InZx

c) flx) = | Inx d)flx) = Jx Inx
e) ) = 12 Af) =
g0 = g1z WA = 17X,

29 Dans chacun des cas suivants, préciser T'en-
semble de dérivabilité de la fonction £, puis déterminer
sa dérivée.

a) fix) = In(- x) b} flx) = In(2x + 1)

c) fix) = d) flx) = In(2x — 3x + 4)
e) fix) = InZ Afix)=nEE2

g) flx) = lnL =~ i | h) fix) = cos(Inx).

3@ Soit f1a fonction définie par :
fle)=(x—-1)% six<1
{j{x] =lny, - six>1
a) Démontrer que fest continue sur R.
b) Etudier la dérivabilité de fen 1.
Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

21 Soit g la fonction définie par :
glx) =32 +2x + 1, six<0
{g[x]=x+1+ln[x+1], six>0"
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a) Démontrer que g est continue sur R.
b) Etudier la dérivabilité de g en 0.
Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

22 Dans chacun des cas suivants. déterminer les
primitives de la fonction fsur I'intersalle K.

= X — ;
a}j{x]_1+x2 et K=R
b) flx) = 3{4 et K=1-2;+2[

] = 1 3 F— 1 -'r:‘{._.:n:"—-
-G]ﬂ.t] 2+ = +[x+2}3 et K=1] —2[
dfi)=x+1-—L_+ =

x+1 x+1

ef K=]-o0:=-1].

33 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction fsur I'intervalle K.

a}j[x)=l-55n—’f - g B=licrel
bj fix) = et =10; +oof
c) flx) = SO2X et K=]o; 3
op- ST w o
e)}‘{.t]=%m;'f_lz't et K=]0;£[.

34 Dans chacun des cas suivants, déterminer
deux nombres réels a et b tels que :

Yxe R\ {2}, filx) = —
En déduire une primitive de fsur ]2 ; + eo[.

_1-2x
alflx) = 2 b}f[x]-.x_z
—3x
-x d) fix) = x—2"'
i : . 22 —x—2
35 Soit la fonction f: x > Ea 1
1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que :
Vre R\{-1;-2) ) =a+ 22— b g B

T+l x+1
2. En déduire les primitives de fsur ]—? + oo[.

. . . x?—dx+2
36 Soit 1a fonction f: x — =3

1. Déterminer trois nombrei réels a, b et ¢ tels que :

_ C
Vx‘E R\N(3L,fAx)=a+ T —3)
2, En déduire la primitive F de fsur ]- = ; 3], telle que :
F(2) = 5.

x2—2x—2
x$-1
1. Déterminer trois nombres réels a, b et ¢ tels que :
bx + ¢
Vxe R\ {1}, filx) = e
2. En déduire la primitive F de fsur |- e ; 1[, telle que :
F(-1) =—In2.

37 Soit la fonction f: x —

38 Soit fet g les fonctions définies par :
Fi)= COSX sinx

—— et glx)=———.
cosx + sinx cosx + sinx

Déterminer successivement les primitives sur [0 : E] :

de chacune des fonctions f+g, f—g, fetg.

39 Verifier que la fonction x > xlnx est dérivable
sur J0 ; + o[, puis déterminer sa dérivée.
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En déduire une primitive de la fonction logarithme
népérien sur J0 ; + o[

4@ Dans chacun des cas suivants, étudier la fonc-
tion fet tracer sa courbe représentative.

a)f(x]:-1~-1+21nx b) flx) = gjﬁi
¢) flx) = d) flx) = Inx2.

xlnx

£1 Soit f la fonction définie par :
fix) =x1n|x ,8lx=0
{}‘(0) =0
1. Justifier que fest continue en 0.
2. Démontrer que fest impaire.
3. Etudier fet tracer sa courbe représentative.

A2 Soit f1a fonction définie par :
Jix) = In{x + 1) — In{3 — x}.
1, Etudier fet tracer sa courbe représentative (6).
2. a) Démontrer que () coupe l'axe (OI) en un seul
point Q dont on déterminera les coordonnées.
b) Démontrer que Q est un centre de symétrie de (%).
c) Donner une équation de la tangente (T) & (%€) en Q.
3. Démontrer que l'équation f{x} = 1 admet une solution
unique dont on précisera un encadrement a 107! prés.
4. Résoudre graphiquement l'inéquation : x — 1 < flx).

&3 Soit fla fonction définie par : flx) =x + /22 + 1.
1. @) Déterminer l'ensemble de définition D de f et
démontrer que : Vx e D, flx) >x + |xl.
b) En déduire le signe de flx) sur D.
2. Etudier f et tracer sa courbe représentative.
3. Soit g la fonction définie par :

=lnlc+ Jx2+1). _
a) Résoudre 'équation : glx) = —1n(3 — 242).
b} Démontrer que g est une fonction impaire.
c) Etudier g et tracer sa courbe représentative.
d) Démontrer que g est une bijection de R vers R et que :

VnelZ, g(e_—e%)—n.

&5 On se propose de démontrer que la fonction In
n'est pas la restriction a JO ; + [ d'une fonction ration-
nelle.

1. Démontrer qu'il n'existe pas de fonction rationnelle f
telle que : 11rn f[x) =—oo et hm Af[.'c}

(On pourra écrire flx) sous la forme P (‘;} ou P et Q sont

deux fonctions polyndmes et supposer que P(0} # 0 et
Q(o)=0.)

2. En déduire que la fonction In n'est pas la restriction
810 ; + o[ d'une fonction rationnelle.

&5 Soit a et b deux nombres réels (0 < a < b) et la
In(ax + 1)

In(bx +1) °

1. Sur quelle partie de R fest-elle définie ? dérivable ?
Déterminer sa dérivée f~,

2. Soit g 1a fonction définie par :

glx) = albx + 1) In(bx + 1) — blax + 1) In(ax + 1).

fonction f: x —



Déterminer g’. En déduire que f est strictement croissante
sur chacun des intervalles ]— —11)— 3 0[ et ]0; + oof.

3. Démontrer que : In [% +1) In[% +1) < (In2)%

£6 Fonction logarithme de base a.
Le repere (O, I, ]) est orthonormé.
a est un nombre réel strictement positif et différent de 1.
Soit f, la fonction de ]0 ; + <[ vers R définie par
fx) = 1]%1% et (6,) sa courbe représentative.
1. a) Calculer f (1), f,(a), f (a") ol n est un entier r=l=-
tif.
b) Démontrer que pour tous nombres réels simiciemens
positifs x, y et tout entier relatif n.on a:

* flxy) = f(x) + f,(v) °f {—} =fl-

¢ f.(x") = nf (x) * f L r) —r ir;
¢) Démontrer que pour tous nombres reels strictement
positifs a, betx,ona:

*f.(b) _Tb{——] * folx) = £ (b)fy(x).

f, est appelée fonction logarithme de base a.

2. a) Etudier la fonction f, et dresser son tableau de
variation pour0<a<1 et a>1.

b) Démontrer que f, est une bijection. -

c)Démontrer que f1 =— f, et en déduire la position rela-
tive de (€,) et (@)
a

3. Tracer les courbes (6,) et (‘@é).

47 Pour tout entier relatif k, on définit la fonction

. 4o [ f0)=0
fede[0;+ [verstar.{ Fle) =il -Hgh a0
On désigne par (€,) la courbe représentative de f,.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en 0.
2.Pour tout nombre réel a strictement positif, on
désigne par A, le point de (%€,) d'abscisse a et par (T,)
la tangente a (6,) en A;.
a) Déterminer une équation de (T,).
b) Déterminer le point d'intersection de (T,) et (O]).
¢) En déduire que, lorsque k varie dans Z, les tangentes
(T,) sont concourantes en un point de l'axe (O]).
3. a) Pour k fixé, étudier les variations de f.
b) En déduire les tableaux de variation de f,;, f, et f,.
4. Construire sur le méme graphique (€,), (€,) et (6,).
Faire apparaitre sur le graphique :
* les tangentes a (€), (6,) et (4,) aux points d'abscisse
1 et leur point d'intersection.
» Jes tangentes a (%,) et (4,) aux points d'abscisse e et
leur point d'intersection.
» la tangente 4 (%¢,) au point d'abscisse e? et son point
d’intersection avec (OJ).

88 Le repere (O, I, J) est orthonormé.
Soit f la fonction définie par :
fo)= 2(x+1+ 3lnlx:%l).
On dés:gne par (6) la courbe représentative de f.
1. Etudier les variations de la fonction f.
2. a) Démontrer que (€) admet un point d'inflexion Q et
que Q est un centre de symétrie de (€).
b) Déterminer I'asymptote oblique (D) de () et vérifier
que Q appartient & (D).
¢) Tracer (€).

) 49 Soit la fonction f: x — In|Inx|.
1. Etudier f et fracer sa courbe représentative (€).
2. a) Démontrer que, pour tout nombre réel m, I'équa-
tion In|Inx|= m admet deux solutions x, etx,.
b) Calculer le produit x,x,.

50 Le repere (O, 1, J) est orthonorms.
Seit fla fonction définie par :

fidd=x—1+ % six<1
fict=1—-(nx)?, six>1

1. o) Démontrer que fest continue et dérivable en 1.
Bj C=_-L..a__4 les limites de faux bornes de son ensgmble

ition et préciser les branches infinies de la
reseniztive (€) de f.

= les variations de f

_.:i:__:-":-': gue Ie point d'abscisse e est un point d'in-
fiexion c_ 1

d) ) ;,_CE:

2.Soith ia r&,—:ncu:: de fal'intervalle 11 ; + =<|.

a] Démontrer que h réalise une bijection de [1 ; + o
vers un intervalle que 'on précisera.

b) En déduire que h admet une fonction réciproque h™
dont on précisera le sens de variation.

Tracer la courbe représentative de k1.

57 Le repére (0, 1, J) est orthonormé.
Pour tout nombre réel m, on définit la fonction f, par :

fm[x) In n1.r+1|

X+m

~- On désigne par (6,,) la courbe représentative de f,,.

1. Etudier f,_ et tracer (6,,) dans les cas suivants :
m=0,m=—1etm=1.

Dans la suite, on suppose que :me R\ {-1;0;1}.

2. a) Déterminer les ensembles de définition, de conti-
nuité et de dérivabilité de f .

On désigne par D, I'ensemble de définition de )

b} Démontrer que les courbes (€,) passent par deux
points fixes.

3. a) Démontrer que D, =D L et que pour tout élément

= — frax)-

En déduire la posmon relative de (6_) et (€1 ]
b) Démontrer que :

*xeD_) & (xeD,);
*VxeD_, . f (x)=f(-x).

En déduire la position relative de (6,) et (6_,,)-

c¢) Déduire des questions précédentes qu'il suffit d'étu-
dier f et de tracer (¢,)) pour m > 1 pour obtenir toutes
les courbes (€.

4. On suppose dans cette question que : m > 1.

a) Etudier f,, et dresser son tableau de variation.
b) En déduire le tracé de (%6,),(€ 1 ) et (6_,).

Soit Q le point d'intersection de (%,) et de son asymp-
tote parallele a (OI).
Démontrer que Q est un centre de symétrie de (6,).

c) Soit g la restriction de f, 2 ]— 2;- %[

xdeD,, ona-f1 (x)

Démontrer que g réalise une bijection de ]— 2;— %[ vers

R et construire sur un autre graphique les courbes
représentatives de g et de gL

52 Le repere (O, 1, J) est orthonorms.
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1. Soit f'la fonction définie par :

=X _
ﬂx)ﬂx_1+1n|x il

a) Etudier fet dresser son tableau de variation.

b) Calculer fl0) ; en déduire le signe de f.

2. Soit g la fonction définie par : glx} = xIn |x—-1].

a) Etudier g et tracer sa courbe représentative ().

b) Soit A le point d'intersection de (€] et (OI), d'abscis-
se non nulle.

Démontrer que A est un point d'inflexion de () et écri-
re une équation de la tangenie (T) & (€¢) en A.

3. On désigne par h la resiriction de g a l'intervalle
11 ; + <o[. Démontrer que h est une bijection de ]1 ; + |
sur R et construire sur un autre graphique les courbes
représentatives de k et de A%,

53 Soit 0. un élément de [— % ; %] et f, la fonc-
tion définie par : f_(x) =In(4x* — 4x sina. + 1) .
On désigne par (6,) la courbe représentative de f,.
1. a) Déterminer, suivant les valeurs de ¢, 'ensemble de
définition de f,,.
b) Démontrer que la droite d'équation x = % sina est un
axe de symétrie de (6,,)-
c) Démontrer que (4,) et (€_ ) sont symétriques par
rapport a (O]).
2. a) Etudier f, pour a =% et tracer sur le méme gra-
phique les courbes (€ %] et (€_ _§J

b) Démontrer que pour o = — -:f- I'équation f (x) = x
admet une solution unique dans l'intervalle ]0 ; + oo[ et
donner une valeur approchée & 1072 prés de cette solution.

54 1e repere (O, I, J) est orthonormé.
Soit m un nombre réel strictement positif et f la fonc-
tion définie par : £, (x) = In(mx) +%.
On désigne par (6,) la courbe représentative de f..
1. a) Déterminer l'ensemble de définition de f,, et étu-
dier les branches infinies de (€,).
b) Déterminer la dérivée de f,, et démontrer que l'en-
semble des extremums de (€,,), lorsque m décrit ]0 ; +o [,
est la courbe (I') d'équation : y = 2In(x [1nx | ).
¢) Etudier la fonction x Zln[xllnx[) et tracer ().
Dans la suite du probléme, on suppose que : m = 1.
2. ) Etudier la fonction f; et tracer la courbe (€,).
b) On désigne par g la restriction de f, al'intervalle [e ; + oo
Démontrer que g admet une fonction réciproque g
dont on précisera I'ensemble de définition.
Tracer la courbe représentative de g~
3. a) Démontrer que (€,) admet un point d'inflexion
dont I'abscisse o. est solution de 1'équation :
(Inx)? =Inx -2 =0.
b) Déterminer une valeur approchée de o & 1072 pres.

55 Le repére (0, 1, J) est orthonormé.
Soit m un nombre réel non nul et £ 1a fonction définie
par: f (x) = mx + 1 + In(mx).
On désigne par (6,) la courbe représentative de f,,.
1. a) Déterminer, suivant les valeurs de m, l'ensemble
de définition de f, .
b) Démontrer que pour tout nombre réel m, les courbes
(€,,) et (6_,,) sont symétriques par rapport a (OJ).
¢) Etgdier les branches infinies de (6,) pour m > 0.
2. ) Etudier la fonction f, puis tracer les courbes (6,) et (6 _,).
b) Démontrer que 1'équation f,(x) = 0 admet une unique
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solution dont on déterminera une valeur approchée a
1072 prés.

c¢) Démontrer que f, et f, réalisent des bijections de
leurs ensembles de définition vers R et préciser la posi-
tion relative des courbes représentatives de leurs fonc-
tions réciproques.

56 1. Soit la fonction g: x— B —x+1-2Inx.
Etudier les variations de g et en déduire le signe de g(x).

x4+ Inx

2. Soif la fonction fr x+—>x+ 1 + et () sa courbe

représentative. x?
Démontrer que la droite (A) d'équation y = x + 1 est
asymptote 3 (€).

Etudier la fonction f et tracer (6).

3. Démontrer que I'équation fx) = 0 admet une solution
unique dont on déterminera une valeur approchée a
1072 prés.

4, Soit la fonction h : x = x + Inx.

Etudier la fonction h et en déduire que (A) coupe (€) en
un point unique dont on déterminera l'abscisse o & 1072
prés.

57 L'impression sonore est proportionnelle au
logarithme de l'intensité sonore. On définit le niveau

sonore par N = 10 log IL’ ol I est I'intensité sonore et I,

une intensité sonore de référence.
1. Sachant que l'intensité sonore est proportionnelle au
carré de la valeur efficace de la pression acoustique P,

démontrer que N = 20 log % , P, étant la pression acous-
tique correspondant a I,. " °

2, Lorque P est exprimée en pascals (Pa), N est exprimé
en décibels (dB).

Sachant que P, = 20 x 10°® Pa (son & 1 000 Hz), calcu-
ler les niveaux sonores respectifs correspondant aux
pressions acoustiques P, = 12 x 1073 Pa (niveau moyen
de la voix) et P, = 30 x 1072 Pa (bruit insupportable).

3. Quelle est la pression acoustique correspondant a un
niveau sonore de 80 dB ? de 70 dB ?

58 sismologie.
Pour évaluer la puissance d‘un séisme, on a défini une
quantité, appelée magnitude, liée a I'énergie dévelop-

. pée au foyer du séisme. L'échelle de magnitude, ou

échelle de RICHTER, permet de comparer les énergies
développées par différents séismes :

* un séisme de magnitude 3 correspond a une secous-
se ressentie sur une surface peu étendue ;

® un séisme de magnitude 4,5 peut causer des dégdts
légers et de magnitude 6 des dégdts importants ;

* les plus grands séismes enregisirés ont une magnifu-
de comprise entre 7 et 8,5 ;

® on estime que le séisme de plus forte magnitude, voi-
sine de 9, a été celui de Lisbonne, en 1755.

L'énergie libérée au foyer d'un séisme étant notée E, la
magnitude correspondante M est donnée par la formu-
le:logE=11,4 +1,5M.

1. Comparer les puissances de deux séismes de magni-
tudes respectives 3 et 7.

2. Calculer la magnitude du séisme de Skopje, en 1963,
sachant que l'énergie libérée a été 1 000 fois supérieure
a celle libérée par un séisme de magnitude 4.

3. Comparer les puissances des séismes de Skopje
(M = 6) et de Los Angelss (M = 7,5), en 1971, a celui de
Lisbonne (M = 9) en 1755.



Fonctions
exponentielles —
Fonctions puissances

Introduction

Les ponts de liane font partie du paysage africain. La courbe
dessinée par ces ouvrages, de méme que celle engendrée par le
cable téléphonique suspendu enire deux pofeaux, est appelée

« chainette » : c'est la courbe suivant laquelle se tend un fil homo-
géne pesant, flexible et inextensible, suspendu par ses extrémités
& deux points fixes.

GALILEE s'intéressa & cefte courbe, qu'il pensait étre une para-
bole. Ce n'est qu'en 1691 que BERNOUILLI, HUYGHENS et
LEIBNITZ en déterminérent une équation.

[T T T RE P ~3 ‘m 0

Fonction exponentielle ........... A S 256

2. Fonctions EOMPOortant X wwmissaisismpiiissii 260

i

Fonctions puissances ............ RTPPTO creeriirre e, 265

Fonctions exponentielles — Fonctions puissances 255



Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques & variable réelle et le plan est
muni du repére (O, I, ).

Fonction exponenticelie

ez Définition
La fonctlon logartithme népérien est une bijection de ]0 ; + o[ vers R. Elle admet donc une fonction réci-
proque, bijection de R vers 10 : = =<[.

La fonction exponentielle, notée exp, est la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien.

e L'exponentielle d'un nombre réel x est notée expx;ona: VxR, expx>0.

*Ona: Vx€ER, In(expx)=x;
Vxel0:+exp(lnx)=
eOna: xXER YEI0; +oof
{yzexpx e {x:lny.

sexp0=1;expl=e; exp(-1)=—

En appuyant successivement sur les touches m m d'une calculatrice, on obtient une

/" valeur approchée de l'exponentielle d'un nombre réel.
, exp1=2,71828 ; exp (-1) = 0,367 87 ; exp J3 = 5,652 23 ; exp 200 = 7,225 97 x 10°.

mamemzs  Notation e

Soit r un nombre rationnel. Ona: Infexpr)=r= 111 e’

On en déduitque: Vre Q,expr =e" :

On convient d'étendre cette écriture 4 tout nombre réel x ; on a alors: Vx € R, In(exp x) =

On en déduit que :

s VYxeER, e©>0. e YxER, Inef=x;
Yx€E]0;+eoof, el* =y,
s fxeER Y E10;+ o9 . 'e°=1;e1=e;e—1=%.
y=¢e* @{ =Iny. :
=8 = Propriétés

Pour tous nombres réels a et b, on a : e® *? = e%e?,

Bémonstration

Soit a et b deux nombres réels.
Ona: Ine**P=qag+b=1Ine®+1n e =Ine“eh).
On en déduit que : e2*? = e,

Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, on a :

W ee=L 5 @ et=5 ;@ e
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Démonstration .

Soit a et b deux nombres réels, r un nombre rationnel.

(1) Ona: efe%=e? ?=g"=1; donc :e'“:%l.
(2) Ona: e“‘bze“e“i’:eal:i_
eb b
(3) Ona: Ine?=ra=rlne®=1n{ey : donc: e =(ey".

_.1.2. Etude de la fonction exponentielle

Sens de variation

La fonctlon exp varie dans le mé&me sens que sa fonction réci- X |- 0 1 £

proque, la fonction In ; elle est donc strictement croissante de R

vers |0 ; + oo[. + oo
. . —

On en déduit le tableau de variation ci-contre. 0

Pour tous nombres réels a et b, on a :
* g% =¢gb sietseulementsi a=5b;
e e < eb sietseulementsi a<b.

Remarque

En particulie, ona: &€=1 & x=0;
ef<l & x<0;
ef>1 < x>0

1 Courbe représentative
Le repere (O, 1, J) est orthonormé. '
On désigne respectivement par (€) et (€°) les courbes | i =i
représentatives des fonctions exponentielle et logarithme [77
népérien, par (A) la droite d'équation : y=x.
* (4¢) se déduit de (€’) par la symétrie orthogonale d'axe i
(A). -
e La tangente a (¢’) en I a pour coefficient directeur 1 ; =
dong, la tangente & (€) en J a pour coefficient directeur 1. |

* La tangente a (€’) au point de coordonnées (e ; 1) a pour =

coefficient directeur % et passe par O ; donc, la tangente =

a (%) au point de coordonnées (1 ; e) a pour coefficient i
directeur e et passe par O.

* (4¢’) est en tout point située au-dessous de sa tangente ; ifi
dong, (€) est en tout point située au-dessus de sa tangente.
En particulier, [‘8] est au-dessus de sa tangente en J ;

donc : Vxe IR e"‘i

Dérivée et conséquences ;
La fonction In est dérivable sur 10 ; + [ et pour tout élément x de cet intervalle, on a: (In)’(x) = -

Or: Vx€]0;+e ,% # 0 ; donc, la fonction exp est dérivable sur R.

1 1 :
Ona:Vx€R, (exp)lx]) = ESE = 3 = exp X.
exp X
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On en dédult la propnéte suivante.

La fonction expnnentmlle est dérivable sur R et pour tout nombre réel x, on a: (exp)’(x) = exp x.
La fonction exponentxeﬂe a la particularizé d"sire égale 4 sa dérivée.

La fonction x — e* est dérivable en 0 =t son nombre dérivé est 1.
On en déduit la propriété suivante.

@) TG =t = 2) Lm e =0 ;
X—r+ oo X——co

(3) lim -E=+m; (4 lim xe*=0.
xT3+= X Xy —oe

Démonstration

A

La fonction exponentielle est une bijection strictement croissante de R vers ]0 + o[ ; on en déduit les
propriétés (1) et (2).
La droite (OI) est asymptote a () en — o ,

‘X=etjona: lim  T=lim X =lm —L =i
(3 Posons : X=e*;ona: lim  T=lm o=lm o=+
X

= X = =—o0 T X = 4o

(4) Posons: X =—x;ona: lim xe*= lim (—%): lim (——1—-)=0..

..’ 3. Travaux dirigés

mamzmns 1. Résolutions d'équations et d'inéquations
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes,

~-3eZ-e*+3=0 (1) 3%+l 4 @1 = eltInZ (2)

; x e + 1
e -7+ 200 (3 pr— =22 (4).
Solution
Résolution de l'équation (1) Résolution de I'équation (2)
Posons : X = e*, Posons : X = &~
(1) o X3-3X2—-X+3=0 (2) = e(3X?+X-2)=

o X-1)(X+1)(X-3)=0 o X+1)(BX=-2)=0

< (e*—-1)(e*+1)(e*-3)=0. & (ef+1)(3e*-2) =
L'équation €* + 1 = 0 n'a pas de solution. L'équation e* + 1 = 0 n'a pas de solution.
L'ensemble des solutions de 1'équation (1) est : L'ensemble des solutions de I'équation (2) est :
{0;In 3. {ln2-1n 3}.
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Résolution de I'équation (3) Résolution de I'équation (4)

Posons : X = e*. . Contrainte sur I'inconnue : x# 0.
(3) @3){——}; +20<0 (@) @ez—::gﬂ
(3X — 1)(X + 7) | =
o X <0 & 1<e¥F<3
(3e* - 1)(e* + 7) = 0<-2x£1n3_
eX =0 ' & 0<x<lny3.
o etg 1 L'ensemble des solutions de l'inéguation (4] est :
=3 J0;Iny31.

o x<-In3.

L'ensemble des solutions de l'inéquation (3) est :
]=e;—=1In 3].

s 2. Calculs de limites
Calculer les limites suivantes.

e
o

3e* -2 In(1 +e* sin2x
a) lim —_— ; b) lim —-(————) i ¢ lim (x-e9 ;  d) lim
r—o+e Bets 3 X =—co et X—+oo . xr=0 1 _ef
Solution
' \ 3e* -2 . 3X-2 3
. = et : —_— . = —_— = .
ajFosons: K=l Onn: lim, = I . 5X33 =5
; 1 ; 1
b)Posons: X=¢*Ona: lim M = lim M_:l.
o — e"' X=0 X
¢)Ona: x—ex=x(1—£). Or: lim & +j;donc:lim (x—e*) =—eo,
X X=>+e X X—+oo
sin2x sin2x 1
d)Ona: =(=2)x X
- —-e* 2x et—-1
X
] sin2x . e' -1 . sin2x
Or: lim =1 et lim =1;donc: lim =—2
x—=0 x—=0 x x=0 1 —e*
-
(,E Xercices:
l.a fcrire plus simplement les expressions sui- 1.c  Résoudre les inéquations suivantes.
" vantes. _ 2] 2e8 +1
el+ln2‘. b) eln[.\:+1] X e—lnLt—Z) e*—3
ez+ln3 b} 82['“1] + 3Bx+2 < 432
C) e‘“‘: d} (Bx + e"‘)2+ (Bx— E_‘)z' C'} 22+l _ 37+ £ 96
7 —
L 4 " d) 2612« —13e/*+1 4 22¢ > 0.
1b e e e 1.d  Calculer les limites en + o= et — = des fonctions
a) e +ef—2=0 suivantes.
b) e*+1 4+ 3e**1 = 4¢ a) x> (x—4)e*
c) esix= [o - b x> (2+1)er-x
d) 4e* = ¢~ e -e*+1
g] x> e +1
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Z Fonctionsicomportant exp

_______ ..2.1. Dérivée et conséquence

== Dérivée de expou
Le théoréme de dérivation des fonciions composées permet d'énoncer la propriété suivante.

Soit u une fonction dérivable sar un intervalle K.
La fonction expou est dérivable sur K et on a : (expou)’ = v’ x (expou).

La fonction expou est également noiée e* ; sa dérivée est alors u’e®.

Ej;'empfes

¢ La fonction x+—> = est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x> (— 2x + 1)e™**=,

* La fonction x> e=F est dérivable sur B et sa dérivée est la fonction x+> cosx eSinx,

.wcl,t

* La fonction x— :ce? est dérivable sur B* et sa dérivée est la fonction x — e

EEse=s Primitives de u’ev

Scit u une fonction dérivable sur un mtervalle K.
La fonction u’e* admet pour primitive sur K la fonction e,

Exemples

1

** est la fonction x+— — 5 e,

® Une primitive sur R de la fonction x> xe™

tanx
* Une primitive sur |- [ de la fonction x— :(Jszx est la fonction x> e'*,

2;2

2.2. Exemples d'études de fonctions

Dans ce paragraphe, (€) désigne la courbe représentative de la fonction f.

[ e sy

= w5 Etude de la fonction f: x — e
Ensemble de définition

f est une fonction paire ; donc, on restreint son étude a l'intervalle [0 ; + -x»[, on trace la courbe corres-
pondant & cet intervalle et on compléte par la symétrie orthogonale d'axe (O]).

Dérivée et sens de variation :
La fonction fest la composée des fonctions x +— — x2 et x— e, dérivables sur R.
Dong, fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x +— — 2xe™.
Ona: f(0)=0;
VY x €10;+ [, fx) <0 ; donc, fest strictement décroissante sur [0 ; + oo[.

Etude aux bornes de [O ; + of

Posons:X=—x?;ona:lim e*=lim e¥X=0.
=>4 00 KXo —oe (‘-

Donc, la droite (OI) est asymptote 4 (€).
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Tableau de variation Courbe représentative

X 0 + oo

x| o =

1
foo | T~

f’ est dérivable surR et on a : |

VxER, filx)=2(2x%-1)e~>. - = - M,
» f J ( ) \G V2

f7 s’annulle et change de signe en - 6t —5; 5

(%) admet donc deux points d’inflexion d’abscisses — &f — — .

Remarque

_i:
De la courbe précédente, on déduit celle de Ia fonction x— L ez
v 2T
La courbe représentative de cette fonction, trés souvent utilisée en statistiques et en probabilités, est

appelée courbe « en cloche » ou courbe de Gauss.

3 fix) =

zmam==a Etude de la fonction f définie par :
fl0) =

m[-a

Ensemble de définition

Ona: D.=R.

La fonction fest continue sur R*. Etudions la continuité de fen 0.
Ona: lim f(x]=0=f(0].

[y
@

Posons : X—— Ona: hm f(x)-l 0T

Donc, fn'est pas COIltlIllle en 0.

Dérivée et sens de variation 1
¢ La fonction f est dénvable sur |—ee ; O[ U JO; + o[ et sa denvee est la fonction f':x+— .1:2— 1 ex,
Ona: f(1)= *
Vx & ]—oo ;0[ U J1; + <[, f(x) >0 ; donc, fest croissante sur |-« ; 0] et sur ]1 ; + oo ;
Vx €]0;1[, f(x) <0 ; donc, fest décroissante sur J0 ; 1[.

e La fonction g n'est pas continue en 0 ; donc, elle n'est pas dérivable en 0.

M o liIIl @ = li]]‘_‘[ le:l?:ﬂ.

Cependant, on a : lim
x?n X x?n X x?(} 2

Dong, fadmet 0 pour nombre dérivé a gauche en 0 et (6) admet en O une demi-tangente de support (OI).
Etude aux bornes de I'ensemble d'étude

e
*Ona: lim e* =1;donc:lim f(x) =+ ee.
X +eo

X =3+ oo
Etudions la branche infinie de () en + .
) flx) _ 1
Ona- }t‘li-.;-l-m X - 2. 1
T | g ~x\_ 1e—=1 .. 1ef-1_1
Posons : X-x.Ona.}tnil (f(x] )_LlrfhmZ T —%(1111)0 X = o
x

Dongc, la droite (A) d'équation y = %[x + 1) est asymptote a (€) en + .
On démontre de méme que Jlrl.g_ f(x) = — oo et que la droite (A) est asymptote & (€) en — eo.
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* On avuque: }:ig;lnﬂx)=0 et }th;'?nf[x]=+m.

Donc, la droite (OJ) est asymptote a (€). -
Courbe représentative

i
I
|
|

Tableau de variation

X [—oo 0 1 + oo

g’ (x)

|

g(x)

N

—-2.3. Fonctions exponentielles de base a (a > 0)

mempmz= Définition et propriétés

Soit @ un nombre réel strictement positif.

Ona: Vre @, a = eloe

On convient d'étendre cette écriture & tout nombre réel x;ona: Vx € R, a* = e*lna,

Ceci nous conduit a la définition suivante.

rﬂe on SRR
Soit a un nombre réel strictement positif,
* Pour tout nombre réel x, on a: a* = e*lne,

¢ On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction : x — a*.

Remarques

* La fonction exponentielle de base e est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien.
* La fonction exponentielle de base 10 est la fonction réciproque de la fonction logarithme décimal.
* La fonction exponentielle de base 1 est la fonction constante x — 1.

ombre réel x, on a: Ina* =xlna.

Pour tout nombre réel a strictement positif et pour tout n

-

‘Cette propriété est une conséquence immédiate de la définition précédente.

(1) @ = a*a? ;@ av=Z ;@ e
(@) (ab) = ab* ;) (%)" =Z 56 @=av.
Rermarque s

Pour tout nombre réel a strictement positif, on a également :a’ = 1 et a® = a.
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mammzzs  Etude de la fonction f, @ x — o
Dans cette étude, (€,) désigne la courbe représentative de la fonction f, et a est différent de 1.

Ensemble de définition
Ona: D, =R

Dérivée et sens de variation

Ona:Vx€R, a* = "¢ ; donc, la fonction f, est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f telle

que : f)(x) = (lna)e™’"* = a*lna.

f, est du signe de Ina ; on distingue deuxcas: 0 <a<1 e @a>1.

1cas:0<a<1

Ona:Vx€eR, flx)<0;
dong, f, est décroissante sur R.

Etude aux bornes de I'ensemble de définition
1*"cas:0<a<1

eOna: lim a"=0.

X —+ee

La droite (OI) est asymptote & (€,) en + o.

*Ona: E}ﬂ at=+o0;
— 00 ]_n
lim Z=lim (Inae‘t a)=—oo.
X——oco X =3 —o0 I hla
(‘6,) admet en — o une branche parabolique de
direction celle de (Q]).

Tableau de variation
1 cas:0<a<1

2%cas:a>1

Ona:VxeR, fx)>0 i
donc, f est croissante sur R.

Feos:a>1
eOna: im & =0.

X——oc

La droite (OI) est asymptote & (€_) en — co.
*Ona: lim @ =+e;

X — 4o

TR (lnaﬂ) —
r—+e0 X X+ xlna

(6,) admet en + ~ une branche parabolique de
direction celle de (O]).

28cas:a>1

X |-eo 0 1 +oo £ e 0 1 $oo

1 () - £ ) ‘ -
+ oo + ca
-__-‘_—‘-—"‘—h-
f, () T P : £ (x) e a/
I 0 —1
Courbe représentative

‘ )

1 cas:0<a<1

e A e
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2.4, Travaux dirigés

mmmza 1. La chainette
Le repére (O, I, J) est orthonormé.

1°) Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives (6 /) et (4 g] des fonctions f:x+— e* et
glx—e¥,

2°) A tout nombre réel x, on associe les points M et M' appartenant respectivement aux courbes (€] et
(€,) et ayant la méme abscisse x. Soit P le milieu de [MM'].

a) Démontrer que, lorsque x décrit R, le lieu géométrique de P est la courbe représentative (I de la fonc-
tiong@: x— i o -2l

b) Etudier les variations de ¢ et tracer () sur le méme graphique que (€] et (€) .

La courbe obtenue est la « chainette » citée en introduction de ce chapitre. S

Solution

1°) La fonction fa été étudiée au paragraphe 1.2.
Ona: Vx€R, glx)=f(—x);donc {‘@Q] se déduit
de (6] par la symétrie orthogonale d'axe o).

2°) a) Soit x un nombre réel.
Désignons par Y. Yy ot Yp les ordonnées respec-
tives des points M, M' et P.

On a : P milieu de [MM] & y, = w .
X =L
= yP = € ;e =
& P e (). %y

Dong, lorsque x décrit R, ‘le lieu géométrique de P
est la courbe (T).

b e Ona:DLP:R.

© est une fonction paire ; donc, on restreint son
étude a l'intervalle [0 ; + oo[.

2x _

» La fonction ¢ est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction ¢’ :x+— g = !
Ona: 07(0)=0;

¥ x €]0;+e, ¢’x) > 0;donc, ¢ est croissante sur ]0 ; + e,
*Ona: lim E_3}‘:_'3*&‘=+'==°;

X =+ oo

. elx) _ 4. 1£_L)_w
}c113>1+w x _..11:H—I>1+oe2(x xe* =
X 0 + o2

Donc, (I') admet en + « une branche parabolique de direction celle de (O]). |- o)
e On déduit de 1'6tude précédente le tableau de variation de ¢ et la cour- it O *

be (T). o (x) G
1/

La fonction ¢ est appelée fonction « cosinus hyperbolique » et notée ch.

s 1 2. Résolution d'équation

Résoudre dans R I’équation (E) : 22**3 -3 x 2**1 + 1 =0.

Solution guidée

e Poser X = 2* et démontrer que (E) © 8X?-6X + 1 =0.
¢ Conclure.
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E xercices 7=

2.0 Déterminer la dérivée de chacune des fonc- a) x— g—e* B} x> g
tions suivantes. 2 e+ et
a) x> (2x - 3)e3 b) x> (x + 1)e¥*+2 5
§ =2 .2 Soit fla fonction définie par:
¢) x—eFlnlx®+1 d x—»> =e *. -1
) laf ) ) x? {j{x]:l-afi,six¢ﬂ
2b  Déterminer une primitive de chacune des fonc- f10) = 1.

- L4 = LYW = -E_‘_:;- -
P — 1. Etudier la continuité et la dérivahilité de fen 0.

. e b x+1 2. Etudier les variations de la fonction f et tra-
a) x> (2x - 3)¢ J x> = cer sa courbe représentative. .
2x 1
c]xH?_t' d)lezeT,
& e - 2.f  Reésoudre dans R les équations suivantes.

2.c  Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.

a) x— xe*
c) x— (a2 -1)e°

a) 4%nx-1_ 5 x4l 16 =0

b} B%* 4 5x6M™* _g3 =0,
b) x> xe*

d] x> e Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.

a) x—>n g2

2d

Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs
courbes représentatives.

b) x+— In(2* -

‘Fonctions puissances”

3.1, Etudes des fonctions puissances

ey e

2 Introduction

On a étudié les fonctions x = x"* pour n € Z.
L’ensemble de définition de ces fonctionsest Rsin=>0et R* sin < 0.

On a également étudié les fonctions x — x” pour r € @ (cf. chapitre 11).
L’ensemble de définition de ces fonctions est cette fois [0 ; + [ sir 20et]0; + o[ si r<.0.

Soit o un nombre réel.

On appelle fonction puissance d'exposant o la fonction x — x*.

Pour tout nombre réel x strictement positif, on a : gonx = xo

L'objectif de ce paragraphe est d'étudier les fonctions g, de ]0 ; + o[ vers R définies par: g (x) =

g, est la restriction & ]0 ; + o[ de la fonction constante x — 1. Dans la suite de cette étude, on suppose
que o est non nul.

i

iz

: Etude de la fonction g, : x— x*

(T, ) deSIgne la courbe représentative de la fonction Iy

Ensemble de définition
Ona:D =]0'+r>e[.

Dérivée et sens de variation
Ona: Vx€R, x*=e“"; donc, la fonction ga est denvable sur son ensemble de définition et sa

dérivée est la fonction g, définie par: g)(x) = — e"ﬂm = a A= g
g, est du signe de o ; on distingue deux cas : a. < 0 et o > {].
1 cas:a<0 2°cas:0.>0

Ona:Vx€10;+«[, gx)<0;
donc, g, est décroissante sur 10 ; + |.

Ona:Vx€10;+l, gfx)>0;
dongc, g, est croissante sur ]0 ; + o[
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Etude aux bornes de I'ensemble de définition

1T cas o< O

*Ona: lim olnx =+ c;
x»)—)(l

donc: lim e = + oo,
x;b{l

La droite (O]) est asymptote a (T_)-

*Ona: lim oalnr=—e:
X =4+

donc: lim e®sxr=q.
X —3+eoe

La droite (Ol) est asymptote a (T_) en + ==.

Tableau de variation
1¥*cas :a < 0

*Ona:
donc :
*Ona:
donc :

De plus :

2¢cas:o> 0
lim glnx =— o0
x;)D
lim e%nx =@,
x—0
>
lim olnx=+c;
X—+oo
lim
X =+ oo
lim
X =+

eu]nx = + o,

L _lim e nx,

X =+ o0

Dong, (I',) admet en + e une branche parabolique :
- de direction celle de (OI),si0 <0 <1
- de direction celle de (O]), si o > 1.

2°cas: o> 0

X 0 i + o2 X 0 1 + co
g, (x) S g, (x) +
+ o : + oo
e N /
g, (x) 1 g, || 1
\» 0 I

Courbe représentative

1 cas:a<0

O,.

Remarque

Lorsque o> 0, on peut prolonger la fonction g, par continuité en 0 ; la courbe représentative de cette nou-
velle fonction admet en O une demi-tangente, de support (OI) si o > 1 et de support {Of) si 0 <o, < 1.

==1 Fonction v* (0 € R)

Soit o un nombre réel et u une fonction strictement positive sur un intervalle K.
La fonction x> [u(x)]* est la composée des fonctions x — ulx) et x> x*

De plus, on a : [u(x)]* = e®oul®),

La fonction x> x* est dérivable sur ]0 ; + o[ et sa dérivée est la fonction x — ox®1,
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On en déduit les propriétés suivantes.

PriC e = e

Soit o. un nombre réel et u une fonction dérivable et strictement p
La fonction u* est dérivable sur K et on a: (u%)’ = ow’u®".

ositive sur un intervalle K

Exemple
La fonction x > (sinx)* est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x — mcosx (sinxf=1.

Soit o un nombre réel différent de 1, u une fonction dérivable et strictement positive sur un inter-

oyt 2oy
valle K. La fonction u'u® admet pour primitive sur K la fonction %-.
Exemple
. 212 Y _ (1 - 222+
La fonction x — 2x(1 —x%):2 admet pour primitive sur ]- 1 ; 1[ la fonction x> m-\!_—~ .
od2+1

3.2, Croissance comparée de Inx, e%, x*

mEsrers Limites de référence

e

Soit ¢. un nombre réel strictement positif. On a :

W lm o0 ; @) lmPx=0 ; ) lim & =t ; (4 Im Per=0
x—-)+oo._1f“.‘ x;}(_)_ X =+ oo X% X~ +oo
B émonstration
S ; o Tl DR 1 I . 1 InX_
(1)} Tosons.iX =* pu-ad }r]_gl-:-oo b _;c—>+oo o x“ %%I§+m o X =0

(2) Posons : X =x* ; ona: lim x%nts=lim - [x*In(x*)] = lim l(XTLJ:LX] =0.
. . 0 a X30 o

x;)() x
x )
x g e .. 1 f e \* .. 1(@1")"L _
osons: X === ; ona: 1 = =lim — =lim —{—=—] =+¢,
(3) Posons : X o it x?.oa“( ﬁ) Xz0 0%\ X =
o
O
(4)Ona: lim x%*=lim *~=Ilim L.:G.
x> +oo X5 +oe x5+ €F
X%

Remarque

e

Lorsqu’on ne peut conclure directement, on peut conjecturer la limite d'une fonction comportant des
fonctions logarithme, puissance ou exponentielle en remarquant que :

— la fonction exponentielle « I'emporte » sur la fonction puissance ;

- la fonction puissance « I'emporte » sur la fonction logarithme.

LERESE e

Exemples de calculs de limites

1. Déterminer la limite en + - de la fonction x — ;ex—.
In(x2 + 1)
et e x2 x2+1
0 :V R, —_— = \
RAVEER e ) T2 Ce@+1 ‘s D
- e T b 15 ol o
Or.£1£)n+“xz_+ ’£1E+wx2+1 = e }fgmm(xz.,.ﬂ“*‘ i

Donc : L;JE}M m =

Fonctions exponentielles — Fonctions puissances 267



2. Déterminer la limite en — - de la fonction x+— /1 — x e~

1
Posons:X=—:c.Ona:J1~er=¢1+Xe‘X:X?e‘X><,/% +1.
Or: lim X%e-xz[) et lim 1/% +1=1; donc:lim J1-xe*=0.

X34 e X 4o X —>—oo

3. Déterminer la limite en 0 de la fonction x — Jx In(sinx).
. . IC-' PR S x . 1 .
Ona:Vxe ]0 ;5 [, J; In(sinx) _‘/_Sinx % (sinx)z In(sinx).

Or:lim /X =1;
sinx

x=0
= 1 1
de plus, en posant X =sinx,ona: 1in10 [[sinx]“z‘ ln[sin.r]] = Iim (XE]J]X) = 0.
Xr—= - .
Donc : lim ,/; In(sinx) = 0. g g
x;)o
\ .. . e?,\:+1_ex
4. Déterminer la limite en + « de la fonction x —» —————.
¥-x+1
2x+1 _ E +1
Ona:v_xe R*,u= B-_XM._
x x?
+1 2r+1
Obslim  Poeifee o lim B 4 = +oco;donc: lim I it S
x> oo X2 x4y 1 1 x—+e X2y +1
e

..3.3. Travaux dirigés

1. Etude d'une fonction du type u® (0 € R)
f[x]:( -“1)%, six#0

fO)=0

1°) a) Déterminer I'ensemble de définition de f.
b) Démontrer que f est continue sur cet ensemble.
c) Etudier la dérivabilité de fen 0.

2°) Etudier f et tracer (€).

Soit f la fonction définie par { et (6) sa courbe représentative.

Solution

£ il

1°)aJjOn a: x=1 o xe]—oo;l][.u]l;+oo[;d0nc:Df=]—oo;0]u]l;+oo[.
x—1#0 ol
On peut écrire : Vxe J-o0;0[ U1 ; + o[, flx) = €2

lnﬁ~

b)ePosons: K=]-o0;0[U]J1;+ oo .
La restriction de fa K est la composée des fonctions f, : x — x—fl ot f, x> 22,
/, est continue et strictement posiitive sur K ; f, est continue sur f;(K). Donc, f est continue sur K.

x 1)5 = 0 = f(0) ; donc fest continue en 0.

+Ona: i, 9~ lm,
On en déduit que fest continue sur son ensemble de définition.

e SESO) 1 x Ny i a ok
C) Ona: EI:?UT —-11_1121';10 ;(m)“z -‘11:11_:)10 [— [__x)‘z X[l JC} £ ]

i _a ' B
e Or:lim [—(—x)t‘fz 1]=—oo et lim (1—-x) 2 =1;donclim SWO-J9__
I?U .t:Z)O -0 X

On en déduit que f n'est pas dérivable en 0. Cependant, (6) admet en O une demi-tangente de support (OJ).
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2°) Sens de variation de f
D'aprés le théoréme de dérivation des fonctions composées, f est dérivable sur K et on a :

-1

2

N

1 x
J2(x -1)? (t“l) )
Donc:Vxe ]-e;0[U]l; 4+, fx) <0 ; fest décroissante sur |- e ; O[ et sur ]1 ; + oo[.
Ftude aux bornes de I'ensemble de définition
1 1
X ST .. RN _
)“2 —.11-11—171+m(x—-1) i

La droite (A,) d'équation y = 1 est asymptote & (€) &2 conrpe représentative
— oo el + oo,

Vxel-w;0[Ull;+elflx)=-

eOna: lim (

X——oo

1 (Ag) *
e(Ona: lim e ).:’2 = 4 oo, \
x3 1 = \
La droite (A,) d'équation x = 1 est asymptote 2 [€]. 1 \

Tableau de variation

o 0 1 4 oo a0 J \
f’(x} - + ‘\L
gmm===s 2. Etude d’une fonction du type u*

Soit la fonction f: x+— |2 -1]* et () sa courbe représentative.
1°) Etudier la dérivabilité de fen 1.
2°) Etudier f et tracer ().

Solution

1°) ® On remarque que : f(1) = 0* = 0.

Lorsque |x| # 1, on peut écrire : f{x) = grdn -1,

On en déduit que : Df =R\ {~1}. el

Lo o Sl =) eleal
Ona:Vxe R\ {-1;1}, ~Ix—_1‘— = il =

Or: lim (x]n|x+1|)=1n2et,enposantX:]x—ll,lim |x—1[lnlx—1|= Iim XInX=0;
x—1 x=1 X;)[I

Jflx) - f(1)

gtinle=1l-Inlx1] _ grinlx+tl+ (-1 Inlea ]

donc : lim =2,
o el (
On en déduit que : lim ’&=2 et lim M=—2.
xr>1 x—-1 x21 x—1

Donc, f admet en 1 pour nombre dérivé a gauche — 2 et pour nombre dérivé & droite 2.
S n'est pas dérivable en 1. Cependant, (6) admet en I deux demi-tangentes de coefficients directeurs res-
pectifs — 2 et 2.

2°) Dérivée ef sens de variation

Soit la fonction u : x — .11:'1).1|xz -1 | .

La fonction fest dérivable sur R \ {~1; 1} et on a : f'(x) = w’(x)e*™,
Or: u’(x) =ln|x2—1|+ %‘IZ

x—

7 et e”¥ > 0 ; dong, f7(x) est du signe de u’(x).

Etudions les variations de la fonction w’ sur R \ {~1 ; 1).
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2 4x =2x(x2—3)_ X |—co —3 -1 0 1 B qece
x2—-1 [(R-12 @x2-1)>
+

u’(x) =

O obtient ai-contia 1o tablesn de varation ds la [FW| =0 .+ | = - 0

0 +

fonction «’. \ 0 \ /
On en déduit le sens de variation de la fonction f. |4 () / / \

Ona: f(0)=0; n2+3 | In2 + 3

Vxel-o;—1[U]l; + e[, fx) > 0; donc, fest croissante sur }—o ; —1[ et sur ]1 ; + oof ;
Vxel-1;1[,f(x) £0; dong, fest décroissante sur |- 1 ; 1l.

Etude aux bornes de I'ensemble de définition

*Ona:lim xln|x?—1] =—w;donc:lim el =p.
K= X — —oo

La droite (OI) est asymptote a (6) en — «s.

eOna:lim xnle2-1|=+e;donc:lim ednb*1l=z s
X =+ oo X —>+ oo o

De plus : lim ) _ lim etnla=1l-lox — 1jm er(l-nlx—ll—T}_

. =+ X X =400 _,:___)Tm
Or : lim (m]xz—'ll—-l—l]x—)zq-oo;donc; lim M=+m.
X =+ o0 - xTia s X

(€) admet en + e une branche parabolique de direction celle de (O]).
eOna:lim xnl|x2—1| =+;donc:lim efnle1l = 4 o

xr—=-1 x—=-—1

La droite (A) d'équation x = — 1 est asymptote a (€).

Courbe représentative
eOna:lim xIn|x2—1| =—c;
x=1 ] €) !
donc : lim enl=1l =g,
x—1 .
Tableau de variation _ / /

X |—oco -1 0 1 + oo j \A / f
) + - 0 - + ol E

T, = VAR,
A 0/ \0/ ™

E xercices:

3.0 Déterminer I'ensemble de définition de chacune 3b Etudier les variations de la fonction
des fonctions suivantes et calculer ses limites
aux bornes de cet ensemble.

2
x +> (x2 —x + 1)? et tracer sa courbe représen-

4 X tative.
a) x— (x2—1) exA b) x—(x+1)3 Inx
c) x> (I_..l)x d) x+w> (1 + Inx)e=. 3.c  Etudier les variations de la fonction
x -

x+—> x* et tracer sa courbe représentative.
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Le plan est muni du repére (0, I, J).

[~onction exponenticlle

1 Simplifier I'écriture des nombres réels suivants.

a = en? b= e—llns c= E,:—'_:_:
d = g*n2 m=e2 " p=lnles
% Résoudre dans dans R les éguaiions sumivantes.
alet=-1 bje*2=3
cle @ =1 d) e® = ex2,
3 Résoudre dans R les équations suivantes.
a) e*(e** - 4)=0 b)(e*=2)e*+1)=0
cle?*-2e*—-3=0 d)2e¥—2¢*~3=0.

& Démontrer que le produit des solutions de
I'équation x198¥ = 10 est égal 2 1.

5 Résoudre les systémes suivants.

o faet-ser=0- b 5e*—g¥ = 19
2e+e¥=7 et = 30
e _ 7eytl = 10 eted =10
C){x—y=1 d){e’w:%.
6 Reésoudre dans R les inéquations suivantes.
ale*z=2 bje¥t <1
cjeX 3 g e d) 2e?* —5e* + 2 > 0.

7 Dans chacun des cas suivants, déterminer l'en-
semble de définition de la fonction f.

a) f(x) = 5xe* b) flx) = xe}‘_
o) ft) == d) flx) = In(1 - &%)
e) f(x) = In(e* — x) 10 = x?e?,

8 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de
définition.
a)f)=e—-e*+4  b)flx) =

1+¢*
1
c)fix) =In(1 + e™) d) flx) =e*
1
el f(x) = xe™T ) = el
9 Calculer les limites suivantes.

. ' : et
- o =
o b T g I, 2o
e) im e* sinx ft e, S

X——es t=01—-¢%

Exercices”

= elr _ g2r . B s
g) Em % b) lim £ =1
x—8 X x—=0 X
L 1
c] Bm xfe* —1) d)lim e* Inx.
=8 xp0

[Fonctions comportant exp

17 D==s chzcon des cas suivants, préciser I'en-

22 de la fonction f, puis déterminer

B} fla)=¢~
d] jix)=(1-x)e™>
1 ) =x%=

12 Dans chacun des cas suivants, déterminer une
primitive de la fonction fsur R.

a) flx) =e* b) flx) = xe*

c)] flx)=e¥+83e %1 d) f(x) = sinx ecoss
2x

o) fle) =x=5+302  f) fle) = 2.

13 Déterminer deux nombres réels a ot b tels que
la fonction x +— (ax+ b)e* soit une primitive sur R de la
fonction x — (4x — 5)e*.

14 Déterminer deux nombres réels a et b tels que
la fonction x = (a cosx + b sinx)e® soit une primitive
sur R de la fonction x — (3 cosx + sinx)e®,

—eF 41
265+ 1
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que :

_ ber
YxeER, f[x)-a+2—ex+1 ;

2. En déduire les primitives de fsur R.

15 Soit la fonction fixr

16 Le repére (O, 1, J) est orthonorms.
Utiliser la courbe représentative de la fonction expo-
nentielle pour représenter graphiquement chacune des
fonctions suivantes.
al x—seg>* b) x— e'+1
c) x—e¥l d) x> el

7 Le repore (O, 1, J) est orthonorms.
Soit f'la fonction définie par : f(x) = 4x?e* - 1.
1. Etudier f et tracer sa courbe représentative.
2. Déterminer le nombre de solutions de 1'équation :
4x? = g™,

bl

18 Soit f1a fonction définie par:
{f(x) = exp(xzi_l), six € R\{-1; 1)
fE1)=f1)=o.
On désigne par () la courbe représentative de f.
1. Démontrer que f est dérivable A droite en — 1 et 2
gauche en 1.
2. Etudier f et tracer (4).
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191 repere (O, 1, ]) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par : f(x) = (1 —x)(1 + 7).
On désigne par (€) la courbe représentative de £
1. Calculer les limites de faux bornes de son ensemble
de définition.
2. Démontrer que la droite (A) d'égquati
asymptote & (€) en — o,
Préciser la position relative de (€) et (AL
3. Etudier les variations de la fonction d&ivée F et en
déduire les variations de f.
4. Tracer ().

ong=—x+1est

2016 repeére (O, L J) est orthonorms
Soit la fonction f: x —> In|e* — 1|2t €] s2 courbe repré-
sentative.
1. a) Déterminer 1'ensemble de ééSnition D de /.
b} Démontrer qu'il existe une fonction o telle que :
Vx€D, flx)=x+elx) = __.. elx)]=0
c¢) Compléter I'étude de fet ":a& £]
2, Svit g la resiriction de f 2 I'iniervalle 0 ; +oa[.
a) Démontrer que g réalise une bijection de ]0 ; + oo
vers R.
b) Tracer, sur le méme graphigue que (%), la courbe
représentative (€’) de la réciprogque de g.

21 Soit f la fonction définie par : f(x) = e* T

On désigne par (%) la courbe représentative de f.

1. Déterminer 'ensemble de définition de f et calculer
les limites de faux bornes de cet ensemble.

2. Démontrer que la courbe (T) d'équation y =1 + €% est
asymptote a (€) en + co. ,
Préciser la position relative de () et (T).

3. Etudier les variations de f et tracer (1) et ().

29 Résoudre dans R les équations suivantes.

a) 5% = b)(0,1)* =10
c) 3% 1 =27 d) 3% = 2"“3
e) 51 =125 Jilep) ]" = 16~

23 Résoudre dans R les équations suivantes.
al 7% -5x7*+6=0 b)5* +5*—2=0
c) 22+ 4 2~ 105 =0 d) ¥ -3 -10=0.

- 24 Résoudre dans R les inéquations suivantes.

a4 <—1 b) 10* < 100
c) (0,5 >8 dj7¢1>1
e) 27«2 fJa-lxar,

25 Calculer les limites suivantes.

a)lim = b)lim 10%*
X—too X ko
1
¢)lim 5% d)lim 3~%.
X oo X

26 Le repere (O, 1, ]) est orthonormé.
Etudier les variations de la fonction f et tracer sa cour-
be représentative dans chacun des cas suivants.

a} flx)=2% b) f(x) =(0,5)
o) Fld) = 3% d) flx) = 5%.

Fonctions puissances

27 Déterminer une valeur approchée de chacun
des nombres suivants, avec la précision indiquée.

al3* a 102 prés b) (1, 01F 1075 pres

32 107 prés d) (1,2)“? a 1073 prés.

28 Soit e un nombre réel strictement positif.
Ecrire les nombres suivants sous la forme a?, ot b est un
nombre réel.

A A
a) a?xa? bla3 xd° c) a7 x q~1.03

3

&) &+ flax fa.

29 Dans chacun des eas suivants, calculer les
limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de
définition. "

@) f) = 3 b) fx) = 2=

rﬁ

d) (1203

30 1¢ repere (O, I, J) est orthonorms.
Dans chacun des cas suivants, étudier les variations de
la fonction fet tracer sa courbe représentative.

a) f(x) = b) f(x) = x~
31 Soit f la fonction définie par :
flx) = | |’z six#1 .
{o

On désigne par (€) la courbe représentative de f.
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 1.
2. Etudier [ et tracer (€).

32 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de

définition.
a) flx) =x 5%

c) flx) =x%—Inx

b) f(x) = x** (lnx)?
d) flx) =

32 Soit f la fonction définie par :

{f(x} 1-ln(x? +1),six < 0
f)=—x2+e=,six>0

On désigne par () sa courbe représentative.

1. Etudier la dérivabilité de fen 0.

2. Etudier les branches infinies de (€) ; démontrer que la
parabole (') d'équation y=—x2 est asymptote a (€) en + .
3. Compléter I'étude de f et construire (I') et (€). -

4. a) Déduire de cette étude quc () coupe (OI) en deux
points dont I'un a une abscisse négative que I'on-calculera.

b) Déterminer une valeur approchée a 107! prés de
I'abscisse du deuxiéme point d'intersection.
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34 4, Démontrerzque pour tous nombres réels a

: @ b
etb,ona.absz + 5

2. a) En déduire que pour tous nombres réels u et v

Inu + lnw U+
> < ln( 5 )
b) Démontrer que pour tous nombres réels u et v, on a :

Bt oet+e?

strictement positifs, on a :

e

3. Généralisation

Soit p et g deux nombres réels strictement supérieurs & 1,

et tels que:1—+1§=1.

a) Démontrer que pour tous nombres réels a et b positifs,
ona:ab<® + B!
rab< T+

(On pourra étudier les variations de la fonction f de
[0 ; + =[ vers R définie par : f(x) = ax —%q.]
Dans quel cas a-t-on 1'égalité ?
b} En déduire que : .
* pour tous nombres réels u et v strictement positifs, on a ;
Inu Inv _j=fu v,
;— +T < ].n(?-l-?) H
¢ pour tous nombres réels u et v, on 4 :

i.}.i etl ev

RO s
B 7t
¢) Soit () la courbe représentative de la fonction loga-
rithme népérien, A et B les points de (I') d'abscisses res-
pectives w et v.

Interpréter graphiquement la premiére inégalité du 3.b),
en considérant le-barycentre K des points pondérés
1 1 : - :
(A.?) et (B,?), et le point D de (I') de m&me abscisse

que K,
De méme, interpréter graphiquement la deuxidme
inégalité du 3.b).

35 1, Démontrer que :

Vxe€lo;+o, %H<1n(x;1)<-.i—.
En déduire que :
Yx€10;+ e ("'TH)“'< g < (x—;l)m.

2. Démontrer que :

(n+1)n (e + 1)n#1
Yne N*, —"'-nl— et < T—

36 Le repere (O, I, 1) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par f(x) =| sinx | cosx,
1. Quel est I'ensemble de définition de f'?
Justifier que I'étude de fpeut se réduire & 10 ; =[.
2, ) Définir le prolongement par continuité g, de fen 0.
b) Etudier la dérivabilité de geno.
3. Etudier g et tracer sa courbe représentative (I).

37 Le repere (O, I, J) est orthogonal. L'unité gra-
phique est égale & 2 cm sur (OI) et 2 15 cm sur (OJ).
Soit £, la famille de fonctions définies par :

fx) =%m—| e, oli m est un nombre entier naturel non

nul. On désigne par (€,,) la courbe représentative de f,.

1. a) Démontrer par récurrence sur m que :

Yme N*,(Vxe [0;+m[,9‘>%).
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En déduire que les parties d'abscisses positives des
courbes (€,) sont comprises entre les droites d'équa-
tionsy=0ety=1.

b) Calculer alors la limite de f_{x) quand x tend vers + o
2. a) Etudier les variations de f_ suivant les valeurs de m.
(On distinguera les cas m = 1, m peir e m impair).

b) Dresser les tableaux de variz@ions correspondant a
chaque cas.

3. On désigne par A, le point d= (£_) dont I'sbscisse
définit le maximum relatif de £ .

a) Vérifierque: Vme N*, f —f =7 _

Etudier la position relative des courbes (€ Jeife
F A

démontrer que ces courbes se coupent en O et -
b) Etudier la position relative des courbes (€_) = re_.)
et démontrer que ces courbes se coupent en O &t en un
point dont l'abscisse appartient a [m + 1 ; m + 21

4. Utiliser les résultats précédents pour tracer les courhes
(€,), (€,) et (€,). On précisera les points d'intersection
des courbes que la question précédente permet de
connaitre, ainsi que les tangentes en O & ces différentes
courbes.

:n—il et

.
==3"

38 Soit @ un nombre réel strictement positif.
On se propose de résoudre dans ]0 ; + o[ l'équation
(E):a*=x
Pour cela, on considare la fonction £, telle que pour tout
x élément de J0 ; + o[, f,(x) = a* x.

1. On suppose que :a = e

a) Etudier les variations de la fonction fe
b) Résoudre alors l'équation (E,).

c) Démontrer que : V x € ]1 ; + oo, L5

1
2. On suppose que : 0<a<1 )
a) Dresser le tableau de variation de la fonction For
b) Résoudre alors l'équation (E,)

3.Onsupposeque:a>1 et a#e

a) Dresser le tableau de variation de la fonction G

b) Déduire des questions 1.c) et 3.a} que la fonction £,
admet un minimum absolu strictement inférieur a 1.

c) En déduire que l'équation (E ) admet exactement deux
solutions situées de part et d'autre du nombre —2- .

Ina

39 Temps d'effet d'un médicament
On injecte toutes les 8 heures dans le sang d'un malade
une quantité g, de sérum, exprimée en cm?®.
Apres élimination naturelle, la quantité restante de ce
sérum au bout d'un temps ¢, exprimé en heure, est donnée

s
par la fonction ¢+ ge%.

1. Calculer, en fonction de g,, la quantité restante de
sérum dans le sang aprés 8 heures, 16 heures, 24
heures.

2. Soit ¢ la fonction qui a ¢ associe la quantité totale de
sérum contenue dans le sang au bout de ce temps ¢.

a) Exprimer g(t) en fonction de g, et t pour ¢ € [0 ; 48].
Dans la suite, on suppose que : g, = 1 cm®.

b) Représenter graphiquement la fonction g dans 1'in-
tervalle [0 ; 48]. .

3. Le sérum n'est efficace que si le sang en contient en
permanence une quantité au moins égale a 2 cmS, .
Déterminer graphiquement, puis calculer l'instant a
partir duquel le sérum sera efficace.

i



4. a) Déterminer, en fonction de n, la quantité de sérum
contenue dans le sang immédiatement apres la n-idéme
injection. :

b) La quantité de sérum contenue dans le sang ne doit
pas dépasser 3,6 cm3.

Démontrer que malgré cette restriction. on peut conti-
nuer indéfiniment les injections.

&0 Bobines de Helmholtz
Le champ magnétique créé par une bobine plate de
centre ® et de rayon R, en un point M de I'axe de cette
bobine est donné par la formule :

-3
B = BR*(R? + oM?) 2, ot1 B, désizne le champ magné-
tique créé en .

Pour réaliser un champ magnétigue quasi-uniforme, on
utilise deux bobines plates circulaires identiques, de
centres respectifs o, et ®,, de m&me axe (4) et parcou-
rues, dans le méme sens, par un courant d'intensité I.

Dans les questions 1. 2 et 3, on suppose que :
R=1, m1m2=1etBQ=1.

1. Démontrer que le champ magnétique en un point M
situé entre m, et @, est donné par la fonction

: 1|4 1)2]-%
tp..t'—>[1+(x+—2-)] +[1+(.'€—E)]‘
ol x désigne l'abscisse de M sur la droite (A) munie
d'un repére d'origine O, milieu de [0,®,].
2. Fonctions composantes
Soit les fonctions :

fiix— [1 + (x-r—%)z:r% et

foix— [1 + (x— %)2]_%

a) Etudier Jj et tracer sa courbe représentative ().
b) En déduire la courbe représentative (4,) de f,.

c) Démontrer que (6,) et (6,) sont symétriques par rap-
port a (QJ) et ont un point commun sur cette droite.

3. Fonction champ magnétique

a) Démontrer que ¢ est une fonction paire et qu'elle
admet en 0 une dérivée nulle.

b) Déduire de la question 2. une représentation graphique
(1), point par point, de la fonction o.

La courbe (') présente au voisinage du point d'abscisse
0 un « quasi-palier », correspondant & un champ magné-
tique quasi-uniforme.

4. Famille de courbes

Ona:R=1etB;=1.

Construire de maniére analogue les courbes (I') corres-
pondant & 1@,0, =2 ; m,0, = 1,4 ; ®,0, = 0,6.

On vérifie ainsi graphiquement que le champ magné-
tiqgue quasi-uniforme est obtenu lorsque ®,0, = R.

QO
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Infrodudiion

Endassedepremiére,mwscbaﬂélsnoﬁonsdebase
concernant les suites numériques ef éfudié plus parficuliérement les
suites arithmétiques et géoméiriques. Nous avons également éfu-
dié, dans certains cas simples, le comportement & Iinfini d’une
suife numérique.

Lobjectif de ce chapitre est
de meftre en place des outils
permettant une étude systé-
matique du comportement
global d'une suite numé-
rique (monotonie, majora-
tion, minoration, périodi-
cité...), ainsi que de son
comportement & l'infini. On
étudiera les suites définies
par une formule de récurren-
ce et leurs applications,
notamment la recherche du
point fixe d’une fonction et la
méthode de NEWTON per-
mettant la détermination
d'une valeur approchée des
solutions d'une équation.

OA —
1. Etude globale d'une suite NUMErQUE ..................... 276
2. Limite d'Une SUIte NUMENQUE .....covvveveererrirreerinoes 280
3. Compléments sur les SUItES ..........o.ccovvvrremrieerrnann, 286
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Dans ce chapztre les fonctions étudiées sont des fonctions numériques a variable réelle et Ie plan est
muni du repére (O, I, ]).

“Etude gl@b@%@ d’une suite numérique

On appelle suite numérique toute fonction de N vers R.
En général, une suite numérique-(u,) est déterminée par I'un des procédés suivants :

* une formule explicite permettant de calculer u, en fonction de n ;
c’est le cas des suites de terme général n + (- 1)* ou (n + 1)e™ , comme des suites du type u, = f(n),
ol f est une fonction numérique a variable réelle ;

¢ le premier terme et une formule de récurrence ;
c’est le cas de la suite définie par': uy=1etVnreN, u, , =1+ui

Lorsque E désigne ’ensemble de déflmtlon d'une suite (u ] on peut la noter (1), . -

__1.1. Suites bornées

On a vu en classe de premlére les définitions suivantes.

Soit [Lf,],!),1 c g UD€ suite numérique.
* (u,) est minorée s’il existe un nombre réel m tel que, pour tout n élément de E, ona: u, > m.
* (u,) est majorée s’il existe un nombre réel M tel que, pour tout n élément de E,ona:u, <M.
* (u,) est bornée si elle est a la fois minorée et ma]nrée

'On dit que m est un minorant de (u,) et M un majorant de (u,,).
Une suite est positive (respectivement négative) si tous ses termes sont positifs (respectivement négatifs).

Exemples

sinn

n? -’

Ona:VneN* lu,l S—l-,é;donc:VnEN*, lu,l < 1.
n ;

* Soit (i), e‘m* la suite de terme général : u, =

On en déduit que la suite («;) est bornée.

* Soit (v,), ¢ y la suite de texrme général : v, = In(2n + 1) —In(n + 1).

La fonction f:x+— In(2x + 1) — In(x + 1) est derlvable sur [0 ; + o[ et a pour dérivée la fonctlon
4 1

R T T

La fonction f est donc croissante sur [0 ; + e[ ; de plus, ona: f(0) =0 et lim" f(x =In2.

Donc:Vn €N, 0<v,<In2; on en déduit que la suite (v,) est bornée. “ 7

* Soit (w,) la suite définie par : wy=-1etVnEN, w_ , = 2w, + 3.
La courbe (6) ci-dessous est la représentatlon graphique de la fonction g:x— J2x +3et(A)estla drcu-
te d’équation y = x.

On en déduit une construction sur (OI) des premiers .

termes de la suite (w,), ce qui permet de conjecturer que : ' 4)
VneEN,-1<sw, < 3. '
Démontrons ce résultat ‘par récurrence. o)
—Ona:wg=—1;donc:-—15w0$3. - (€)
— Soit k un entier naturel. ‘

La fonction g :x > /2x + 3 est croissante sur [- 1 ; 3] ;

donc:-1<w, <3 = g-1)<gw,)<g(3) ' J i

= 1<w,, <3 i

> -1<w,, <3 . o 0
Donc:VneN,-1<w, <3; : S Wy w, 16ng3

on en déduit que la suite (w,) est bornée.
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Remarque

Certaines suites ne sont pas bornées ; c’est le cas de la suite de terme général u, = n2 -1, qui est mino-
rée par 1, mais n’est pas majorée.

- Pour démontrer qu une smte (u,) est bornée, on peuluhhser I’un des procedés suivants.
- » Encadrer le terme général de la suite par desx nombwes Téels. . <
» Etudier la fonction f, Iorsque la suite est du type - u_= f(n). e
* Faire un raisonnement par récurrence.

_1.2. Suites monotones

On avuen classe de premlere les propneuss suivani=s.

Sont (u,), c ; une suite numérique.
* Si pour tout n élémentdeE u _<u__,
-+ Si pour tout n élémentde E u,>u,_,,

* Si pour tout n élémentde E u, =u__,,

alors la suite (u,) est croissante.
alors la suite (u,) est décroissante.
alors la suite (u,) est constante. -

Remarques

* Si pour tout n élément de Eu, < u,,, (respectivement u, > u,,}, alors la suite (u,) est strictement crois-
sante (respectivement strictement décroissante).

e Une suite est monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

- Une suite ( u,) est croissante (respectivement décroissante) a partir d’un certain rang s’il existe un entier
naturel n, tel que, pour tout n supérieur ou égal a ny, ona : u,<u,,, (respectivement u, > u

n+1
* Une suite est stationnaire 5i elle est constante @ partir d’un certains rang.

I'H- 1)

Exemples

. ; : ” & 1
* Soit (u,), c y» 12 suite de ten:_[;e général 1w, =% .
Ona:VneN*u  —u, = T i
Or:Vne N*, 11>O donc:VneN* u i P

On en déduit que la suite () est strictement croissante.

= ] # ’ i - 1 3 2n - 1
* Soit (v,), ¢ y+ la suite de terme général : v, = o X X X S5
3 = ey vn+1 2n+ 1
La suite (v,) est strictement positive etona: V n € N*, 5 i e
2n+ 1 5w
Or:VneN*,5-—%5<1;donc:VneEN* v, <v,

On en déduit que la suite (v,) est strictement décroissante.

* Soit (w,) la suite de terme général : w, = Inn + 59 .

Jn

. oo L. . S x—2
La fonction f:x+— Inx + %- est dérivable sur 10 ; + o[ et a pour dérivée la fonction f’:x— x =
X xXlx

La fonction fest donc croissante sur l'intervalle [4 ; + ool.
On en déduit que la suite (w,) est croissante a partir du rang 4.

n € N*

‘e Soit (t,) la suite définie par: t;=0etVREN, { , =e'n

Démontrons par récurrence que cette suite est strictement croissante.

—Ona:t =1;donc:t, >,

— Soit k un entier naturel

La fonction g : x +> e* est strictement croissante sur R ; donc : tk+1 >t = glt.,,)>glt,)
= tk+2 » tk+l

Donc VneN,t, , >t ;onen déduit que la suite (¢,) est sirictement croissante.
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-..1.3. Suites arithmeétiques, suites geometnques

pammsm Tableau récapitulatif

On rappelle dans le tablean ci-dessous les principaux résultats, établis en classe de premiére, concernant
les suites arithmétiques et les suites géométriques.

Suite arithmétique Suite géométrique
Premier terme U, ‘ u,
Raison r(reR) q (g €ER)
Formule de récurrence u, . =u,+r - Uy = 4qU,
Formule explicite- i, i":p ’io(:; T;)]r u:’;i:;an -
GRS I | e R A
?I;ieznfglilc.:%lie;:: n(n_;—l] 3 . 1+a+a2+...+a”‘1=i:f (a+1)

Exemples d'utilisation
1. Calculer les sommes : s, E k2 et s, = Tk 3 (n € N*).

k=1

Posons : s, = T o M
k=1 2

eOna:VkeN, (k+123=K +3k?+ 3k + 1.

Donc : éi(k +1)8 = kf__iika o 3;2:}«:2 + 321!(: +n (1)

1 & §1k3=ik3+352+331+n & ZK+Mm+12=1°+2 Kk +3s,+3s, +n
' k=2 k=1 . k=2 k=2

: In(n + 1) nn+1)2n+1)
On en déduitque: 35, =(n+1)* - (r + 1) - 5 = 3 ;

nn+1)(2n + 1)

Donc: 3 k2 =
k=1 6

eOna:VEkeEN, (k+1)*=k?+4ak® + 6k? + 4k + 1.
Une méthode analogue & celle utilisée pour le calcul de s, permet d écrire :

Zk4+[n+1]4—14+2k4+4.s + 65, + 45, + .

On en déduitque:4s,=(n+ 1)* - (n + 1) —n(n + 1)(2n + 1) — 2n(n + 1) = n%(n + 1)%
» n?(n+1)?% '

Donc: I8 = —m8 ——,
k=1 4
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2. Calculer la somme : S =%+-23—2+%+...+2n2;1 (n € N¥)
S, 1.3 .5 2n—3  2n-1
Ona: 7’1:?"'?"'53"' .+ nzn + SR
S, 1.2 2 2 2n-1_1 (1. 1 1N "on-1
DOHC: S“_?H=T+?+§§+ +§ﬁ g+l ?_(?+-2—2+ *2.’!-1)_ on+l
1y\n-1
1-(3
1 1 1 1 2 1
Or: Tttt o= X . =1_2n_1,
-7
S, 1 1 2n—-1 _3 3+2n
dOIlC: ?ﬂ :?"F(l_zn-l)_ 2n+1 =?_ gntl g
On en déduit que : Sn=3-—3+23n

3. Calculer la somme ; S=1+2x+32+..+(n+1)x" nEN, xER).

. s 1 + 2
*Six=1,0ona: S (1) =§!k= (n;]é[n——] :
® Six # 1, considérons la fonction f:x— x4+ x% + x3 + ... + X1,
f est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f” telle que : f7(x) = S, (x).
Or, flx) est la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique de premier terme x et de

— +1
raison x ; donc : flx) = %__x;_)
1-(n+2)x" + (n + 1)x™*+2
On en déduit que : 5, =fx) = ( Jx* 2( bt .
(L]
~ -
E xercices ~
l.a Soit (u,) la suite définie par : l.e 1.80itla suité () définie par :
unz—% et VneN, un+1=1+%. Yy=3et VREN, v, =2u -4

n a) Conjecturer, a I’aide d’une représentation

Calcllller.les 5 premiers termes de cette suite et graphique, le sens de variation de la suite (i ).
en déduire son ensemble de définition. b) Démontrer cette conjecture.

- 2. Mémes questions pour la suite (v,) définie
].b Dans chacun des cas suivants, étudier si la

2+ 3v
Z s e . - 5 - _ noo
suite (w,), e n es; majorée, minorée. par: py=0et VREN, v = T,
2
a u, = ;:21 b) w, = n( %+ 1))
' 1.f 1. Démontrer que si (u,) est une suite géomé-
2 -+sinn nn trique strictement positive, alors (In« ) est une
i == d = ncos?( —). ; g ! B
) u, 3 - cosn ) u, ( ) suite arithmétique.
2. Démontrer que si (¢, ) est une suite arithmé-
1.¢ 1. Soit la suite (w,) définie par : tique, alors (e*) est une suite géométrique.

4y,
Ypr= 1. 88 SIKEN, W= u,” 1.g Soit (u) la suite définie par :

a) Conjecturer, & I'aide d'une représentation
graphique, si la suite () est majorée, minorée.
b) Démontrer cette conjecture. . 1. Exprimer u, en fonction de. n.
2. Mémes questions pour la suite (v,) définie

yy=—3 et VneN,.u ,=u

n

3
+2.

25
2. Calculer X u_.
par: vy=1 et YREN, "n+1=1""1" - e
vi'!
; ' 1.h  soit (u) 1a suite définie par :
1.d  Dans chacun des cas suivants, étudier le sens (@) P 5
de variation de la suite (), e u,=—3 et VrneEN, u = T U
au,=—2 I n?+2 : 1. Exprimer , en fonction de n.
n+1 . T n+1 Caleul 5:0'.
2. culer & u .
¢l u = % d) u,=n-In(1+n). a=3z T
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_..2.1. Notion de limite d’'une suite -

Limite infinie
Soit (u,) la suite définie par: u;=1etVneEN u__ =

Intéressons-nous au comportement de u, lorsque n prend de-a valeurs « de plus en plus grandes ».
» Compléter le tableau ci-dessous.

n+ 1

1 2 3 4 5

u,

* Démontrer que : Vn €N, u, > 2.
* Soit M un nombre réel ; déterminer un nombre réel A telque:n=z2A = u, 2M.

On peut donc rendre u,, « aussi grand que ’on veut » en choisissant n « suffisamment grand ».

On dit que u,, tend Vers + oo lorsque n tend vers + o et on écrit : lim  u, =+ .
n— +eoo

=== Limite finie 4

Smt(u]lasmtedeﬁmepar p,=2etVREN, D, =5=-—=.

D
n

Intéressons-nous au comportement de v, lorsque n'prend des valeurs « de plus en plus grandes ».
 Compléter le tableau ci-dessous (on donnera une valeur approchée de v, @ 103 preés).

n 1 2 3 4 5 6 7

vﬂ.

¢ Quelle conjecture ce tableau suggére-t-il ?
* Démontrerque: VneN,p 22;
vreN, | —4l< 3 5 lv, —al.

* En déduire que : VnEN,lv 4|<2n_1

» Déterminer un nombre réel A tel que : n = A = v, — 4| <10°5.
* Soit £ un nombre réel strictement positif ; déterminer un nombre réel A tel que :n> A = |v, — 4| <e.

On peut donc rendre v, « aussi proche de 4 que I’on veut » en choisissant n « suffisamment grand ».

On dit que v, tend vers 4 lorsque n tend vers + oo et on écrit : 1111)1+ v, =4.
n oo

Définitions
Les définitions suivantes ont été données en classe de premiére.

‘Définitio

* Une suite est convergente si elle a une hmlte finie.
 Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.

Remarques

e On admet que si une suite a une limite, cette limite est unique.
e Certaines suites n’ont pas de limite ; c’est le cas de la suite de terme général : w,, = sin (@)
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Exemples

* La suite (u,) définie paru,=1etVn € N St + 1 (1 + u,) a pour limite + < ; elle est divergente.
* La suite (v,) définie par v, =2 et V ne N,o,_,=5- ;- a pour limite 4 ; elle est convergente.
=

* La suite (w,) de terme général w,, = sin (ng' ) n’z pas de limite ; elle est divergente.
-—.2.2. Calculs de limites
zmme=== Limite d’une suite du type u_ = fin) :

Nous admettons la propriété suivante.

Smt (u, ) une suite définie par u, = f(n], o1l f est une fonciion numérique.
Slfaunehmlteen+ooa.lors[un]aune]m:nteetuna E=m = -hm f(x).

E—ss= X—3 -1- o=
Exemples
ks 1 _ 1
eOna: chl§+m(.1 sin ?) 1 ; dong, la suite (u.), - . de terme sEnéral u_ nsm? converge vers 1.
*Ona: lim ( %) + oo ; dong, la suite (z,), - - de terme généralc_=n cos% est divergente.
X+ =

2.
*Ona: lim In xzx-; 1~ 0; dong, la suite (w,), < n+ de terme général w, =1n = 5 L converge vers 0.
Remarques

La réciproque de cette propriété est fausse.
. Ainsi, la fonction x> sin(nx) n’a pas de limite en + < ; cependant, la suite (u,), - n« de terme général
u_ = sin(nn), dont tous les termes sont nuls, converge vers 0.

Limites et opérations sur les suites

Les suites numériques sont des cas particuliers de fonctions numériques a variable réelle.
On peut donc définir la somme, le prodmt ou le quotlent de deux suites.

‘Définitions
Soit (u,), c ¢ et (v,)

,, < g deux suites. .

» La somme de (u,) et (v,) est la suite de terme général u, + v .
* Le produit de (u,) et (v,) est la suite de terme général u v

* Le quotient de (u,) et (v,) est la suite de terme général %‘ (si pour tout élément n de E, on a v, # 0).
n
Les propriétés concernant les limites de la somme, du produit ou du quotient de deux fonctions numé-
riques i variable réelle, demeurent applicables aux limites de la somme, du produit ou du quotient de
deux suites numériques.

Exemples
. . : - —n.2n-3
¢ Calculer la limite de la suite (u,), o - de terme géneral tu, =e" "4 il
Ona: lim e"=0 et lim 2%= 3—2; donc: lim wu, =2.
n->+°° no+e N+ 1 n—+e

* Calculer la limite de la suite (v,),  n de terme général : v, = (n— 1](1 - cos—}z—).

Ona: lim (n-1)=+ et lim (1 - cosl) = 0 ; on ne peut donc conclure directement.
n— 4 oo n— -+ n :
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"l—cosl
On remarque que : V n € N¥, vn=n%1 Xfl_(-l—cos%)=n;1 X 1 :
1—:&:05i "
Or:: im "=1!-1 et lim — " )= lm b;-':]—S"E:[);dcmc:lim v =0.
R AT R4 oo 1 =0 X ntee
mn

ES
m;zm%&;,«‘;m

== Croissances comparées des suites (&), (n% et (Inn)

Les résultats concernant les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithme s’appliquent
aux suites. On en déduit le tableau suivant.

Suites Conditions - Limites
a<-1 pas de limite
Suites géomeétriques i R —1l<a<1 0
(ou exponentielles) (@) ene @& a=1 1
a>1 + oo
0<0 0
Suites puissances M), epm @ER =0 1
a>0 + oo
Suite logarithme (Inn), ¢y ) + oo

De méme, les propriétés de‘croissances comparées des fonctions exponentielles, puissances et logarith-
me s’appliquent aux suites de types (@), (n®) et (Inn).

(1) Si a>0, alors lim 3“—;" = 0,
n—=+=n
. o
(2) Si a>1 et >0, alors lim n—ﬂ = 0.
n—+o(d
o
(3) Si 0<a<1 et <0, alors lim f?=+-o.o.
. n—+ed
D émonstration

(1) Soit la fonction f: x> ln_;c .

Ona: lim+ f(x) = 0 (cf. chapitre 12, § 3.2.) ; donc: lim
& X+ oo

17—+

Inn _

=0.

nO’.

(2) et (3) Soit la fonction. g :x s )

a*
Ona: glx) =enr—na gt ulnx—xlna=ax(1%—@0%).
Or: lim‘ l—nﬁzo ; donc: lim (lﬁ—@)=_1§ﬂ
‘ X — koo ’ T Xl X o o’
eSia>1eta>0, lim (odnx—xna)=—o ;

e déduit que : lim  g(x) =0 et lim =0
édu : lim =0 ¢ t_—o.
on en it que: lim _glx lim &
eSi0<a<leta<0, lim (clnx—xlna)=+e ;
e sy s p ;L n®
on en déduit que : lim glx) =+ et lim — =+
X — + oo n-—)-l:uoa
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