
e) x-

B ranches infinies 

14 Étudier les branches infinies 
représentatives des fonctions suivantes. 

) x3+x2 +1 b) a x- ---- x-
x(x-1)2 

c) x - ~(x + 2)~ - x ~ 1 d) x -

~­V~ 

des courbes 

2x2- 1 
x-1 

x 2 + sinx 
X 

15 Étudier les branches infinies des coUibes 
représentatives des fonctions suivantes. 

g b) x-x 
1 (

X+ 1)2 a) x-x --
x- 1 

c) x-Jx2-4 d) x- ✓ x3 . 
x- 1 

16 Dans chacun des cas suivants, démontrer que 
la courbe représentative (~) de la fonction f admet une 
asymptote oblique en + 00 et en - oo ; donner une équa­
tion de ces asymptotes et préciser leur position par rap­
port à(~). 

zx2 
a) f(x) = c:;-_ ­

,JX2 +.1 

1 Jx 2 - 1 
c) f(x) = 2x - -. -x-

X+ 1 j b) f(x) = -
2

- +xz-x + 1 

d) f(x) = Jx2 -x + 1. 

17 Soit a et b deux nombres réels, fla fonction 
définie par : f(x) = ax + b - Jx 2 + 1. 
1 . Étudier la limite de f en - 00• 

(On discutera suivant les valeurs de a.] 
2. Déterminer a et b pour que la droite d'équation 
2x - y + 2 = O soit asymptote à la courbe représentative 
de/ en- 00• 

F onctions continues 
sur un intervalle 

h x2 + 1 - 2 / 18 Soit la fonction f: x - - ----
x - 1 

i . Calculer la limite en 1 de la fonction f. 
2. En déduire une fonction 9, prolongement par conti­
nuité de f en 1. 

V 19 Dans chacun des cas suivants démontrer que 
{a )onction f est continue sur son ensemble de défini­
tion. 
a) f:xH-Ji-xz b) f:xH- l2x-51 

sinx + 1 
c] f:xH- - - ­

sin2x + 1 
d) f: x H- Jtan2x + 1. 

10 Soit f la fonction définie sur [1 ; + 00[ par: 
f(x) = Jx- l - 2. 

1. Étudier la continuité de f sur l'intervalle [1 ; + 00( . 

2 . Justifier que : ri x E (1 ; + oo(, f(x) ;?: - 2. 
3. Démontrer que tout élément ~ de [- 2 ; + 00[ a un anté­
c:éd.sa! a dans [ 1 ; + 00 ( ; en déduire J'image par f de l'in­
t?.:;:,.~ fie {1 ; + oo(. 

fiudier la continuité sur IR1 de la fonction 
:c - ~ . + (x - E(x)]2, où E désigne la fonction partie 
=----=::a. 

< ::l:::::s chacun des cas suivants, déterminer a 
:;::c:::-~ == mction f soit continue sur ~-

- r -z 
-,;c = -- . si x E IR* 

:c 

:c= - i- - 1 -x 

:c - ? 
six E IR\ {1) 

l :.as :cr....œcc:s ~· - \~ies 

~..es~ m::fr°'TTT7é e:: 0 ? 
sont-elles prolon-

r ~ · 1 al : ;r -3> .rsmr 
✓ 14 Dans chacun des cas suh~ants, déterminer 
l'ensemble /(K). 

a) f: X - t' - 4.:c + 2 

b) f:x- !-\.--3 -x2 

c) f:x- -x+l 
2x+ 1 

d) f: x H- Jzx2 - 1 

K = [- 2; 4 ) 

K = [- 1 ; 3] 

K = (-1; + oo( 

K = [- 1; 1]. 

)<. 15 1. Démontrer que l'équation x 3 - 6x - 6 = 0 a 
une unique solution réelle. 
2. Déterminer une valeur approchée à 10-2 près de cette 
solution. 

X. 16 1. Démontrer que l'équation ! x3 - x 2 + 1 = O 
a trois solutions réelles. 
2. Déterminer une valeur approchée à 10- 2 près de cha­
cune de ces solutions. 

>( 17 Le repère (0, I, J) est orthonormé. Soit/la fonc­
tion de [O ; 1t] vers [O ; 2] définie par : f(x) = 1 + cosx. 
1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f"1 

continue sur [O ; 2] et préciser son sens de variation. 
2. Tracer les courbes représentatives de/etf1. 

18 1. Démontrer que la fonction f: x - tanx, de 
]- ~ ; ~ [ vers ~. est une bijection. 

2. Établir le tableau de variation de la fonctionf-1. 

19 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 

1 . Démontrer que la fonction f: x - si:X réalise une 

bijection de )0 ; 1t[ vers un intervalle que l'on précisera. 
2. Tracer les courbes représentatives de f et f ·1• 

30 Écrire sous la forme al/ (a E N, q E Q). 
l✓Z5 4 3/4 X 2/z •[z X _[8 

a) b) ---=- c) 

s/z ✓~128 5 
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d) .j[3 + 11 875- 1243 

e) .j{3 + ~1 875 + ~243. 

31 Soit a, b, c des nombres réels strictement posi­
tifs. Écrire plus simplement les expressions suivantes. 

2 2 

a) 
a3 x b5 

31 Soit f une fonction telle que pour tout 
nombres réels a et b: lf(b) -f(a) 1 $ lb - al. 
Démontrer que f est continue sur ~-

33 A et B sont deux points distincts d 'un cercle 
de centre O et de ray_5!!! 1. On désigne par x la mesure 
en radian de l'angle AOB. 
1. Démontrer qu'il existe une 
unique valeur a. de x pour 
laquelle le triangle AOB et la 
portion de disque comprise 
entre l'arc ÂB et la corde [AB] \........l.._-°"I A 
ont la même aire. 
2. Déterminer une valeur 
approchée à 10-2 près de a.. 

34 Une boîte cylindrique 
de rayon 12 cm contient de 
l'eau jusqu'à une hauteur de 5 
cm. On immerge une boule 
métallique dans ce récipient et 
on constate que la surface de 
l'eau est tangente à la boule. 
Déterminer à 0, 1 mm près le 
rayon de cette boule. 

--------

35 1. Étudier la fonction f : x ~ ; x 3 + x 2 
- 2 et 

tracer sa courbe représentative (((6). 

2. En déduire que l'équation ; x 3 + x 2 - 2 = O admet 
une unique solution réelle. 
3. Déterminer une valeur approchée à 10-3 près de cette 
solution. 

x+1 36 Soit la fonction f : x ~ ~ . 
, ,x2 + 4 

1. Etudier les variations de f . 
2. Préciser le nombre de solutions des équations sui­
vantes et déterminer une valeur approchée à 10- 1 près 
de. chacunes d'elles: 
a} f(x) = 1,1 b) f(x) = 0,75 c) f(x) = - 0 ,5. 

37 (C(6) est un cercle de rayon 1 et .Q un point de (<<6). 
(r) est un cercle de centre Q et de rayon r (0 < r < 2). On 
désigne par A et B les points d'intersect..!Q!_l de{C(6) et (r), 
par a. la mesure en radian de l'angle AQB et par .'.i(a.) 
l'aire de la partie commune aux deux disques délimités 
par (((6) et (r). 

212 Limites et continuité 

On se propose de déterminer r pour que .'.i(a) soit égale 
à la moitié è.e l'aire du disque délimité par (((6). 
1. Démontrer que : 

sl(a) = c - acosa - sina et r = Zcos ~ . 

z. a) Démontrer qu e l'équation sinx - xL:u~ = ~ 
admet nne so!tition unique dans l'intervalle [O ; n] et 
détermin:& m:re .a.leur approchée à 10-2 près de cette 
solution. 
b) Démofu..'-eir que la fonction x ~ cos ·~ est une bijec-
tion de [O: ;:J sur {O ; 1) et en déduire une valeur appro­
chée de,-_ 

38 1. On considère l'équation 

~ 1 
(E) : lx , 1 - x l =---,....-. 

3, 3 

Démontrer que (E) admet trois solutions x1 , x2 et x3 
telles que : 

_..!.<x <0 
3 1 

2. Pour i E {1 ; 2; 3), on pose: u; = ~ (xi - ; ). 

Démontrer qu'il existe un unique nombre réel 0i élé­
ment de [O ; n;] tel que : ui = cos0;-

3 . a) Démontrer que 01 , 02 et 03 sont les solutions dans 

[o ; n] de l'équation : cos30 = ~ . 

b) En déduire les solutions de (E). 

3x3 - 4x2 - 4;t: + 8 39 Soit la fonction f: x ~ · 
4x-8 

et (<(6) sa courbe représentative. 
1. Démontrer que (<(6) admet une asymptote parallèle à 
(OJ). 
2. a) Étudier le comportement de [lorsque x tend vers 
+ oo ou vers - = . 
b) Déterminer trois nombres réels a, b etc tels que : 

C 
\:/ x E Df f(x) = ax2 + bx + x _ 2 . 

En déduire que (Cf6) est asymptote à une parabole (ÇJJ>) 
dont on donnera une équation. 
Étudier les positions relatives de M) et (ÇJJ>)_ 
3. a) Étudier les variations de f et dresser son tableau de 
variation. 
b} À l'aide de ce tableau, démontrer que l'équation 
f(x) = 0 admet une solution unique et déterminer une 
valeur approchée à 10-1 près de cette solution. 

40 1. Démontrer que l'équation r~ - 209x + 56 = 0 l 
admet trois solutions réelles , dont on donnera le signe. ~ 
2. a) Démontrer que deux de ces solutions ont pour 
produit 1 e t calculer leur somme. 
b) En déduire ces deux solutions. 
3. En procédant par dichotomie, déterminer une valeur 
approchée à 10-2 près de la troisièl_Ile solution. 
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D érivation -
Etudes de fonctions 

Ce chapitre complète l'étu­
de des dérivées qui a été vue 
en classe de première. 

Le calcul de la dérivée de 
fonctions composées et de la 
réciproque d'une fonction 
l'inégalité des accroissement; 
finis, les dérivées successives 
permettent la détermination 
de la tangente en un point 
~'une courbe, /'approxima­
tion. la.cale d'une fonction, ses 
vanahons sur /'ensemble de 
définition et la construction 
de sa courbe représentative 
ainsi que l'analyse de cer: 
faines propriétés. 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repèr_e (0, I, J). 

_ 1 -1 Fonctions dérivées 

rz~□b · :, Dérivabilité sur un intervalle 

-w--------, 

L'ensemble de dérivabilité d'une fonction a été défini. e:i classe de première, comme l'ensemble des • 
nombres réels où elle est dérivable ; ceci nous a permis d'étudier la dérivabilité d'une fonction sur un 
intervalle ouvert. 

Nous allons étendre cette notion à un intervalle quelconque. 

Une fonction/ de [a ; b] vers IR est dérivable sur [a ; b] si elle est dérivable sur ]a ; b[, dérivable à droi-
te en a et à gauche en b. · 

. j{x)-j{a) 
On pose : f '(a) = lim 

x -;t a x-a 
et f'(b) = lim j{x) - .f{b) 

x -z b x-b 

On définit de façon analogue une fonction dérivable sur un itztervalle semi-ouvert. 

Exemples 
• La fonction f: x - x Jx est dérivable sur ]O ; + 00[ et sa dérivée est la fonction f' définie par : 

f'(x) = 1.Jx + X ~ = ~ jx. 
2"x · 

lim ftx) - ftO) = lim x Jx = 0; donc, la fon ction[ est dérivable sur [O ; + 00[. 

X -;t O . x - 0 x -;t O x 

• La fonction g: x - J-; est dérivable sur )0 ; + oo[ et sa dérivée est la fon ction g ': x ~ - 1
-. 2Jx 

ll·m g(x ) - g(0) __ 11·m Jx d 1 c · ' d'' bl [ [ = + oo; one, a 1onction g n. est pas enva e sur O ; + oo . 
x ➔ O x-0 x ➔ O X 

> > 

Remar ues 
• Soit f une fonction et {Cf!,) sa courbe représentative. 
Lorsque f est dérivable sur un in tervalle K, on sait que (Cf!, ) admet, en 
tout point d'abscisse x0 élément de K, une tangente (ou une demi-tan­
gente) non parallèle à (Of). 
Réciproquement, nous admettons que si f<?,) admet en un point d 'abs­
cisse x 0 une tangente non parallèle à (Of}, alors f est dérivable en x0. 

• Lorsqu'une fonction est dérivable en tout élém ent d 'un ensemble E, 
on dit qu'elle est dérivable sur E. 

j 

0 K X o 

Une fonction dérivable en un nombre réel x
0 

est continue en x 0 . On en déduit la propriété suivante. 

Une fonction dérivable sur un intervalle K est continue sur cet intervalle. 
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-·--' • Dérivées usuelles 
• Dérivées des fonctions élémentaires • Dérivées et opérations sur les fonctio:ns 

f f' 
Ensemble 

de dérivabilité f f ' 
1 ~ 

X 1-'i> k XH>O IR 
(le E IR) 1 u+v u' + v ' 

1 

Xl-'i>X X 1-'i> 1 R 
1 1 

ku (k E IR) ku' 

1 1 2* 
1 

X I-'!>- X 1-'i> - -
X xz 1 

U V u 'v + uv' 
• 

X 1-'i> x'1 X 1-'i> ,u:11-1 2*.si n< O 
11 (n E Z*) ?.:, sin> 0 1 

1 v' - -vz V 

XH> ~ 1 ? * 
1 

X 1-'i>---= · "'-.-
2,lx 1 

u u 'v- uv' -
V v2 

xH> sinx XH> COSX IR un (n E Z *) nu'un·l 

XH> COSX X H> - Sinx IR 
- u ' 

\ u 
2Ju 

X H> tanx x H> 1 + tan2x IR\ { ; + lm, k E Z} XH> u(ax + b) x H> au'(ax + b) 

Remarg~ 
Les dérivées des fonctions x H> x'1 et un ont été établies en classe de première pour n EN*\ (1). 
• Lorsque n = 1, la fonction x H> x a pour dérivée la fonction x 1-'i> 1, c'est à dire le prolongement par 
continuité en O de la fonction · x H> 1x0 . , 

• Lorsque n < 0, on a: - n > 0 ; donc: (un)' = ( ( ~rn)' = - n( ~r ( ~rn·l = - n(- ~2)un+l = nu'un·1• 

Les formules de dérivation, pour les fonctions x H> x"' et un, sont ainsi étendues à n E Z *. 

-==-=:a;..-:;:,- 2 Dérivée de fonctions composées 

O::J~-:'A Dérivée de la composée de deux fonctions 
On a établi en classe de première la dérivée de la composée d'une fonction affine par une fonction f 
On admet la propriété suivante qui généralise ce résultat à la composée de deux fonctions dérivables. 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K et v une fonction dérivable sur un intervalle conte­
nant u(K). La fonction vou est dérivable sur K et on a: (vou)' = u ' x (v'ou}. 

Exemple 
Soit la fonction f: x H> cos -

1
1 . 
-X 

On considère les fonctions u : x H> -
1

1 et v : x H> cos x; on a: f = vou. 
-X 

La fonction u est dérivable sur]- oo; 1[ et u(J- oo ; 1[) = ]O ; + oo[ ; 

la fonction v est dérivable sur IR qui contient ]O ; + oo[. 
Donc,/ est dérivable sur ]- 00 ; 1[. 
On démontre de même que f est dérivable sur ]1 ; + oo[. 

On a: ri x E IR \ {1}, f'(x) = u '(x) x v'[u(x)] = (l ~ 1 
x)2 sin 1 ~ x . 

. emargue 
Soitfune fonction dont l'ensemble de définition est une réunion d'intervalles tous non réduits à un point. 
Si f est la composée de deux fonctions dérivables sur leur ensemble de définition, alors f est dérivable 
sur san ensemble de définition. 
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Ei'~ii~~ Dérivée de la réciproque d'une fonction 
Dans ce paragraphe, le repère (0, I, J) est orthonormé. 
Soit/une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K , telle que : V x E K, f'(x) -:t:- O. 

/est continue sur K; donc,fréalise une bijection de K versj(K) et admet une bijection réciproquef-1 de 
/(K) vers K. 
On désigne par (~) et (~') les représentations graphiques respectives de f et de r-1

, par (Li) la droite 
d'équation : y = x. Les courbes (~) et (~') sont symétriques par rapport à (Li). 

• Étudions la dérivabilité de f-1 sur /{K). 

Soit x
0 

un élément de /{K) et M'0 le point de (~') d'abscisse x 0• 

Le point M
0

, symétrique de M'0 par rapport à (li.), appartient à 
• (~) et a pour abscisse J-1(x0 ). 

On désigne par (T) la tangente (ou la demi-tangente) à(~) en M0• 

Toute symétrie orthogonale conserve le contact ; donc (~ ') 
admet pour tangente (ou demi-tangente) en M'0 la droite (T'), 
symétrique de (T) par rapport à (Li). 

De plus, (T) n'est pas parallèle à (OI) car f' ne s'annulle pas sur 
K ; donc, (T') n'est pas parallèle à (OJ). 

On en déduit que la fonctionJ -1 est dérivable sur /(K). 

• Déterminons la fonction dérivée de 1-1 sur /{K). 

D'après le théorème de dérivation des fonctions composées, on a : (to 1-1 
)' == (t-1 )' x f' 0 1-1. 

Or: (tof-1) = Id/{Kl; donc: 'ï/ x Ej{K), (tof-1)'(x) == 1. 

On en déduit que : _'ï/ X E j{K), v·-1 )' (x) = __ l __ 
(t'oJ-1)(x) 

Cette étude justifie la propriété suivante. 

Soit f une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K, telle que : 'ï/ x E K, f'(x) -:;:. O. 

• La fonction f réalise une bijection de K vers j{K). 

• La bijection réciproque f-~ est dérivable sur j{K) et on a : (t-1
)' = 

1 
. 

f'of-1 

,Remar,g~ 
S'il existe Xa élément de j[KJ tel que r(t-1rxal) == 0, alors r-1 n'est pas dérivable en Xa et(~') admet au 
point d'abscisse x

0 
une tangente (ou demi-tangente] parallèle à {Of}. 

Exemple 
Soit fla fonction de]- ~ ; ; [ vers IR, définie par: /{x) = tanx. 

f est dérivable sur]- ~ ; ; [ et f(J- ; ; ; [)=IR; 

0 
de plus : 'ï/ x E ]- ; ; ; [, f'(x) = 1 + tan2x = 1 + (/(x)]2. 

_Donc: 'ï/ X E ]- ~ ; ; [, f'(x) -:/:- 0 ; _on en déduit que f est bijective et r-1 est dérivable sur IR. 

1 
De plus, on a: 'ï/ x E IR, (t-1)'cx) = l = l = 

, r(t-l(x)) 1 + [t(t-1 (x)) ] 2 1 + x 2 

La fonction réciproque de la fonction tangente est appelée fonction arctangente et notée sur les 

calculatrices - ou D. 
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f!?liüC ..;:.a Dérivées des fonctions x 1-7 x et ur (r E Q*) 
• Soit/la fonction de [O ; + oo[ ver [O ; + 00[ définie par : f(x ) = x'1 (n E !\! *). 

f est bijective et sa bijection réciproque est la fonction r-1 : X 1---7 "✓r. 
f est dérivable sur [O ; + oo[ et sa dérivée est la fonction F: :r - ,u:n-1. 

Or,f'(0) = 0 et V x E ]0; + oo[,f'(x) ,t:. O. 

On en déduit que f-1 est dérivable sur ]O ; + = [ et on a: 

( )
' 1 1 :. 1

~ ~ .L.1 
\f X E ]0 ; + 00[, r-1 (x) = - -- = - -- = n:c = ;Ïr' 

r(f-1(x)) n(nJxr·l 

• Soit g la fonction définie sur ]O ; + 00[ par : g (x ) = r r = 0 201-
Il existe deux nombres pet q tels que: p E ?l..* , q E .. * ':"' ~ = 2 _ 

p 1 p Ç' 
On a : V x E ]0 ; + =L xr = x ïf = (x q) . 

1 

g est la composée des fonctions u : x ~ x q et r : r - J?_ 

Ces fonctions sont dérivables sur ]0; + = [;donc g est cié::h -• => ::...__ 10: - :xf et on a: 

"i/ x E ]0 ; + oo[, g '(x) = u'(x) x v'[u(x)] 

= [ ~ _J 1] X [p(x~ jl] [ ~ J :: X (P(:r~ rl] 
E.-1 = ]!_ X q = n:--1. 

q 

Cette étude justifie les propriétés suivantes. 

Soit r un nombre rationnel non nul, u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K. 
• La fonction x ~ r est dérivable sur )0; + oo[ et sa dérivée est la fonction x ~ rxr-1 . 

• La fonction ur est dérivable sur K et sa dérivée est la fonction ru'ur-1• 

La seconde propriété se déduit de la première à l'aide du théorème de dérivation des fonctions 
composées. 

Exemples 
3 

• La fonction x ~ x2 est dérivable sur [O ; + oo[ et sa dérivée est la fonction 
2 

• La fonction x ~ x3° est dérivable sur ]O; + 00[ et sa dérivée est la fonction 
3 

• La fonction x ~ x- 2 est dérivable sur ]O ; + oo[ et sa dérivé~t la fonction 

Remar ue 
La fonction x ~ xr (r E Q*) est dérivable en O si et seulement sir 2: 1. 

1.3._ Inégalité des accroissements finis 

3 .!.. 
x - - x 2 

2 1 
2 --

x - -x 3 

3 5 
3 -2 x- -zx 

Si un cyclomotoriste roule à une vitesse comprise entre 30 km/h et 50 km/h, la distance qu'il parcout en 
2 heures est comprise entre 60 km et 100 km. 
Cette situation est une illustration concrète de la propriété suivante. 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et b deux éléments de K ( a < b ). 
S'il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x élément de [a ; b], m s f '(x) s M, 
alors m(b - a) s f(b) - f(a) s M(b - a). 

Cette propriété est appelée inégalité des accroissem ents finis. 
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D émonstration. 

Soit g la fonction de K vers ~ définie par : g(x) = ~!x - flx ). 

La fonction g est dérivable sur K et on a : V x E K. g 1-r. = ~f - f'(x) ; donc g ' est positive sur [a ; b]. 
La fonctiori g est croissante sur [a ; b] ; donc : g(a ) S !/.b,. 
On en déduit que: Ma- f(a) ~ Mb - f(b) ; donc : ['J,J - 1 a) ~ M(b - a) (1). 

En considérant la fonction h de K vers IR définie par hµ = mx - f(x), on démontre de façon analogue 

que : m(b - a) ~ f(b)-f(a) (2). 

Des inégalités (1) et (2) , on déduit que : m(b - a ) S ~) - a ) S YI(b - a). 

, Prop_r-jété 2 
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K. 
S'il existe un nombre réel M tel que pour tout x élément de [a : b], lf'(x) 1 S M, 
alors pour tous a et b éléments de K, on a: lf(b) - f{a) S )I b - a 1. 

Cette propriété est une autre formulation de l'inég<Li:é ées accroissements finis; elle se déduit de la pré­
cédente en remplaçant m par - M. 

Exemples 
7t • Démontrer que: V XE [O; zL X $ tanx. 

1 S f'(t). 

Soit fla fonction de [O; ; [vers ~ . définie par: f(t) = tant. 

On a : V t E [O ; ; [, f'(t) = 1 + tan2t ; donc : V t E [O ; ; [, 

Soit x un élément de [O ; ; [. 

En appliquant l'inégalité des accroissements finis à f sur l'intervalle [O ; x], <J 
on obtient: 1 x lx-01 ~ lf(x) - f(O) 1 
c'est-à-dire : X ~ tanx. 

• Démontrer que : V x E IR, 1 sinx 1 ~ 1 x 1 . 
Soit g la fonction définie par: g(t) = sint. 
On a: V t E ~, g '(t) = cost; donc: V t E ~. lg'(t) 1 S 1. 
Soit x un nombre réel. 
En appliquant l'inégalité des accroissements finis à g sur l'intervalle [x; 0) ou l'intervalle [O ; xl, 
on obtient: lg(x) - g(O) 1 ~ 1 x lx-01 ; · 
c'est-à-dire : 1 sinx 1 ~ 1 x 1. 

1.4. Dérivées successives et applications 

~ Dérivées successives d'une fonction 

Soit f une fonction et K un intervalle. 
• Si f est dérivable sur K, sa dérivée f' est appelée dérivée première de f; on la note aussi [l1l. 
• Si/' est dérivable sur K, sa dérivée f" est appelée dérivée seconde de f; on la note aussi fl21• 

• De proche en proche, la fonction dérivée n-ième de f sur K, si elle existe, est la dérivée de la fonc-
tion dérivée (n - 1)-ième de f sut K ; on la ·note [lnl. 

Jin! est aussi appelée dérivée d'ordre n de la fonction f 
On utilise également, notamment en sciences physiques, la notation de Leibnitz :·, 

f , f" -l'!n) t t' t· t ~ fl_ ~ , · , ... , 1 . son no ees respec 1vemen dx , dx2 , ... , ~ . 
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Exemples 

• Déterminer les dérivées successives de la fonction/: .r-. i r - 2I2 - 3x + 4. 

On a : f'(x) = x 2 
- 4x - 3 ; f"(x) = 2x - 4 ; .f13>(r = 2 : .f4'(x) = o. 

Donc, pour tout nombre entier n supérieur ou égal à 4. O:ï ~ : 

• Déterminer la dérivée n-ième de la fonction g : x - së:.r.. 

On a: g'(x) = cosx = sin{x + ; ) ; 

g"(x) = cos(x + ~) = sin{x + 2. ; ) ; 

gl3l(x) = _cos(x + 2.;) = si1;{x + 3.; ). 

On peut conjecturer que : 'ï/ n E N *, gtnl(x) = sin(x - ~ 
Démontrons cette égalité par récurrence. -
- L'égalité est vraie pour n = 1. 

= o. 

- Supposons l'égalité vraie pour un entier naturel nco _ " ::: 3:::~~ : g 
on en déduit que : glk+ll(x) = cos(x + k ~) = sin{x -:r- ( - ~ . 

1 
donc, l'égalité est vraie pour k + l. 

Elle est donc vraie pour tout entier naturel non ncl. 

ti~MC:œ.f.ii Position relative d'une courbe e de ses tangentes n 
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un interralle K e t x

0 
un élément de K. 

On désigne par (~ ) sa courbe représentative et par (T ) la tangente à (<f6) au point M
0 

d'abscisse x
0

• 

(T) a pour équation : y= f'(x
0
)(x - x

0
) + fix

0
) . 

On se propose de déterminer la position relative de (~ ) et (T) sur l'intervalle K. 

Pour cela, on ~onsidère la fonction g : x - j{x) - [t'(x
0
)(x - x 0) + f{x

0
)]. 

On a : g(x0 ) = 0 ; 
'ï/ x E K, g'(x) = f'(x) - f'(x0 ) ; donc : g'(x

0
) = O. 

• Si f" est strictement positive sur K, alors f' est strictement croissante sur K. 
Soit x un élément de K. 

X On a : x < x 0 ⇒ f'(x) < f'(x0) ; c'est-à-dire : x < x
0 
⇒ g'(x) < O. 

De même, on a : x > x
0 
⇒ g'(x) > O. 

g ' (x) 

Xo 

- 0 + 
On en déduit le tableau de variation de g sur l'intervalle K. 
Donc : 'ï/ x E K \ {x0 }, g(x) > O. 
(~) est au-dessus de (T) sur l'intervalle K. 
On dit que f est convexe sur K (figure 1). 

g(x) ----------.. 0 ~ 

• O.Q. démontre de même que si f" est strictement négative sur K, alors (~) est au-dessous de (T) sur K. 
On dit alors que f est com;ave sur K (figure 2). 

• Si f". s'annulle et change de signe en x 0 , la droite (T) « traverse » la courbe (C€) en M
0

• 

On dit que M0 est un point d'inflexion (figure 3). 

f">O f " <O f" s'annule 
en changeant de signe en x 0 

J J J 

0 ·1 . .. . Xo ·-- -. __ , 
0 0 

figure 1 figure 2 figure 3 

\ 
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Exemple 
Soit la fonction f: x - ~

3 
- x2 + ~ et (~) sa courbe représentative. 

f est deux fois dérivable sur IR ; 
on a : f' : x - x 2 

- 2x et f" : x - 2(x - 1). 

• f " est strictement négative sur ]- oo ; 1[ ; 
donc, sur cet intervalle f est concave. 
• f" est strictement positive sur ]1 ; + oo[ ; 
donc, sur cet intervalle f est convexe. 
• f " s'annule et change de signe en 1 ; 

donc, M0(i) est un point d'inflexion de (<t6). 

t~5, Travaux dirigés 

--.:;::_ Outils de comparaison x3 
1 °) Démontrer que pour tout nombre réel positif x, on a : x - 6 :5 sinx :5 x. 

2°) Démontrer que pour tous nombres réels a et b (a< b), on a: 4a3(b - a) :5 b4 - a 4 :5 4b3(b - a). 
3°) Soit x un nombre réel strictement supérieur à 1. 
Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on a : (1 + xJn ~ 1 + nx. 

Solution 
. x3 

1 °) Soit les fonctions f : x - sin.x - x et g : x - srnx + 6 - x. 
X 0 

f1(x) 0 -

+oo 

• f est dérivable sur IR et on a : f'(x) = cosx - 1 ; 
donc : V x E [0 ; + oo[, f'(x) :5 O. 
La fonction/ est décroissante sur [0 ; + 00[ etf(0) = O. 
On en déduit que: V x E [O; + oo[, f(x) :5 0 ; 
c'est-à-dire : V x E [0 ; + 00[, sinx :5 x. 

f(x) 0 ------. 

X 0 + OQ 

xz 
• g est deux fois dérivable sur IR et on a : g'(x) = cosx + 2 - 1, g"(x) 0 + 

g "(x ) = - sinx + x g'(x) 0 + 

= - j(x). 

D'après ce qui précède, V x E [O ; + oo[, g"(x) ~ O. 
g(x) 0 ~ 

La fonction g' est donc croissante sur [0 ; + 00[ et g '(0) = O. 
La fonction g, qui a une dérivée positive sur [0 ; + 00[, est croissante sur cet intervalle ; de plus, g (0) = O. 

3 
On en déduit que : V x E [0 ; + oo[, g(x) ~ 0 ; c'est-à-dire : V x E [0 ; + oo[, x - ~ :5 sinx. 

2°) Soit la fonction h : x - x4. 
On a: V x E IR, h '(x) = 4x3 ; donc, h ' est croissante sur IR. 
On en déduit que: V x E [a; b], 4a3 :5 h '(x) :5 4b3• 

D'après l'inégalité des accroissements finis, on a : 4a3(b - a) :5 h(b) - h(a) :5 4b3(b - a) ; 
c'est-à-dire : 4a3(b - a) :5 b4 - a4 :5 4b3(b - a). 

3°) Soit u la fonction de ]- 1 ; + oo[ vers Ill, définie par : u(x) = (1 + x)n. 
On désigne par (~) la courbe représentative de u. 
u est deux fois dérivable sur Ill et on a: u'(x) = n(l + x)n•l; u " (x) = n(n - 1)(1 + xr·2• 

u" est positive sur ]- 1 ; + oo[ ; donc, en tout point, (<t6) est au-dessus de sa tangente. 
La tangente au point d'abscisse 0 a pour équation : y = 1 + nx. 

On en déduit que: V x E )- 1 ; + oo[, (1 + x)" ~ 1 + nx. 

Pour démontrer une inégalité, on peut utiliser l'un des proc~dés suivants. 
• Étudier le signe d'une fonction. 
• Appliquer l'inégalité des accroissements finis. · 
• Étudier la concavité d'une fonction. 
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la 

lb 

le 

Dans chacun des cas suivants, étudier la cœ::­
vabilité de la fonction f sur son ensemble èe 
définition puis déterminer sa dérivée. 
a) j(x) = x 2 lxl b) j{x);;;; (x - 2),,~ 

c) J(x ) = Jzx + 5 d) j{x) = (x + l) Jxz - 3x- ~ 

1. Soit fla fonction définie par: /(x) = : : ! . 
Préciser l'ensemble de dérivabilité de f, puis 
déterminer sa fonction dérivée. 
2. En déduire, en utilisant la dérivée de la com­
posée de deux fonctions, l'ensemble de déri,a­
bilité et la dérivée des fonctions suivantes. 

x2 - 1 
a) x- -­

x2 + 2 
b) '~ - 1 x--­,--

, X + 2 

d) x - cosx - 1 
cosx + 2 

Soit/la fonction de [- ~ ; ~ ) vers [- 1 ; 1), 
définie par : j{x) = sinx. 
1. Démontrer que f admet une fonction réci­
proque /·1. 
2. Déterminer l'intervalle sur lequel / ·1 est 
dérivable et démontrer que sa dérivée est la 

f 
. 1 

onction x - r:;---; . 
vl - x 2 

3. De manière analogue, étudier la dérivabilité 
de la fonction réciproque de la fonction g de 
[0 ; 1t] vers [- 1 ; ll, définie par g(x) ;;;; cosx, 
puis déterminer sa dérivée. 

l e 

1 

lg 

l h 

l i 

Déterminer la dérivée de la fonction f dans 
chacun des cas suivants. 

1 
C, f(x ) =--­

(x2 + 1)3 

1 
C t1r) ;;;;-=--

,x 2 + 1 

b) f(x) = J(x2 + 1)3 

d) f(x) = ,Jx2 + 1 . 

3i!::-c::~. en utilisant l'inégalité des accrois-
5P"??'::"""' fulls. que pour tous nombres réels a et 
- a:: ~ : œsb - casa 1 :,:; 1 b - a 1 • 

Sa:::: ,_,.,,, :i::n:::::50:) définie par : j{x) = [x. 
.--çA-=--=-~~ des accroissements finis à 
2 :5::::r:ric:= ": se- :-ratenalle (10 000 ; 10 001], 
~ 6:œ::::e::- c.:: .::zjo::ant de l'erreur commise 
e::! nm::p~ 10 00 1 par 100. 

Déterminer les déri,-ées d'ordres 1 , 2 et 3 des 
fonctions suirnntes. 
a) x - 2x2 - 3x + 4 

1 
c) x - --

1 X-

b) x >-4 - .l.-3 + x - 3 

dl 3x + 2 x- -­x -1 · 

Déterminer les dérivées successives de la fane-
. x4x3x2 

tian: x - 4 ! + 3T + zT + x + 1. 

Déterminer les dérivées d'ordres 1, 2 et 3 des 
fonctions suivantes. 
a) x - tanx b) x - sin2x 
c) x - sin2x d) x - cos2x. 

Étudès, de fonctions· 
Dans cette leçon, (C(l,) désigne la courbe représentative de la fonction f 

=~-2.1 ., Fonctions polynômes, fonctions rationnelles 

[.;;;J[;r,,_;;. '~ Étude de la fonction f : X ~ r + : - x2 + 1 
Ensemble de définition 

On a: Dl= IR. 
Dérivée et sens de variation 
f est une fonction polynôme ; donc, f est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction f' : x ~ x 3 + x 2 - 2x. 
Or : t/ X E IR, x 3 + x 2 - :ix = x(x - 1)(x + 2). 
On a : f'(- 2) = f'(O) = f'(1) = O ; 

tl x E ]- 00 ; - 2[ U )0 ; 1[, f'(x) < 0 ; donc, f est d.écroissante sur]- oo ; - 2[ et sur ]O ; 1[ ; 
tl x E ]- 2 ; O[ U ]1 ; + 00[, f'(x) > 0 ; donc, f est croissante sur ]- 2 ; O_[ et sur ]1 ; + oo[. 
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Étude aux bornes de l'ensemble de définition 

On a : lim f(x) = lim x4 = + 00 

X ➔ +oo X ➔ + oo 4 

et lim f(x) = lim X
3 = + =. 

X ➔ +oo X X ➔ + oo 4 

Donc, ('€) admet en + 00 une brande ~~qu,e 
de direction celle de (OJ). 

On démontre de même que lb:::! '""~ = - = et 
.::c--..x:-

que (~) admet en - oo une hnr l'r: ~ ?=='= x ~~, _ ~ de 

direction celle de (OJ). 

Tableau de variation. 

X - 2 - --oo - - = 

f(x) - 0 - ., - i) 7 

+ 00 - + = 
f(x) ~- ~~ ~ 11/ 

La représentation graphique suggère et on 
démontre que (~ ) admet deux points d'in­
flexion. 

Courbe représentative 

2x2 - 3x + 3 
Ell:;;';ii;l~ Étude de la fonction f : x ~ 

x2 - 2x + i 
Ensemble de définition 
Le polynôme (x2 - 2x + 2) n'a pas de racine dans IR ; donc, Dr = IR. 

Dérivée et sens de variation 
f est une fonction rationnelle ; _ x(x _ 

2
) 

donc, f est dérivable sur son ensemble définition et sa dérivée est la fonction f': x -
(x2 - 2x + 2)2 

On a : f'(O) = f'(2) = 0 ; 
\;/ x E ]- oo; O[ U ]2 ; + oo[, f'(x) < 0; donc,/ est décroissante sur]- oo; O[ et sur ]2; + oo[; 

V x E ]O ; 2[, f'(x) > 0 ; donc, f est croissante sur ]O ; 2[. 

Étude aux bornes de l'ensemble de définition 
2x2 2x2 

On a : lim f(x) = lim """"Y= 2 et lim f(x) = lim - 2 = 2. 
x ➔ - oo x ➔ - oo X x ➔ + oo x ➔ + oo X 

Donc, la droite (<.2b) d'équation y = 2 est asymptote à (~ ) en - 00 et en+ 00• 

Tableau de variation Courbe représentative 

X - 00 0 2 + 00 

f(x) - 0 + 0 -

f(x) 
2 5 

~ ~/ 2~ 2 
La courbe représentative suggère que le point n(~) 
est un centre de symétrie de (<fl,). 
Démontrons ce résultat. 

x-1 
On a : V x E IR, f(x) = 2 + ---- ; 

(x - 1)2 + 1 
donc, une équation de (~) dans le repère {Q, of,ë5jJ est : 

i 

X Y=--. 

i 

. 

J 

0 

X2 + 1 
Or la fonction x- "V?X est impaire. Donc Q est un centre de symétrie de('€). 

A-+1 ' 
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Étude de la fonction f : x ~ 
x2 - x- 2 

x3 

Ensemble de déf inition 
Le polynôme (x2 - x - 2) a pour racines - 1 et 2 ; donc, D

1 
= IR \ [- 1 ; 2). 

Dérivée et sens de variation 
f est une fonction rationnelle; x2( .2 _ 

2 
_ 

6
) 

donc, f est dérivable sur son ensemble définition et sa dérivée est la fonction r: .r-. - x x 

Ona: f'(x) = Ü ~ X = 0 OU X= 1 + 7 OU X= 1- { 7 . 
(x2 - 2x - 2)2 

x2 
De plus : 'ï/ x E IR \ {- 1 ; 2), - ---- ~ 0 ; 

(~2 - 2x - 2)2 
• 

donc, f'(x) est du signe du polynôme (x2 - 2x - 6). 

On a : 'ï/ XE ]- 00 ; 1 - J7 [ u ]1 + r7 ; + 00[, f'(x) > 0 ; 
donc, f est croissante sur]- oo ; 1 - ,7 [ et sur ]1 + [7 ; + oo[ ; 

'ïl XE ]1 - J7 ; - 1[ U ]- 1 ; 2 [ U ]2 ; 1 + J7 [, f'(x) < 0 ; _ 
donc,fest décroissante sur chacun des intervalles ]1 - J7 ; - 1[, ]- 1 ; 2 [ et ]2 ; 1 + , 7 [. 

Étude aux bornes de l'ensemble de définition 
3 

• On a : · lim f(x) = lim ·\ = + 00 et lim f (x) = - oo. 
X ➔ +- X ➔ +-X X ➔ - -

En effectuant la division euclidienne de x 3 par (x2 - x - 2), on obtient: 
3x + 2 

'ïl x E IR \ {- 1 ; 2), f(x) = x + 1 + xz _ Zx _ 
2 

Or : lim , 3x + 2 = lim 1- = O. 
x ➔ +- x 2 - 2x -2 x ➔ +- X 

Donc, la droit~ {0.i1) d'équation y = x + 1 est asymptote à (<t;) en + oo. 

On démontre de même que (21\) est asymptote à (Cf5) en - oo, 

• On a également: lim f(x) = - 00 et lim f(x) = + oo; 
x ➔ -1 x ➔ - 1 

< > 
donc, la droite (21J) d'équation x = 1 est asymptote à (Cf5). 

De même : lim f(x) = - 00 et lim f(x) = + 00 ; 

x ➔ Z x ➔ 2 
< > 

donc, la droite (0.i3) d'équation x = 2 est asymptote à (Cf5). 

Tableau de variation 

X - oo 1-✓7 - 1 0 2 1 +[7 + 00 

j7(x) + 0 - 1 - 0 - - 0 + 

/ M~ +oo +~ m/ oo f(x) ~ 
- 00 - 00 - 00 

• On a: M = 
20-14✓7 

donc: M "" - 1,89. 
9 ' 

20 + 14✓7 
donc : m "" 6,34. m= , 

9 
M est un maximum relatif et m est un minimum relatif de f 

• 0 est un point d'inflexion de (Cf5). 

Courbe représentative 

(~ 2) 
l­

- __ I 

f €) 
.---+--- 1 
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-.,.2~-... Fonctions irrationnelles 
1 

•~r;,, ,4J1 Étude de la fonction f : x 1-----? --=~= 
Ensemble de définition x2 + 1 
On a : 'cf x E ~. x2 + 1 > O ; donc, Dr = ~-
De plus, f est une fonction paire ; donc, on restreint son étude à l'intervalle [O ; + 00[, on trace la courbe 
correspondant à cet intervalle et on complète par la symétrie orthogonale d'axe (OJ). 

Dérivée et sens de variation 
1 f est la composée des fonctions x - .x2 + 1 et x ~ ✓x • 

Ces fonctions sont dérfrables sur leurs ensembles de définition. 
Donc, f est dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction f' : x ~ - x 

On a : f'(O) = O ; J(x2 + 1)3 

'cf x E ]O ; + 00[, f'(x) < 0 ; donc, f est décroissante sur ]O ; + =[. 

Étude aux bornes de [O ; + oo{ 
On a : lim f(x) = 0 ; donc, la droite (OI) est asymptote à (C€) en + oo . 

x ➔ +"" 

Tableau de variation Courbe représentative 

X 0 + 00 

f'(x) 0 -

f(x) 1 ~ 
0 

L__ 

~Barr:"'""""-d Étude de la fonction f: x 1-----? ~ JI x2 - 4x 12 1 

Ensemble de définition 
On a: 'cf x E ~. lx2 -4x - 1 2 I ~ O ; donc, D

1 
= ~-

f est la composée de deux fonctions continues sur ~ ; donc, f est continue sur ~­
On a : 'cf x E ~ . x2 - 4x - 12 = (x + 2)(x - 6) ; donc : 

j 
f(- 2) = [(6) = 0 

f(x) = ~- Jx 2 
- 4x - 12 , si x E ]- oo ; - 2[ U ]6 ; + oo[ 

f(x) = ~ J- x2 + 4x + 12 , si x E ]- 2 ; 6[. 

Dérivée et sens de variation 
• f est dérivable sur ~ \ {- 2 ; 6} et on a : 

f'(x) = 1._ X -
2 

, si X E ]- 00 ; - 2[ U ]6 ; + 00[ 

4 
Jx 2 - 4x - 12 

3 -x+2 
f'(x) = - -;::::==============- , si x E ]- 2 ; 6[. 4 

J-x2 + 4x +12 

On a : ['(2) = 0 ; 

'cf x E ]- 00
; - 2[ U ]2; 6[, f'(x) < 0; donc,[ est décroissante sur]- oo; - 2[ et sur ]2; 6[; 

'cf x E ]- 2 ; 2[ U ]6 ; + oo[, f'(x) > 0 ; donc, f est croissante sur]- 2 ; 2[ et sur ]6 ; + 00[. 

• On a: lim 
x➔ -2 

< 

f(x) - f(- 2) = lim _ 1._ Jcx + 2)(x - 6) 

X + 2 X ➔ -2 4 - X - 2 

Dé même, on a : lim 
x ➔ -2 

> 

< 

f(x) - f(- 2) 

x+2 
= + 00, 
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Donc,/n'est pas dérivable en - 2 et(~ ) a une demi-tangente parallèle à (OJ) au point d 'abscisse - 2. 
On d.émontre de même que /n'est pas dérivable en 6 et que (<€) a une demi-tangente parallèle à (OJ) au 
point d'abscisse 6. 

Étude aux bornes de l'ensemble de définition 
• On a : lim (x2 

- 4x - 12) = + 00 ; donc : lio N I = - = . 
X ➔ -~ X --~ 

De plus: 

I . ( 4 1~) 
f( ) 3 vx2 1 - X - • ~ 

lim -=- = lim _ ______ r-_ . = -,.;._ - ~ 1 -_±_- 12 =- 3
4 x ➔ -oo X x➔ -oo 4 X ;::::_- ~ X x 2 

[ 
3 ] 3 (x2 

- 4x - 12) - r 
lim f(x) + 4 x = lim 4 X ➔ -oo x ➔ -oo ,JXZ - 4.l:'. - 12 - X 

Donc, la droite (21\) d'équation y= - ~ x + ~ es: ê.:::-_ __....? c. r~. eè! - 00• 

3 3 On démontre de même que lim f1x ) = + oc et~-? ' = ::..- ,--= f°"' _ 2 ~tion y = 4 x - 2 est asymp-
tote à(~) en+ oo. x ➔ += 

Tableau de variation Courbe rep~!c5 e 

X -00 -2 2 6 7 00 

f'(x) - Il + 0 - rr + 

f(x) +~ o / 3 ~ o / 00 

=---2.31J Fonctions trigonométriques 

; 2 sin2x 
□~ · ., Etude de la fonction f : x i-7 ---

1 + cosx 
Ensemble de définition 

0 'I 

On a: 1 + cosx = 0 ⇒ x = 1t [Z1t] ; donc, Df = IR\ {1t + k21t, k E I}. 
De plus, f est impaire et périodique de période 21t ; donc, on restreint son étude à l'intervalle (0 ; n:[, on 
trace la courbe correspondant à cet intervalle et on complète par la symétrie de centre 0, puis par la 

➔ 

translation de vecteur Z1t OI. 

Dérivée et sens de variation 
f est le quotient de deux fonctions dérivables sur leur ensemble de définition ; donc, f est dérivable sur 

· 4(cos2x + cosx - 1) 
son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction f' : x ,.__,. ------ - - . 

1 + cosx 

Ona: · "i/ x E (0 ; n[, 1 + cosx·> 0 ; donc, f'(x) a le même signe que (cos2x + cosx - 1). 

On pose: 2 - 1 - . ✓5 - 1 + ✓5 X = cosx ; le polynôme (X + X - 1) a deux racines : 
2 

et 
2 

Ona: - 1 ; ✓5 fl_ [- 1 ; 1] et - 1 ~ { 5 E [- 1 ; 1]. 
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1 5 Soit a _'élément de l'intervalle (0 ; rr[ tel que : casa = - ; 

On a : f'(a) = o ; 
V x E [O ; ·a[, f'(x) > 0; donc,fest croissante sur [O; a[ ; 

V x E .]a ; n[, f'(x) < 0 ; donc, f est décroissante sur ]a ; n[. 

Étude aux bornes de [O ; n[ 
On a: lim sin2x = 0 et lim (1 + cosx) = 0 ; 

X<1t X<1t 

on ne peut pas trouver directement la limite en 7t de f(x). 

4 sinx cosx (1 - cosx) 4 cosx (1 - cosx) 
On remarque que : V x E ]O ; n[, f(x) = -------- = -------

1 - cos2x sinx 
. 4 cosx (1 - cosx) 

Donc : hm f(x) = lim ------ = - oo. 
_ x < 1t x < 1t sinx 

On en déduit que la droite ('2fl) d'équation x = 1t est asymptote à («5). 

Tableau de variation Courbe représentative 

X 0 a 7t 
- \1 1-----

f'(x) 2 + 0 -

f(x) 
/ f(a) ~ 

0 -oo \ , -ri --\ , ;1 ffr r- - -- · 71\ 
[ V:. - \ -7t·H-· .. ·-_·--· -+-·-___ \ _,_\ J ____ -+-_ -U-+:-,J- 1 ~s;,)~•~"-1• --~! On a : a"" 0,904 et fla) "" 1,201. 

! ----1--

1 

f---+---1---- , ......... .... _ ............. , _____ ..... _ ... , ... _ .__-+-_ , --- 11- -, - +---1---1 

mms~lli.oe~ Étude de la fonction f : x ~ x - sinx 

Ensemble de définition 
On a: D1 = IR. 
De plus : V x E IR, f(x + 2n) = f(x) + 27t. 

Soit M(;) un point du plan et M'(~:;:) son image par la translation t de vecteur 21t(OI + oj). 
On a: M' E («5) ~ y+ 2n = f(x + 21t) 

~ Y= f(x) 
~ M E («5). 

On en déduit que («5) est globalement invariante part et on restreint l'étude de f à un intervalle_ d'ampli­
tude 2n, par exemple [- 7t ; n]. 

On remarque également que f est impaire ; donc l'intervalle d'étude peut être réduit à [O ; n]. 

On étudie la fonction sur l'intervalle [O ; n], on trace la courbe correspondant à cet intervalle et on com­
plète par la symétrie de centre 0 , puis par la translation t. 

Dérivée et sens de variation 
f est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction f' : x ~ 1 - cosx. 

On a : f'( 0) = 0 ; 
V x E ]0; n], f'(x) > 0 ; donc,[ est croissante sur ]0; n]. 
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Tableau de variation Courbe représentative 

X 0 1t 

f'(x) 0 + 2 
- 1-

1 . --,- --

f(x) ________. 1t 
1 i ~~----------1 

0 --------+-~-· - - 1 ~ 

( 

• On a: V x E IR, x-1 5f(x) 5 x + 1: 

donc, (~) est comprise entre les droites .. ~ 
et (<21l') d'équations respectives y = .r - -: ~ 
y =X + 1. 

(~ ) est tangente à (9l) aux points d'abscisses 

; + k2n (k E &'.) ; 

(~) est tangente à (~') aux points d'abscisses 

- ; + k2n (k E &'.). 

• La dérivée seconde de f est la fonction 
f" : x ~ sinx ; donc, les points d'abscisses 
kn (k E 2 ) sont des points d'inflexion de (~ ). 

2a 

2.b 

2.c 

2.d 

2.e 

Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 
a] x-(x-1)2(x+ 1) b) x-x4-10x2 + 9. 

Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 

x 2 
- 12x - 4 - 2x2 

- 4x + 5 
a)x----- b)x- . . 

x 2 - 4x + 5 (x - 1)2 

Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 

) 
x 2 +5x-4 b) -2x2 +3x+2 

ax----- x--- ---. 
2x Zx - 1 

Soit fla fonction définie par f(x) = h - x et 
(<(g) sa courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f 
sur son ensemble de définition. 
(«g) admet-elle une tangente au point d'abscis­
se 4? 
2. Étudier les variations de f et la branche infi­
nie de («6). 
3. Tracer(~). 

Soit fla fonction définie par 
f(x) = Jx 2 + 3x - 4 et (~ ) sa courbe représenta­
tive. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f 
sur son ensemble de définition. 
(«6) admet-elle des tangentes aux points d'abs-
cisses - 4 et 1 ? · 

---.---+---'-- -+---+-

2.f 

2 .g 

• 
-;: 

2. Étudier les variations de f et les branches 
infinies de (~ ). 
3. Tracer(~ ) et démontrer qu'elle admet un axe 
de symétrie, dont on précisera une équation. 

Soit fla fonction définie par 
f(x) = sinx - ; sin3x et ('€) sa courbe repré­
sentative. 
1. Justifier que l'ensemble d'étude de f peut 
être réduit à l'intervalle [O ; n]. 
2 . a] Démontrer que : 

'ï/ x E IR, f'(x) = 2 sinx sin2x. 
b) Dresser le tableau de variation de f sur (0; 1t]. 
3. Tracer («6) ; préciser les coordonnées de ses 
centres de symétrie et des points où la tangen­
te est parallèle à (OI). 

Soit fla fonction définie par f(x) = 1 + sinx 
et («6) sa courbe représentative. 1 - cosx 
1. Déterminer Dr; justifier que l'ensemble d'étu­
de de /peut être réduit à l'intervalle [- 1t; 1t). 
2. a) Démontrer que : 

, J2 cos( x + : ) - 1 
'ï/ X E Dr, f (x) = --~-.::..:....-

(1 - cosx)2 

b) Dresser le tableau de variation de f sur [-1t ; 1t). 
c) Vérifier que sur cet intervalle (<(g) présente 
une seule branche infinie, dont on précisera la 
nature. 
3. a) Tracer ('€) ; préciser les coordonnées des 
points où la tangente est parallèle à (OI). 
b) Déterminer une équation des tangentes aux 
points d'abscisses - 1t et 1t. 
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Le plan est muni du repère {O, I, J}. 

C alculs de dérivées 

1 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) x ~ - x5 + x 3 - 4 b) x >-+ (.t' + 1)4 

c) x ~ [5x + 2)3(3 - 4x) d) x >-+ -'-..s(z - -u-")3. 

1 Déterminer la dérivée des fonctions sui.antes. 

2x-1 
0) X>-+ 

~ -x+ 1 

c) x >-+ -- -
( 

X -1 )? 
3x + 1 

d) x-
(2x - 1)2 

(3x + 1)3 

3 Dans chacun des cas suivants, étudier la déri­
vabilité de la fonction[ sur son ensemble de définition 
puis déterminer sa dérivée. 

a) f(x) = Jx 2l - 3x b) f[x) = (x2 - l)J x + 1 .... 
c) f[x) = ✓ ~ ~ Î d)""f[x) = {~ = i 

4 Soit fla fonction définie par : 
f[x) = sin6x + cos6x + 3sin2xcos2x . 

Démontrer que f est une fonction constante. 

5 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes. 

a) x ~ cosx - sinx 

c) x ~ sin(x2 
- ~ ) 

e) x ~ sin(cosx) 

g) x ~ sin ✓ 1 ~ x2 

i) X ~ 
1 + cosx 

sin2x 

b) x >-+ cos(- 3x + ; ) 

d) x >-+ sin2(2x - : ) 

f) x >-+ x 2cos..1. 
X 

h) x ~ tan(tanx) 

.
1 

Jx2 - 4x 
1 x >--t cos2x 

6 En utilisant la définition du nombre dérivé, 
calculer les limites suivantes. 

a) lim 
sinx- sina 

b) lim 
tanx- tana 

x ➔ a x - a .t' ➔ a x - a 

c) lim 
cos2x - cos2a 

d) lim 
cosx + 1 

x ➔ a x - a X ..... lt X - 1t 

e) lim 
2sinx-1 

f) lim 
cos3x + 1 

x➔½ · 6x - 1t X➔ 1t X -1t 

1 En utilisant la définition du nombre dérivé, cal­
culer les limites suivantes. 

/x+i- 1 
a) lim 

X ➔ O X 

b) lim Jz- J~ 
x ..... 1 x - 1 
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~--
) l

. , x 2 + X + 3 - 3 
C lm 

x ➔ 2 x-2 
d) lim {k - f;'+B 

X ➔ 3 2x-6 

x2-3x+1 8 Soit la fonction f: x >-+ ---- et (~) sa 
x +1 

courbe représentative. 
1. Détemùner une équation de la tangente à ('(g) au 
point d'abscisse 1. 
2. E.xL"'le-t-il des points de ('(g) où la tangente a pour 
coe5ciffi:1 directeur - 4 ? 
3. ~xiste-t-il des points de ('€) où la tangente est paral­
lè:e à la droite d"équation 3x - 2y + 1 = 0 ? 

9 Dans chacun des cas suivants, étudier la déri­
rnbilité de la fonction f sur son ensemble de définition 
puis déterminer sa dérivée. 

a) j{x) = (f 2x2 - X - 6)5 

c) f{x) = 
~2x2 - x . - 6 

1 

b) fix) = (o/2x2 - x -6)3 

1 
d) fix) = - ,,_..- _- _ -_ -_ -_ -_ - . 

( J- 2x2 + X+ 6 )3 

D érivée de fonctions 
réciproques 

10 Soit/la fonction de [O; ~] vers (0 ; 1] définie 
par : f[x) = sin2x. 
1 . Démontrer quefadmet uneîonction réciproquef-1 . 

2. Déterminer l'ensemble sur lequelf-1 est dérivable et 
démontrer que sa dérivée est la fonction : 

1 
X >-+ - = --===- . 

z✓x h - x 

11 Soit fla fonction de [O; ~ [ vers [1 ; + 00[ défi­

nie par: f[x) = -
1

- . 
cosx 

1. Démontrer que f admet une fonction réciproque 1-1 . 

2. Déterminer l 'ensemble sur lequel r-1 est dérivable et 
démontrer que sa dérivée est la fonction : 

1 
x- --=- . 

x Jx 2 - 1 

1 i Soit fla fonction de )- TC ; 1t[ vers IR, définie 

par : f(x) = tan 1 · 
1. Démontrer que f admet une fonction réciproqu e f -1: 

2. Démontrer que 1-1 est dérivable sur son ensemble de 
définition et déterminer sa dérivée. , 

C omparaison de nombres 

13 Utiliser l'inégalité des accroissements finis 
pour obtenir une majoration du nombre : ./33 - ./32 . 



14 1. Démontrer que pout tout nombre réel a de 
l'intervalle [0 ; ~ ], on a : a~ tana -~ 2a. 

2. Démontrer que pour tous nombres réels a et b de l'in­
tervalle [O ; ~ [, on a : 

b-a b-a 
- -,- ~ tanh - tana ~ - - . 
cos-a cos2b 

15 Démontrer que pour tout nombre réel x de 

1,. t all [O · l ] · x ,-:-- x m erv e . 2 , on a . 1 - '7 ~ v 1 - x ~ 1 - 2 . 
~2 

16 1. a) Étudier le sens de variation de la fonction 
X t----i> 3.\..J - 5X. 

b} Comparer les deux nombres A et B: 
A= 3 X (0,745 356 123)3 - 5 X (0,745 356 123), 

B = 3 X (0,745 356 124)3 - 5 X (0,74;i 356 124). 
2. Utiliser un procédé analogue pour comparer les deux 
nombres C et D : 

✓5 (2,098 765 432 1)2 

C=-- - - ----
1 - 2,098 765 432 1 

J5 (2,098 765 432)2 

D= 
1 - 2,098 765 432 

17 a et b sont deux nombres réels strictement 
positifs tels que : a + b = 1. 
Quelles sont les valeurs extrêmes de a 3 + b3 ? 

D érivées successives 

18 Déterminer les dérivées premièrn et seconde 
des fonctions suivantes. 

X x2 +1 ,------- -
a} x - -- b) x - -- c] x - Jx2 - 2x .l.-2 - 1 2x 

d} x - cos3x e) x - sin3x fJ x - tan2x. 

19 Déterminer la fonction polynôme f du quatriè­
me degré telle que : /(- 1) = 1, f'(- 1) = 2,f"(- 1) = 3, 
[131(- 1) = 4 et /141(- 1) = 5. 

10 1. Soit fla fonction définie par : f(x) = cos..\'.'. 
Démontrer par récurrence que la dérivée n- ième de f 
est la fonction f ini définie par : Jinl(x) = cos{x + n ~). 

2. Utiliser le résultat de la question précédente et celui 
établi à propos de la fonction sinus (cf. paragraphe 1.4. 
de ce chapitre) pour déterminer la dérivée n-ième des 
fonctions x - sin(ax + b) et x - cos(ax + b). 
3. Application 
Déterminer la dérivée n-ième de la fonction : 

x - cos2x - sin ~ . 

,, 
Etudes de fonctions 
11 Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 

courbes représentatives. 
2x+ 1 a} Xl---i> 
x - 1 

b) x - 2x- 3 
3x2 -4x 

x2 + 3..t" 
C) X l---i> ---r-4 
e} X t----i> x2 + 4x - 3 

x2-2x-3 

d} X l---i> - .\.-2 -X+ 8 

."\.-2-x-2 

x2 fJ x-+ --. 
.r3 + 1 

I! Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 

] 
· 2.\.-2 .- 3x + 6 

Q Xt----i> - - --­
X-2 

.x2 -r .r -2 
b) X t----i> 

x - 2 
2-"l.J 

C} Xt----i> --­r + 1 
d] X t----i> __ .r3 _ _ 

x 2 +x -2 

13 Dans chacun des cas suivants. éturl iP.r la fur_c­
tion f et tracer sa courbe représentative. 

a) f(x) = x3 + 3x
2 

+ 10x + 5 
(x + 1)2 

(On pourra écrire f(x) sous la forme 
C d 

ax + b + -_-
1 

+ (. )2 , 
X+ X+ 1 

où a, b, c, et d sont quatre nombres réels.) 

b) f(x) = .r3 + 3x2 - 4x - 20 
2(x + 3) 

(On pourra écrire f(x) sous la forme a'x2 + b' + -½ , 
où a', b' etc' sont trois nombres réels.) x + 

14 Soit la fonction f: x -1 x 2 - 11 + 2 1 x 1- 3 et 
('(.:) sa courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en - 1 , 0 
et 1. 
2. Étudier les variations de f et tracer ('(.:). 

115 . l f I X 2 + X 1 + 1 
~ S01t a onction f: x -

1 1 
et ('(.:) sa 

b 
, . x+l 

cour e repn:stmtative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en - 1 et O. 
2. Étudier les variations de f et tracer ('(.:). 

x:2 +1\:-21 16 Soit la fonction f: x - · 
1 

• 
1 

et (<~) sa 
x+1 

courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en - 1 et 2. 
2. Étudier les variations de f et tracer ('(.:). 

17 Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 

a) x - x 2 
- 4 /x b) x - -~ + 3 + J x - 2 . 

18 So~t la fo1;1ction f: x - ✓ ~ x(6 -x) et('(.:) sa 
courbe representative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition ; (~ ) admet-elle des tangentes 
aux points d'abscisses 0 et 6 ? 
2. Étudier les variations de f et tracer (~) . 
Démontrer que cette courbe ad.met un axe de symétrie. 

19 Soit la fonction/:~- ; J(x + 3)(x - 5) et(~ ) 
sa courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition ; (~) admet-elle des tangentes 
aux points d'abscisses - 3 et 5 ? 
2. Étudier les variations de f et préciser l'allure de (~ ) 
en - oo et en + oo. 

3. Tracer (~ ) et démontrer qu'elle admet un axe de 
symétrie. 

Dérivation - Études de fonctions 229 



, 3~ Soit 1:a fonction f: x - ✓ et (~ ) sa cour-
:Je :-e;t.resE1tatiwe. . 
1. Ébidier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition. En déduire que (~) admet une 
demi-tangente parallèle à (OI) au point d'abscisse O. 
2. Étudier les variations de f 
Démontrer que (<f6) admet trois asymptotes. 
3. Tracer (<f6). 

31 Soit la fonction f: x - ,/x-: Î ~ [-i.) su:a?::·-
be représentative. x · 
1. Étudier la continuité et la dériniliilité de f sur son 
ensemble de définition. En déduire que ('€) admet une 
demi-tangente parallèle à (OD au point d'abscisse 2. 
2. Étudier les variations de f 
Démontrer que (<f6) admet deux asymptotes. 
3. Tracer (<f6). 

32 Soit fla fonction définie par: 

f(x) = 2cos3; - 3cosx. 

1. Justifier que l'ensemble d'étude de f peut être réduit 
à l'intervalle [O ; 2n]. 
2. Démontrer que : 'if x E ~. f'(x) = 2 sinx sin2x. 
3. Dresser le tableau de variation de f sur [O ; 2n]. 
4. Tracer la courbe représentative de f 

33 Soit fla fonction définie par 
sinx + sin2x · , . 

f(x) = - ---- et(~) sa courbe representat1ve. 
1 + COS.X 

1. Déterminer Dr ; justifier que l'ensemble d'étude de f 
peut être réduit à l'intervalle [O ; n]. 

. D, ,._, D •· f'( ) 2cosx + cos Zx 2. emontrer que : v x E f, x = ----- -. 
· 1 + cosx 

3. Vérifier que sur [O ; n] (<f6) présente une branche infi­
nie, dont on précisera la nature. 
4. Dresser le tableau de variation de f sur [O ; n]. 
5. Tracer (c<&) sur l 'intervalle [- 27t ; 2n] ; préciser les 
coordonnées de ses points d'inflexion. 

34 Soit fla fonction définie par 
f(x) = tan2x - 2tanx et (~) sa courbe représentative. 
1. Dêterminer Dr; justifier que l'ensemble d'étude de f 
peut être réduit à l'intervalle [O ; ~ ]. 
2. Démontrer que : 
,._, f'( ) 2tan2x(1 + tan2x)(3 - tan2x) 
V XE D ' . X = --- --- - - ---

! (1 - tan2x)2 

3. Vérifier que sur [O; ~] N) présente deux branches 

infinies, dont on précisera la nature. . 
. 4. Dresser le tableau de variation de f sur [ 0 ; ~ ] . 

5. Tracer (<f6) sur l'intervalle [- 7t ; n] . 

35 Soit fla fonction définie par . 
4sin2x + 3sinx , . 

f(x) = . et (~) sa courbe representatlve. 
smx - 1 

1. Déterminer Dr. Démontrer que lès droites d'équa­

tions x = ~ et x = 3; sont des axes de symétrie de <€). 

À quel ensemble peut-on réduire l'étude de f? 
2. Démontrer que : 

f
'( ) cosx(2sinx - 3)(2sinx - 1) 

'if X E D ' X = --.- ------ --
! (sinx- 1)2 

3. Étudier les variations de f sur l'intervalle [ ~ ; 3;]. 
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Démontrer que sur cet intervalle (<€) présente une seule 
b:an:he infinie, dont on précisera la nature. 
4. Tracer(<(6) sur l'intervalle [- 3n ; 3n]. 

k-' ~ ~ ;I • J î • J~J •J f} ï :fZ13%i r 
36 Soit/la fonction définie par: f(x) = ✓ 1 2x. 

cos 
1.. ~:.. ·.:,;a que f est deux fois dérivable sur l 'intervalle 
·_ :;: - .:: ( 
- ~ . ..;. -
2- îlé a, ~ :e: que pour tout nombre réel x de cet inter­
nill~ ::c a : ftx) + f(x) = 3/5(x). 

3 7 &F.: /1..a fonction définie par : 
14tr) = (1 + xJn (n E ~*). 

1. Déterminer la dérivée de f 
2. Après a-rni:r dérnloppé /(x ) par la formule du binô­
me, donner une autre ro.rpression de cette dérivée. 
3. En déduire la valeur des sommes suivantes : 

n CP 1 c 2 3 c" a) :E p = lC + 2 n + 3C + ... + n n ; p;1 n n n 

b) :f (- l)P+1pcP = 1Cn
1 

- 2C2 + 3C3 + ... + (- 1tnc:. p;1 n n n 

38 Soit/la fonction définie par: 
f(x) = x(l + x)n (n E N*\(11). 

1. Déterminer la dérivée de f 
2. Après avoir développé f(x) par la formule du binô­
me, donner une autre expression de cette dérivée. 
3. En déduire que : 

a) f;o (p + l)C~ = (n + 2)2n-1 ; 

b) i;o (- 1}P(p + l)C~ = O. 

39 Soit fla fonction définie par : f(x) = -
2

1 
. 

X -1 
1. Déterminer les nombres réels a et b tels que: 

a b 
'if XE ~\(-1 ; 1), f(x) =-

1 
+ -

1
. 

X - X+ 

2. Soit n un nombre entier naturel non nul ; démontrer 
qu'il existe un polynôme P n• de degré n , tel que : 

n! P (x) 
\/ x E ~\{-1 ; 1), fnl(x) = (- lJn " 

2(x2 - 1)"+1 

·où Jinl est la dérivée n-ième de f 

40 Formule de Leibnitz 
On considère deux fonctions f et g dérivables jusqu'à 
l'ordre n sur un intervalle K. 
1. Déterminer if g)' et if g)". 
2. Démontrer que: if g)l3l = fl3lg + 3f"g' + 3f'g" + Jgl31. 
3. En utilisant un raisonnement par récurrence, donner 
une expression ùe (f g)!nl. 
4. Application 
Déterminer la dérivée n-ième des fonctions suivantes. 
a) x - xcosx b) x - x 2cosx 

c} x - (x2 + 3x - l)sinx d) x 1-7 1.. 
X 

41 Soit fla fonction définie par : 
f(x) = E(x) + [x - E(x)]2, 

où E désigne la fonction partie entière. 
1. Démontrer que : 'if x E ~. f(x + 1) = f(x) + 1. 
Donner une interprétation graphique de ce résultat. 
2. Étudier f et tracer sa courbe représentative sur l'in­
tervalle [- 3 ; 3]. 



41 Soit a, b, c trois nombres réels et f une fonc­
tion périodique, de période 2, telle que : 

V x E [O ; 2[, f(x) = x4 + bx3 + cx2 + dx. 
On désigne par(~ ) sa courbe représentative. 
1. Calculer /(2). Trouver, sous la forme d'une relation 
entre b, c et d, une condition nécessaire et suffisante 
p our que f soit continue sur ~-
2. Déterminer b, c et d pour qu'en plus f admette en 1 

un extremum relatif égal à - ~ . 
3 . Étudier alors la dérivabilité de f et construire (<€), en 
précisant ses points d'inflexion et axes de symétrie. 

43 Soit fla fonction définie par : f(x) = x , X + 1 . 

1. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. En déduire le tracé des courbes d'équations : 
y = /x3 + x2 et y 2 - x3 - x2 = O. 

2 l 

44 Soit la fonction f: x >-4 x3 - 3.r3 _- 2_ 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentath-e. 
2. En déduire la courbe représentatirn de la fonction 
g : X >-4 /( J X J ). 

45 Soit fla fonction définie par 

f(x) = J1x2 - 6x + 51 et(~ ) sa courbe représentative. 

1. Exprimer f(x) sans le symbole « valeur absolue ». 

2. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition ; (~ ) admet-elle des tangentes 
aux points d 'abscisses 1 et 5 ? 

3. Étudier les v.ariations de f 
4 . Démontrer que les droites d 'équations y = x - 3 et 
y = - x + 3 sont asymptotes à (({6). 
5 . Tracer ('<6) et démontrer qu'elle adm et un axe de 
symétrie, dont on précisera l 'équation. 
6. Démontrer que, pour tout nombre réel x de l'inter-

valle (1 ; 5], le point M(Ix)) est à une distance constan-

_te du point n(D . 
En déduire la nature de (~ ) sur l'intervalle [1 ; 5). 

46 Soit/ la fonction de [-1t; 1t] vers IR, définie par: 

f(x) = sin3x - J3 cos3x. 

1. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. Déterminer, graphiquement et selon les valeurs du 
nombre réel m , le nombre de solutions dans l 'intervalle 
[- 1t ; 1t] de l'équation : sin3x - ,13 cos3x = m. 

47 1. Soit/la fonction de ]O ; 2[ vers~ définie par: 

f(x) = tan( ~ (x - 1)). 
Étudier f et tracer sa courbe représentative (~). 
2. Justifier que f est bijective ; 
soit g sa fonction réciproque. 
Démontrer que g est dérivable sur IR et que sa dérivée 

l J: • ' 2 est a 1onct10n g : x ~ - --
1t(x2 + 1) 

'-

3. On considère la fonction h, définie par : 

h(x) = g(x) + g(.1.). 
X 

Étudier la dérivabilité de h sur son ensemble de défini­
tion et déterminer sa dérivée. En déduire la formule 
explicite de h sur )- oo ; O[ et sur )0 ; + oo[. 

48 Le repère (0, I , J) est orthonormé. 

1. Soit la fonction cp : x ~ - ~ + x 
2 Jx2 + 1 

c, Démontrer que pour t élément ~e ]- ~ ; ~ L on a : 
1 smt 

cp(tant) = - 2 + -
2
-. 

b :::.=: èéduire le signe de <p(x) pour tout-~ élément de R 

'!.. Sc:;. !a :on~on f: _x ~ - -~ + 1 + ~ Jx z + 1 et (((5) 
sa :::o.:::Je ::epresentative. 
~ - r ~ ~ r la position de («G} par rapport à ses 
=_ ~ puis construire ('@). 
3. '"Et:-:::=;:a- :·intervalle K pour lequel f réalise une 
~ ~:; =-. !C.. Dans ce cas, soit g la fonctiott réci­
.=-.JG.:a:e .=.,,. r ~ - J sa courbe représentative. *"' hm ; =- -= ::il .?Dw tout x élément de K. 
fr->,-"!!...= )_ =( èonn.er les coordonnées des points 
::"."r-;~ .:,,. - • a-ac(~)-

9 L c --=.cOi:'.." :Z cowbe représentative de la 
~...ction r ~ ran.r se- . i=e;-ralle (0 : 2rr]. 
b) En déduire que 1 équation tanr - x = 0 admet dans 
cet interrnlle deux solutions non nulles a et ~­
Déterminer une valeur approchée à 10--1 près de ces 
solutions. 
2. Soit fla fonction définie par : f(x ) = x sinx. 
On désigne par (({6) sa courbe représentative, par (Ll) et 
(t.') les droites d'équations y = x et y = - x. 
a} Démontrer que f est une fonction paire. 
Déterminer les abscisses des. points d'intersection de 
(C(6) avec (OI). 
b} Démontrer que : V x E ~. - x ~ f(x) ~ x. 
Donner une interprétation ·graphique de ce résultat. 
cJ Déterminer les points d'intersection de (~) avec (t.) 
[respectivement (Ll')]. 
Démontrer qu'en chacun de ces points, (Ll) (respective­
ment (Do')] est tangente à.(«;;). 
d} Étudier les variations de f sur l'intervalle [O ; 21t]. 
Tracer (((5) sur l'intervalle [- 2it ; 21t]. 

50 1. Soit la fonction/: x ~ x + Jixz - 1Î et(~} 
sa courbe représentative. 
a} Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition ; (<€) admet-elle des tangentes 
aux points d"abscisses - 1 et 1 ? 
b} Démontrer que (<(51J admet deux asymptotes, que l 'on 
précisera. 
cJ Étudier les variations de f et construire (((5) . 

2. Soit la fonction g : x - x - JI x 2 - 1 1 et ('€ ) sa cour-
b 

, . g 
e representative. 

a} Démontrer que (((5) et (~1} sont symétriques par rap-
port au point O. · · · 
b) Construire (((5) sur le même graphique que('€). 

51 1. Soit la fonction f: x - ( J .i - 1 ) 2 et ('€) sa 
courbe représentative. 
a} Étudier f et construire (cg1). 
b) Calculer fof(x) . 
Que peut-on en déduire pour la restriction de f à l 'in­
tervalle [O ; 1] et la partie correspondante de (~} ? . 

2 . Soit la fonction g : x - ( [.i + 1 ) 2 et (C(6
9

) sa courbe 
représentative. 
Démontrer que g est la fonction réciproque de la res­
triction de f à l'intervalle [1 ; + 00[. 

En déduire une construction de ('€gl. 
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51 :1. Soit 1a fonction f: x - x + J 1 + xz. 
Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. Soit les fonctions : 

g : x - ~ (x + ; ) et h: x - 1 (x - ~ ). 
Étudier le sens de variation de g et h sur ]0 ; + oo(. 
3. Soit n un entier naturel non nul et P n la fonction défi­
nie sur IR par : 

p "(x) = ~ [ (x + J 1 + xz)" + (x _. 1 + x2r l 
a) Démontrer que P n est une fonction polynôme dont on 
précisera le degré. 
b) Soit la fonction m : x - x" . 

• 't'n 

Démontrer que l'on a, suivant la parité de n : 
P = gom of OU P = hem of· n Yn n 't'n · 

c} En déduire le sens de variation de P n· 

53 Enèadrement de J 1 + a 

1. a) Démontrer que la courbe représentative, sur l'in­

tervalle (0 ; + oo(, de la fonction f: x-
1
_!__ est au-des­

+ x 
sus de sa tangente en tout point. 
b) En déduire que : 

'ri a E (0 ; + oo(, l_!__ 2'. 1 - a (1). 
+ (X 
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2. Soit la fonction g: x - J 1 + x et a un nombre réel 
strictement positif. 
a) Déterminer les dérivées première et seconde de g sur 
l'intervalle (0 ; + oo(. 

b) Vérifier que : 

'<:/XE (0; a(, 1 < '()<1 zJ 1 + a - g X - z• 
c) En appliquant l'inégalité des accroissements finis à la 
fonction g sur l'intervalle [0 ; al, démontrer que : 

1 + _a__ $ J 1 + a $ 1 + ~ (2). 
2, 1 + a 

3. Déduire des inégalités (1) et (2) que : 
? 

'ri a E ] 0 ; + =L 1 + ~ - a; $ h + a $ 1 + ~ . 

4. Application . 

Établir les inégalités suivantes. 

• 1,04 7 5 $ , 1,1 $ 1 ,05 

• 100,004 999 75 s Jio 001 s 100,005 

• 5.098 $ ,26 $ 5,1. 

En déduire une valeur approchée des nombres fü, 
, 10 00 1 et ✓26 , en précisant à chaque fois l'incertitude. 



Pri itives - Fonction 
1 garithme ·népé( en 

Introduction 

Le mathématicien écossais John NAPIER - ou NÉPER - ( 1550-
1617) inventa le mot et le concept de logarithmes en 1614 dans 
sa : Description de la stupéfiante règle des logarithmes. Son but 
était de simplifier le calcul d'un produi~ en le ramenant à celui 
d'une somme. 

Cette découverte allait donner 
naissance aux tables de loga­
rithmes, à la règle à calcul et au 
pH-mètre. 

La règle à calcul, inventée en 
1620 par /'Anglais Edmund 
GUNTER, resta l'outil de calcul 
privilégié des ingénieurs et tech­
niciens jusqu'à son abandon 
définitif ou début des années 
1970 au profit des calculatrices 
électroniques de poche. 

pH METRE JLP 30 

Un pH-mètre. 

1 • Primitives d'une fonction . . . .. .. . . .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. . . . .. . .. .. 234 

2. Fonction logarithme népérien ...... ................. ... .. .. .... 239 

3. Fonctions comportant ln .. ..... ....... .. .......... .. ...... ...... .. 245 

4. Logarithme décimal . . . . . .. . . . . . . .. . .. . . .. . . . . .. . . .. . . . . . . . . . . .. . . .. . . 24 7 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repère (0, I, J}. 

~~~ Définition et propriétés 

r,r;.;;r~ Introduction 
Dans chacun des cas suivants, déterminer une fonction F dérivable sur un intervalle K que l'on précise­
ra et dont la dérivée est la fonction f 

•f:x-3x2 

1 •f :x--~ x-

• f: X- COS X 

Soit f une fonction définie sur un intervalle K. 

• f ; X - 3x2 + COS X. 

On appelle primitive de f sur K toute fonction F de K vers ~ . dérivable sur K et telle que, pour tout 
élément x de K, F'(x) = J{x). 

Exemples 
• La fonction F: X - x 2 est une primitive sur [ij de la fonction[: x t-c> 2x; 

les fonctions x 1---7 x2 + 3, x - x2 
- Js et x.....,. x2 +; sont aussi des primitives de f sur ~ -

• La fonction G: x.....,. 3x + ✓x est une primitive sur ]O; + oo[ de la fonction g: x.....,. 3 + b· 
• La fonction H: x - 1 - cos x est une primitive sur [ij de la fonction h: x - sin x. 

2 
x 

Une fonction définie sur un intervalle K admet-elle une primitive sur cet intervalle ? 
La propriété suivante, que nous admettons, apporte une réponse partielle à cette question. 

Si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors f admet une primitive sur K . 

. R~m~cg~~ 
Soit f une fonction définie sur un intervalle K. 
• Sifn'est pas continue sur K, elle peut admettre ou ne pas adipettre de primitive sur K (cf. §1.3. TD1). 
• Si f est continue sur K, elle admet une primitive sur K mais on ne sait pas toujours en donner une for-
mule explicite. · 

eit:raillt ... *-, Ensemble des primitives d'une fonction 

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle K. 

• Pour tout nombre réel c, la fonction x .....,. F(x) + c est une primitive de f sur K. 

• Toute primitive· de f sur K est de la forme x .....,. F(x) + c, où c E [ij_ 

D émonstration 

• Soit c un nombre réel. La_ fonction x ~ F(x) + c est dérivable sur K et a la même dérivée que la fonction 
x - F(x). Donc, la fonction x .....,. F(x) + c est une primitive de f sur K. 

• Soit G une primitive de f sur K. La fonction G - F est dérivable sur K et on a : 

V x E K, (G - F)'(x) = G'(x) - F'(x) = f(x) - f(x) = 0 ; donc, G - F est une fonction constante sur K. 
On en déduit que G est de la forme x ~ F(x) + c, où c E Ill. 
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Exemple 
Les primitives sur R. de la fonction x - 2x sont les fonctions x - x 2 + c, où ce 2.. 

Soit June fonction admettant une primitive sur un intervalle K, y
0 

un nombre réel et Xa on é!irer:J ,te K. 

Il existe une primitive de f sur K et une seule qui prend la valeur y 0 en ~o· 

D émonstration 

Soit F une primitive de f sur K. Toute primitive G de 

f sur K est telle que : V x E K, G(x) = F(x) + c. 
On a : G(x0 ) = y 0 ~ F(x0) + c = y0 

~ c = - F(xo) + Yo· 

Donc, la fonction G : x - F(x) - F(x0) + y0 est la pri­

mitive de f sur K qui prend la valeur y0 en x0• 

Exemple 
Déterminer la primitive F sur IR de la fonction x - cos x qui prend la valeur - 1 en ~ . 
Fest de la forme x - sin x + c, où c E R De plus, on a: F(~) = - 1 ~ 1 + c = -1 ~ c = - 2. 

Donc, la fonction F : x - sin x - 2 est la primitive cherchée. 

==·,:r1,+2~, Calculs de primitives 

c:~r .... ,";;;ii Primitives de fonctions élémentaires 
La connaissance des dérivées des fonctions élémentaires permet de dresser le tableau suivant, où c 
désigne un nombre réel. 

Fonction[ Primitives de f Sur l'intervalle 

x - a (a E IR) x - ax+c IR 

x -xn (n EN) 
xn+l 

IR x- -- +c 
n+1 

1 (n E N\{1}) 1 
]- oo ; O[ ou ]O ; + oo[ x-- x - - (n - 1) xn-1 + c xn 

1 X-2✓x+ C ]O ; + oo[ x--
✓x 

x-xr (rE Q\(-1)) 
xr+l [ 0 ; + oo[, si r ?:. 0 

X~ --+ c 
]O ; + oo[, si r < 0 r+l 

x ~ sinx X~ - COSX + C IR 

x-cosx X~ sin X+ C IR 

1 x ~ tanx+c ](2k - 1) ~ ; (2k + 1) ~ [ (k E Z) x ~ 1 +tan2 x= --
cos2x 

Exemples 
x4 

• Les primitives sur IR de la fonction x ~ x 3 sont les fonctions x - 4 + c (c E IR). 

• Les primitives sur ]O ; + 00[ de la fonction x ~ ~~ sont les fonctions x - - _!_ + c 
A- 4x4 

(c E IR). 
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1111111111111 Primitives de la somme de deux fonctions 

Soit u et v deux fonctions admettani respectivement pour primitives sur un intervalle K les fonctions U et V. 

La fonction u + v admet pour primitiœ sur K la fonction U + V. 

En effet, U + V est dérivable sur K et Œ1 a : (L-+ V)' = U' + V' = u + v. 

Exemples 
. 2 

• Les primitives sur ~ de la fonction .r - .r - sin x sont les fonctions x~ ~ - cos x + c (c E ~ ). 

• Les primitives sur )0 ; + oo[ de la fonctio::::i .r - 2 -
1 sont les fonctions x ~ 2x - 2Jx + c (c E ~) . 

' .r 
• On a : V x E ]- ~ ; ~ [ , tan2x = (1 + tan2.r) - 1 : d onc, les primitives de là fonction x ~ tan2x sur 

]- ~ ; ; [ sont les fonctions x ~ tan x - x Tc (c E ::). 

G"""7""~ Primitives du produit d 'une fonction par un nombre réel 

Soit u une fonction admettant pour primitive sur un intervalle K la fonction U et k un nombre réel. 

La fonction ku admet pour primitive sur K la fonction,,,kU. 

En effet, kU est dérivable sur K et on a : [lcU)' = lcU' = leu. 

Exemples 
·· 5x3 

• Les primitives sur~ de la fonction x ~ 5x2 sont les fonctions x ~ 3 + c (c E ~ ). 

• Les primitives sur~ de la fonction x ~ 2 cos x sont les fonctions x ~ 2 sin x + c (c E ~ ). 

El~r:.-· _ · ..ll Primitives de u' x (v' o'u) 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K et v une fonction dérivable sur un intervalle contenant u(K). 

La fonction u' X (v'ou) admet pour primitive sur K la fonction vou. 

En effet, vou est dérivable sur K et sa dérivée est u' x {v'ou). 

On en déduit le tableau suivant. 

Fonction/ Une primitive de f 

u 'un (n E N) 
un+l 
--
n+1 

u' (n E N\{1}) 
1 

U n,l 
- (n - 1) un-l 

u' 2,/u 
Tu 

ur+l 
u'ur (r E Q\{-1}) r+l 

u' cos u sin u 

, . 
U Sln U -cos u 
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Commentaires 

sur tout intervalle où u est 
dérivable 

sur tout intervalle où u est 
dérivable et ne s'annule pas 

sur tout intervalle où u est 
dérivable et strictement positive 

sur tout intervalle où u est 
dérivable et positive 

(strictement positive, si r < 0) 
· .. sur tout intervalle où u est 

dérivable 

sur tout intervalle où u est 
dérivable 



Exemples 
• La fonction x - cos x sin3.r a pour primitives sur IR les fonctions x - si!.;x + c (c E :=:_ _ 

• La fonction f : x r4 : + 1 )
4 

a pour primitives sur chacun des intervalles ]- 00 
; - 2[, ]- 2 ; Of a:~; - -.t 

(.t~ + 2x 
1 . . 

les fonctions x - - ? ) 3 + c (c E IR). 
6(x - + 2x 

1 u' En effet, f est de la forme 2 u4 avec u : x ~ x2 + 2x. 

• La fonction x ~ R a pour primitives sur ]-1 ; 1[ les fonctions x ~ - Ji -x2 + c (c E IR). 
1-x2 

• La fonction g : x ~ Zx a pour primitives sur IR les fonctions x ~ 3 3✓x2 + 1 + c (c E IR). 
(Vx2 + 1 )2 

2 • 

En effet, g est de la forme u'u- 3 avec u: x 14 x 2 + 1. 

• La fonction x ~ sin (2x +;) a pour primitives sur IR les fonctions x ~ - ~ cos (2x + ;) _+ c (c E IR). 

-=1~•3 ... Travaux dirigés 

1. Continuité et primitives 
L'existence de primitives pour toute fonction continue sur un intervalle est un résultat simple à énoncer 
et fondamental en analyse. Admis en classe de terminale, ce résultat ne doit cependant pas occulter la 
complexité de la question des fonctions admettant des primitives. 
Nous allons donner deux exemples de fonctions non continues sur IR, l'une admettant des primitives sur IR, 
l'autre n'en admettant pas. 

1 

{

-«) . 1 . 0 
, , , • J ,x = 2x Sin - - COS - , SI X -::P 

1 °) S01t fla fonction defime par : x x 
f{.O) = O. 

a) Démontrer que f n'est pas continue en O. { F( ) __ ..2 . , 1 . _,_ 0 , X - .c- SIIl -, SI X -r-
b) Démontrer que la fonction F définie par x 

F(O) = 0 
est une primitive de f sur IR. 

. . , , { y(x) = O, si x * 0 
2°) Soit g la fonction defime par : ( 

g 0) = 1. 

a) Démontrer que g n'est pas continue en O. 
b) On suppose que g admet une primitive G sur IR. 

• Démontrer que G est une fonction constante sur chacun des intervalles ]- oo ; O[ et ]O ; + oo[. 

• Justifier que G est continue sur IR et en déduire que G est une fonction constante. 

• Conclure. 

Solution 
1 °) a) La fonction x ~ cos x n'a de limite ni en + oo, ni en - oo, 

Donc, la fonction x 14 cos ; n'a pas de limite en O. 

De plus, lim (zx sin_!_) = 0 ; en effet, 1 x sin_!_ 1 ~ 1 x I et lim I x 1 = O. 
x ➔ O X X x~O 

Or : V x E IR*, cos ! = Zx sin! - f(x). Donc, f n'admet pas de limite en 0 ; en effet, si f admettait une 

limite en 0, alors la fonction x 14 cos _!._ en admettrait également une, ce qui est faux. 
X 

On en déduit que f n'est pas continue en O. 

b) • Lorsque x * 0, on a : F'(x) = Zx sin_!_ + x2 cos lx (- 1
2

) = Zx sin_!_ - cos_!__ 
· X X X X X 

2 • 1 
F(x)-F(0) x sm- ( 1) 

• Par ailleurs, on a: lim 
0 

= lim x = lim x sin- = 0; donc : F'(0) = O. 
x ➔ O X- x ➔ O X x ➔ O X 

On en déduit que Fest dérivable sur~ et a pour dérivée la fonction[ 
Donc, F est une primitive de f sur IR. 
La fonction f n'est pas continue sur IR ; elle admet cependant une primitive s~r IR. 
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2°) a) On a : lim g (x) = lim g (x) = O et g(O) = 1 ; donc, g n 'est pas continue en O. 
x--;tO x10 

b) • Sig admet une primitive G sur R, alors G est une fonction de dérivée nulle sur ]- oo; 0[ et ]0 ; + oo[, 
c'est-à-dire une fonction constante sur chacun de ces intervalles. 

Il . d b , 1 . 1 { G(x) = c, six< 0 existe eux nom res ree s c et c tr s ~~e : ( ) . 
- G x = c', si x > 0 

• La fonction G est dérivable sm 2- : donc G est continue sur IRL 
Gest continue en o ; donc. c:: .2 : G·o) = lim G(x) = lim G(x). On en déduit que: G(0) = c = c'. 

x ➔ O X ➔ O 
< > 

Ainsi, G est une fonctic= a:r=-rte sm IR. 
• On a démontré qug ~ g ë.±net une primitive sur R alors cette primitive est une fonction constante : 
donc g serait la fcœc::fr:-: -:::n.::!e, ce qui est en contradiction avec les données. 
On en déduit ~e ~ S - ëon g n 'admet pas de primitive sur IR. 

La fonction g n·e:,---: ;xrs continue suz: [R et elle n 'admet pas de primitive sur IRL 

2. Primitives de polynômes trigonométriques 
L'objectif de œ trrn-ail dirigé est de déterminer les primitives d 'une fonction trigonométrique de la fomœ 
x - co~ x si.rfil x , n et m étant des entiers naturels non nuls. 

1 °) Soit la fonction f: x H cos4 x sin2 x. 

Après avoir linéarisé f(x), déterminer une primitive sur ~ de la fonction f. 
2°) Soit la fonction g : x f-3> 2 sin5 x cos4 x. 

a) Démontrer que : V x E IR, g(x) = 2 sin x (cos8x - 2 cos6x + cos4x). 

b) En déduire une primitive sur IR de la fonction g. 

Solution 
eix + e-ix 

1 °) On utilise les formules d'Euler : cos x = - ---
2 

eit: - e-ix 
et sin x = ----

Soit x un nombre réel. 

On a : f(x) = ( eix; e-i.t:) 4(8ix ;t-ix) z 

= - ...1..... ( e4 i.c + 4e2L.: + 6 + 4e-2u + e--4i.l:) ( eZL-1: - 2 + e- 2u) 
64 

= - l4 (e6u + ze4U: - e.zix - 4 -e-zix + 2e--4u + e-6u) 

Zi 

= _ iz [ ( e6
ix ~ e-

6
u ) + 2 ( 

8fü ~ e-4Lc) _ ( ezix ~ e-2u ) - 2] 

. 1 1 1 1 = - 32 cos 6x - 16 cos 4x + 32 cos .2x + 16 . 

0 d 'd ·t l C t· F 1 . 6 1 . 1 . 1 n en e _m. ~ue a 1onc 10n : x f-3> - 192 sm x - 64 sm 4x + 64 sin 2x + 
16 

x 
est une pnmit1ve sur IR de f. 

2°) a) Soit x un nombre réel. 

On a : g(x) = 2 sinx (sin4x cos4x) 

= 2 sinx cos4x (1 - cos2x)2 

= 2 sinx cos4x (cos4x - 2 cos2x + 1) 

= 2 sinx (cos8x - 2 cos6x + cos4x). 

b) On en déduit que la fonction G: x 1--,> - ! cos9x + ~ cos7x - ; cos5x est une primitive sur IR de g. 

'!; 

Pour déterminer les primitives des fonctions du type x f-3> cosn x sin111 x (n E N*; m E N*), . 
on peut utiliser l'un .des procédés suivants .. 
• Si m et n sont de même parité, linéariser cosn X sium X . 

• Si m et · n sont de parités différentes; utiliser ·la .relation cos2x· ·:i,; •sin2x · = 1 èt éëtire 
cosn x sinm x sous la forme Cos x P(sin xJ si n est impair ou. sin.~ P(cos x) si m e~timpair, P 
désignant un polynômè. · · · ~ • • 

. . '" , ~ ,, 
_,_ "' ~"" - "'-•- ~ w,_::,. litt,..:,;. .s,;, !:, ,:,,, - '""'-·~ -"""~ 
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1 .a Dans chacun des cas suivants, vérifier que la 
fonction F est une primitive de la fonction f 
sur l'intervalle K. 
a) F(x) = Bx3 - 12x2 + 6x - 7, 

j(x) = 6(2.x-1)2, 
K= ~ -

b) F(x) = - 2cos(3x + 2), 
f(x) = 6sin(3x + 2), 
K= IR. 

c) F(x) = J 2x + 1, 
1 

f(x) = r::--: , 
✓ 2.x + 1 

K = }- ~; + oo[. 

d) F(x) = ( ,; - , ~ 2
, 

f(x) = (x,'x° - 1 )(2 + x , ~ ) , 
x3 

K = ]O ; + oo[. 

l .b Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
primitive de la fonction/ sur l'intervalle K. 

a)f(x) = 4x3 - 5x2 -1, K = IR 
1 1 

b)f(x) = x 2 + x 3 ' 

. 1 
c)f(x) = x + C ' 

2 -1x 

d) f(x) = cosx - 2sinx, 

K = ]- oo; O[ 

K = ]O; + oo[ 

K= ~ -

l .c Dans chac;:un des cas suivan ts, déterminer une 
primitive de la fonction f sur R 

01/(x} = 5x(5x2 
- 7)4 b) f(x) = ( 2 :-~-: 

3 
l1)3 

2x x+ 
x(2x2 + 1) 

cJ ~...-) = ==== d) f(x) = 3sin(3x - 2) 
, x 4 + x 2 + 1 

? i¾ = 2 œs.r sin4x j] f(x) = x cos(3x2 - : ). 

• 
.c "l-- ·- r-1 :: des cas suivants, déterminer la 

-=-----:...:: :: : :::a la fonction f sur l 'intervalle K, 
~ ,.: --"'--= rn::di.tions indiquées. 

'7 
a .,...,.r = r - ~ . 

;r-

:K = :o : - =t fi ?'2] = 0 

b} f(xJ = 3smr -~ 

K = ~ et F(r:) = - 1 

c } f[x ) = 2x - =_? - 1 , 
.r , x 

K = ]O ; + oo[ et F(l ) = 1 

d) f(x) = -~ + sin x , 
cos·x 

K = }- ; ; ; [ et F(O) = 1. 

-~..;;;;;;;;;;;...t 
Fontfion · loSarithnle n·épérie-

= 2.1-.!; Définition et propriétés 

r-:...:-:·-==: Introduction 
On se propose de déterminer les fonctions de ]O ; + 00[ vers IR, dérivables sur ]O ; + oo[, qui transforment 
les produits en sommes, c'est-à-dire les fonctions f qui vérifient la propriété : 
pour tous nombres réels x et y strictement positifs, f(xy) = f(x) + f(y) (1). 

Condition nécessaire 
On suppose qu'il existe une telle fonction f. 

a) En posant x =y= l, démontrer que : f(l) = O. 

b) On fixe y. Soit la fonction g : x ~ f(xy) - f(x) - f(y). 
• Justifier que g

1 
est dérivable :ur ]O ; + oo[ et calculer sa dérivée. 

• Justifier que / est la fonction nulle. · 
• En déduire qu~ pour tout nombre réel x strictement positif, on a: yf'(~y) = f'(x) (2). 

c) L'égalité (2) est vraie pour x = l et pour tout y élément de ]O ; + oo[. On·pose : k = f' (l). 

Démontrer que f est la primitive sur ]O ; + 00[ de la fonction x - !._ , qui' s'annule en 1. 
X '-, . 

\ 
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Condition suffisante . 

k étant un nombre réel, la fonction x ~!_ est continue sur ]O ; + oo( ; elle admet donc des primitives sur 
X 

cet intervalle. On désigne par f k celle qui s 'annule en 1. 

Soit y un nombre réel strictement positil On désigne par hy la fonction x ~ f k(xy) - f k(x) - f k(]j). 
• Vérifier que : h (1) = O. 
• Justifier que h Yest dérivable sur :o : ~=:fi démontrer que sa dérivée est la fonction nulle. 
• En déduire qu~ f k vérifie l'égalité (:.). 

Les fonctions cherchées so::it donc les primitrres sm- )0 
qui s'annulent en 1. 
De telles fonctions sont appelées fonctions logarithmes. 

Définition et propriété fondamentale 

+ oo( des fonctions x ~ k 
X 

(k E ~). 

La fonction logarithme népérien, notée ln, est la primitive de la fonction x ~ ! sur ]0 ; + oo [, qui s'annule en 1. 

• Le logarithme népérien de x est noté ln x. 

• On a : V x E ]O ; + 00(, (ln)'(x) = 1... 
X 

• ln 1 = o. 
/J;i) 
f!!!!I 

La touche la d'une calculatrice permet d'obtenir une valeur approchée du logarithme 
népérien de tout nombre réel strictement positif. 

ln 3""' 1,098 612 ln /z = 0,346 573 ; ln ! ""' - 0,287 682 ; ln 10-5 = - 11,512 925. 

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs, on a: ln (ab):::: ln a+ ln b. 

Cette propriété est une conséquence de l'introduction. 

Autres propriétés 

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pour tout nombre rationnel r, on a : 

(1) ln.!.:::: - ln a (2) ln a = ln a - ln b (3) ln ar = r ln a. 
a b 

D é31onstration 
Soit a et b deux nombres réels strictement positifs. 

( 1) On a : ln 1.. + ln a :::: ln ( 1.. x a) = ln 1 = 0 ; donc : ln 1.. = - ln a. a a a 

(2) On a : ln ~ = ln ( a x i ) = ln a + ln i = ln a - ln b. 

(3) • Démontrons par récurrence que: V n E N, ln an= n ln a. 

- La propriété est vraie pour n = 0 ; en effet, on a : ln a0 :::: ln 1 = 0 = 0 x ln a. 

- Supposons la propriété vraie pour un entier naturel k, c'est-à-dire : ln ak :::: k ln a. 

On a : ln ak+l = ln(ak x a) :::: ln ale + ln a = le ln a + ln a = (le·+ 1) ln a. 

La propriété est vraie pour k + 1. 

Donc: V n E N, ln an= n ln a. 
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• Démontrons que : V p E "l. , ln aP = p ln a. 
Soit p un entier relatif. 
- Si p est positif, la propriété a déjà été démontrée. 
- Si p est négatif, alors - p est positif et on a : ln a P = ln - 1- = - lna-P = p ln a. 

a-P 
Donc: V p e "l., ln aP = p ln a. 

• Démontrons que: V r E Q, ln ar = r ln a. 
Soit r un nombre rationnel. Il existe deux nombres entiers pet q (p E "l., q e N*) tels que : 

p ( P)q J?. p On a : q ln a ëf = ln a <ï = ln aP = p ln a ; donc : ln a q = q ln a. 

Donc : V r E Q, ln a r = r ln a. 

Remarque 

En particulier, pour tout nombre réel a strictement positif, on a : ln Ja = ~ ln a. 

=-:,2.2.-Étude de la fonction ln 
i::~::r"'I~ Dérivée et conséquences 
L'ensemble de définition de la fonction ln est ]O ; + 00[. 

La fonction ln est dérivable sur ]O ; + oo[ et sa dérivée est la fonction x - ; . 

Or: V x E ]O ; + 00[, 1. > 0 ; donc, la fonction ln est strictement croissante sur ]O ; + 00[. 
X . 

On en déduit les propriétés suivantes. 

Pour tous nombres réels a et b sbictement positifs, on a : 

• ln a= ln b si-et seulement si a = b • ln. a< ln. b si et seulement si a< b. 

R~!Q_arq~ 
En particulier, on a : ln x = 0 <=:> 

ln x < 0 <=:> 
lnx > 0 <=:> 

X= 1; 
0 <x< 1 ; 
X> 1. 

La fonction ln est dérivable en 1 et son nombre dérivé est 1 ; on en déduit les propriétés suivantes. 

•lim ln x =1 
X➔ 1 X-1 

l. ln(1 + x) 
• Im ---~ 1, 
x➔ O X 

~idiiiE::::IJ Étude aux bornes de l'ensemble de définition 

•lim ln x =+ oo 
X➔ + oo 

D émonstration 

• lim ln X = - oo. 
x ~ O 

• La fonction ln est croissante. Si elle était majorée sur ]O ; + oo[, elle admettrait une limite finie l en + oo. 

En posant u = Zx, on obtiendrait: l = lim ln u = lim ln 2x = lim (ln 2 + ln x) = ln 2 + l. 
. U ➔ + oo X ➔ + oo X ➔ +"" 

On aboutit à une contradiction, car ln 2 > O. 

On en déduit que la fonction ln est croissante et non majorée sur ]O ; + oo[ ; 

donc : lim ln x = + oo (cf. chapitre 9, § 1.3.). 
x ➔ + oo 

• En posant u = .!..., on obtient : lim ln x = lim ln 1. = lim (- ln u) = - oo. 
X x ➔O u ➔ +oo U u ➔ +oo 

> 

La droite (Of} est asymptote à la courbe représentative de la fonction ln. 
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1. ln x 
0 • IID --= 

x ➔ +oo X 

D émonstration 

• Soit (~) la courbe représentath.ç c!e ..a fu:aœm ln. 

• lim x ln x = O. 
.r:--:; 0 

La fonction ln est deux fois tlé::::~a~•,,, ~ ~ ~ - = [ et sa dérivée seconde est la fonction x - - 1
2

• 

Or : V x E ]O ; + 00[, - ;z < 0: do:::c --: a:;.: en tout point située au-dessous de sa tangente. x 

Une équation de la tan.gente è -i, c:=. .?CJÏlll d"abscisse 1 est : y = x - 1. 

On en déduit que : V .r E ::J : - =:. ::=: .r ~ x - 1 < x. 

Soit x un élément de [1 ; - =<. 
0 · 0 < ln - < -. D · 0 < : ln x < 1 · ' t ' d' · n a . _ , x _ , .i:: . one . _ ,,- -- _ 1 ., c es -a- ue . 

- X ,I X 

0 1. 2 d ~- ln x r : 1m - = 0 ; one : = -- = O . 
X ➔ + 00 Jx I - - = X 

(~) admet en + 00 une brandie pambolique de direction celle de (OI). 

• En posant u = l . on obtient : lim x ln x = lim (- ln u) = o. 
X x ➔ O u ➔ +oo U 

> 

Le nombre e 
• La fonction ln est continue et strictement croissante sur ]O ; + oo[ ; 

de plus : lim ln x = - oo et lim ln x = + =. Donc, la fonction ln est une bijection de ]O ; +=[ vers ~ -
x ➔ O x ➔ +oo 

> 

• On note e l'unique nombre réel tel que : ln e = 1 ; e est appelé base du logarithme népérien. 
On a : e,:: 2,718 281 82.8 456. 

• Pour tout nombre rationnel r, on a : ln er = r ln e = r. 

R~ a.tQ~ 
La notation e a été donnée par EULER qui démontra que ce nombre est irrationnel. Le mathématicien 
Charles HERMITE démontra en 1873 que cette constante mathématique, presque aussi célèbre que rc, est 
un nombre transcendant, c'est-à-dire qu'il ne peut être solution d'une équation polynômiale à coeffi­
cients entiers. 

liiJf':5ll:::tL1! Courbe représentative de la fonction ln 
On déduit des paragr,aphes précédents le tableau de variation et la courbe représentative (~ ) de la fonc­
tion ln, ainsi que les tangentes aux points d'abscisses 1 et e. 

Tableau de variation 

X 0 1 e + 00 

(ln)'(x) + 

1 _.y 
+ 00 

Inx "' 0---=---
.Rem.a_r ues 
• La tangente à(~) au point d'abscisse 1 a pour 
coefficient directeur 1. 

• La tangente à (~) au point d'abscisse e a pour 
, t · 1 d 11 l ' .. equa IOn : y = e X ; one, e e passe par ongme 
du repère. 
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= 2.3n Travaux dirigés 

Et:'lal----...c:_c,_ 1 . Résolutions d'équations 
Résoudre dans IR les équations suivantes. 
ln (2..1:- 3) + 2 ln (x + 1) = ln (6x- 3) (1) 
(ln x)2 - 6 ln x + 5 = 0 (3) 

Solution 
Résolution de l'équation (1) 
Contraintes sur l'inconnue : 

{

2x-3>0 
X + 1 > Ü <=> X E ] ~ ; + oo[. 
6x - 3> 0 

Soit x élément de ] ~ ; + oo[. 

(1) <=> ln [(2x - 3)(x + 1)2] = ln (6x - 3) 
<=> (2x - 3)(x + 1)2 = 6x - 3 
·<=> x(2x2 + x - 10) = 0 
<=> x(2x + 5)(x - 2) = O. 

L'ensemble des solutions de l'équation (1) est: (21. 

Résolution de l'équation (3) 
Contraintes sur l'inconnue : x E ]O ; + oo(. 
Soit x élément de ]O ; + oo( ; posons : X = ln x. 
(3) <=> X2 

- 6X + 5 = 0 
<=> (X - 1)(X - 5) = 0 
<=> (ln x - 1)(ln x - 5) = O. 

L'ensemble de~ solutions de l'équation (3) est : 
(e; e5}. 

ln (x + 2) = 1 + ln (x- 3) 
(ln x)3 + 7 ln X - 6 = 0 

Résohrtin~ de l 'équation (2) 
Coa!rn-~'::es su:- l'inconnue : 

(2) 
(4). 

r E ]3 ; + oo{. • 

=i :X- ~ 2) = ln [e(r- 3)] 

-= .r - 2 = e(x - 3) 
= _ Je - 2 

.r - e - :. 
:.., e:-se~ :::e des solmio::s è.e l'équation (2) est : 

{ 3e - 2J. 
e - 1 

Résolution de l'équation (4) 
Contraintes sur l'inconnue : x E ]O ; + 00( . 

Soit x élément de ]O ; + oo( ; posons : X = ln x. 
(4) <=> · X 3 + 7X - 6 = 0 

<=> (X + 1)(X - 3)(X + 2) = 0 
<=> (ln x + 1)(ln x - 3)(ln x + 2) = O. 

L'ensemble des solutions de l'équation (4) est: 
(e-2 ; e-1 ; e3}. 

-
Pour résoudre une équation comportant des logarithmes, on peut utiliser le procédé suivant : 
• déterminer les contraintes sur l'inconnue ; 
• se ramener à une ou plusieurs égalités de la forme: ln a= ln b. 

2. Résolutions d'inéquations 
Résoudre dans IR les inéquations suivantes. 
ln (x + 2) + ln (x + 4) < ln (x + 8) (1) 
(1 - ln x)(3 + ln x) ~ 0 (3) 

Solution 
Résolution de l'inéquation (1) 
Contraintes sur l'inconnue : 

{

X + 2 > 0 
X + 4 > Ü <=> X E ]- 2 ; + 00[ . 

x +8> 0 
Soit x élément de ]- 2 ; + 00[. 

(1) <=> ln [(x + 2)(x + 4)] < ln (x + 8) 
<=> (x + 2)(x + 4) < x + 8 
<=> x 2 + 5x < 0 
<=> - 5 <X< 0. 

L'ensemble des solutions de l'inéquation (1) est : 
]- 2 ; 0(. 

ln (x2 - 4e2) < 1 + ln (3x) 
(ln x)2 + 2 ln x - 15 ~ 0 

(2) 
(4). 

Résolution de l'inéquation (2) 
Contraintes sur l'inconnue : 

{
(x + 2e)(x- 2e) > 0 <=> x E ]Ze; + oo[. 
3x> 0 

Soit x élément de ]2e ·; + 00[ . 

(2) <=> ln (x2 - 4e2) < ln (3ex) 
<=> x 2 - 4e2 < 3ex 
<=> (x + e)(x - 4e) < 0 
<=> - e < x < 4e. 

L'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est : 
]2e ; 4e[. 
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Résolution de l'inéquation (3) 
Contraintes sur l'inconnue : x E ]O ; + 00[ . 

Soit x élément de ]O ; + oo[ ; posons : X = ln x. 
(3) <=> (1 - X)(X + 3) ~ O 

<=> - 3SX S 1 
<=> - 3 S lnxS 1 
<=> e-3 S x S e. 

L'ensemble des solutions de !"inéquation (3) est : 
[e- 3 ; e]. 

Résolution de l'inéquation (4) 
Contraintes sur l'inconnue : x E ]O ; + oo[. 
Soit x élément de ]O ; + 00[ ; posons : X = ln x. 
(4) <=> X2 + 2X - 15 S 0 

<=> (X+ 5)(X - 3) s O 
<=> -5SX S 3 
<=> - 5S lnx S3 
<=> e-5 S x S e3 • 

L'ensemble des solutions de l'inéquation (4) est : 
[e-5 ; e3]. 

Pour résoudre une inéquation comportant des logarithmes, on peut utiliser le procédé suivant : 
• déterminer les co:::t:ai:ntes sur l'inconnue; 
• se ramener- à un?. ou plusieurs inégalités de la forme : ln a < ln b. 

3. Calculs de limites 
Calculer les limites su.iTantes. 

a) lim x (ln xJ2 

x ➔ 0 
> 

Solution 

b) li.m. x ln x + 1 
.r ➔ + = X 

c) lim _ x
2 

ln (x -1). 
x➔ 2 X-

a) Soit x élément de ]O ; + oo[ ; on a : x (ln x )2 = c/-; ln x)2 = (2 jx lnJx )2 = 4(f; lnjx )2. 

Posons: u = r~ ; on a: lim x (ln x)2 = lim 4(jxlnjx)2 = lim 4(u ln u)2 = o. 
x ➔ O x ➔ D u ➔ O 

> > > 

ln (1 +.!.) 
b) S . 'l ' d ] [ 1 X + 1 X 01t x e ement e O ; + 00 ; on a : x n -x- = 

1 
• 

X 

1 . ( x + 1 ) . ln(1 + v) Posons : v = - ; on a : hm x ln - - = hm --- = 1. 
X x ➔+oo X v ➔ O V 

> 

c) Posons: u = x-1; on a: lim [_:!_2 ln (x-1)] = lim [Cu + 1) ln u1]. 
x ➔ 2 X - u ➔ 1 U -

Or : lim ln u
1 

= 1; donc : lim [_:!_
2 

ln (x - 1)] = 2. 
u ➔1 U- x ➔2 X -

2.a 

2.b 

2.c 

1. Exprimer chacun des nombres suivants en 
fonction de ln 2 : · 

1 r;:; r:::- [z ln 8 ; ln 
16 

; ln v 2 ; ln Z v 2 ; ln 2 . 
2. Exprimer chacun des nombres suivants en 
fonction de ln 3 et ln 5 : 

ln 15 ln 45 · ln 25 · ln 75 r;:-5 ' 3 ' ./ ::>. 

Résoudre dans R les équations suivantes. 
aJ 3 + lnx = O bfln2x = lnx2 

c) ln(x2 
- 4x + 5) =0 d) (x2 - l)lnx = 0 

e) ln(ZX + 1) + ln(3 - x) = ln3 + ln(l - 3x). 

Développer l'expression (x + 1)(2x2 - 5x + 2) et 
en déduire la résolution des équations suivantes. 
aJ 2 ln3(x + 1) - 3 ln2(x + 1) - 3 ln(x + 1) + 2 = 0 

b) 2 lux+ ln(ZX - 3) = ln(3x - 2). 
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2.d 

2.e 

2.f 

Résoudre les systèmes suivants. 

a) {- 2 lnx + lny = 3 b) {x 2 + y 2 = 130 . 
4 lux - 3 lny = - 7 lnx + lny = ln 63 

Résoudre dans R les inéquations suivantes. 

a) 1 + lnx < 0 b) 1~ ::; 0 
c)(x - e) ln(x - 1) > 0 
d) ln(3x + 2) ::; ln (x - 1) 
fJ ln(3x + 2) ~ ln(x - 1) 

e) .dnlxl < 0 
gJ 9 - lux2 > o. 

Calculer les limites suivantes. 

a) lim (x - Inx) b) lim lnx 
x➔+ oo x ➔+ oo x2 

c) lim Jx lnx d) lim lnx 
X -+ 0 X ➔ l 1-X2 

e) lim lnx-1 
x ~ o lnx + 2 

/) lim ln(l + kx) (k E W ). 
_.- ➔ O X 



FonctiOns compo[tant ln 
3. 1. Fonction ln ou 

Soit u une fonction dérivable et strictement posÏm-e s=r ?l i:tlt:n aile K. 

La fonction lnou est dérivable sur K et on a: Oncu., =--

Cette propriété découle du théorème de dériratioJ ,.,·= -~ CG::tpos:ées. 
La fonction lnou est également notée ln u. 

Exemples 
• Soit la fonction f : x - ln(x2 - 4). 

• 

Considérons la fonction u: x - .t:2 - 4 : u est dérh·ahle et strictement positke su:- J- :,0: - 2( u )2 ; + 00[ 

et a pour dérivée la fonction u' : x - Zx. 

Donc,/ est dérivable sur]- 00 ; - 2[ u ]2 ; + 00[ et a pour dérh-ée la fonctionr: X ~ r22x . 
- - 4 

• La fonction x 1-? ln (ln x) est dérivable sur )1 ; + 00[ et a pour dérivée la fonction x 1-? x ~ x. 

' ~~ Primitives de ~~ 

Soit u une fonction dérivable et ne s'annulant pas sur un intervalle K. 
La fonction u' admet pour primitive sur K la fonction ln o I u 1. 

u 

La fonction Jno I u I est également notée ln I u I. 
D émonstration 

La fonction u est continue et ne s'annule pas sur K ; elle est donc de signe constant sur K. 

• Si u est strictement positive sur K, alors la fonction lnou est dérivable sur K et a pour dérivée .!f... 
u ' 

• Si u est strictement négative sur K, alors la fonction ln°(- u) est dérivable sur K et a pour dérivée ~-

1 
' u 

On en déduit que la fonction ln u I est une primitive sur K de ~ . 

Exemples 
• La fonction x 1-71. a pour primitive sur ]- 00 ; O[ et )0 ; + oo[ la fonction x 1-? ln I x I. 
• La fonction x - fan x a pour primitive sur ]-; ; ; [ la fonction x 1-? - ln(cos x). 

• La fonction x - 2 
2
\-

3 a pour primitive sur ]1 ; 2[ la fonction x - ln(- x 2 + 3x - 2). 
X - X+ 2 

=-3.2_~ Exemples d'études de fonctions 
Dans ce paragraphe, (<(&) désigne la courbe représentative de la fonction f. 

!: .... _---:... Étude de la fonction f: x 1-7 - 1 + (ln x}2 

Ensemble de définition 
On a: D1 = ]O; + oo[. 
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Dérivée et sens de variation 
2 

1 
La fonction f est dérivable sur ]O ; + 00[ et sa dérivée est la fonction f' : x ~ ~ ­

x 
On a : f'(1) = 0 ; 

V x E ]O; 1[,f'(x) < 0; donc,/ est décroissante sur ]O ; 1[; 
V x E ]1 ; + oo[, f'(x) > O ; donc,/ est croissante sur ]1 ; + oo[. 

Étude aux bornes de l'ensemble de définitio.n 
• On a : lim f(x) = + oo; donc. la droite (0 1 est asymptote à («s). X:; 0 

• On a : lim J (x ) = + oo ; Courbe représentative 
x ➔ + oo - ~----- - - ----- --- -~ 

lim /(~) = lim [ _ _!_+ 4(ln, x )2] = O. 
X ➔ + oo X X ➔ +oo X , X 

Donc, («s) admet en + oo une branche parabolique 
de direction celle de (01). 

Tableau de variation 

X 0 1 + 00 

f'(x) - 0 + 

+oo + oo 
f(x) ~ -1 ~ 

' 0 

Étude de la fonction f : x ~ ln I x : 1 
Ensemble de définition 
On a: Dt= Ill \ {- 1 ; O}. . 

Dérivée et sens de variation 
La fonction f est dérivable sur ]- oo ; - 1 [ U ]- 1 ; O[ U )0 ; + oo[ et sa dérivée est la fonction f' : x - ( 

1 
). 

· xx+1 

On a: V x E ]- oo; -1[ u ]O ; + oo[,f'(x) > 0; donc, / est croissante sur]- oo; - 1[ et sur ]O; + oo[ ; 

V x E ]- 1 ; O[, f'(x ) < 0 ; donc, f est décroissante sur ]- 1 ; O[. 

Étude aux bornes Ide l 'eîemble de définil:on 

1 
• On a : lim ln ~ 1 = 0 et lim ln ~l = O. 

x ➔ -oo x+ x ➔ +oo x+ 

Donc, la droite (OI) est asymptote à («s). Courbe représentative 

• On a: ~~o ln I x :-1. 1 = - 00
; donc la droite (OJ) 

est asymptote à («s). 

• On a : lim ln I x+ 1 1 = + oo ; donc, la droite (Li) 
x ➔ -1 X 

d'équation x = - 1 est asymptote à («s). 

Tableau de variation 

X - 00 -1 0 + 00 

1 1 
1 
; 

l ; 
! 

1 

) \ J 

__./ 
/ \ -

! 

1 
-1 Q\O . 11 1 l ' 1 y-! (' (;) 

i ! 
! 

f'(x) + - + 
+ 00 + 00 0 

f(x) 0/ ~ / 
- oo - oo 

1 \ / 1 

! 

1 I 1 

! 
(Li) l 

1 ; 

La courbe suggère et on démontre que n(- ~ ; 0) est un centre de symétrie et un point d'ip.flexion de («s). 
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~ E xercices ~..ij~ffi ~/./~~~~, 

3.a 

3.b 

3.c 

Dans chacun des cas suivants, préciser l'en­
semble de dérivabilité de la fonction f, puis 
déterminer sa déri,ée. 
a) f(x) = x 2 - 3 + ln{- 2.r - 1) 

b) f(x) = ln(.l:2 - ïx. 6) 

c) f(x) = ln(:c - 1 ) - ln{x - 6) 

d) f(x ) = l.n[{x - 1)(.r - 6)). 

Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
dérivée de la fonction/ sur l'intervalle K. 

a) f(x) = ln(sin x) et K = )0 ; rc[ 

b) f(x) = ln(sin .l:2) et K = }O : , rc [ 

c) f(x) = tan(lnx) et K = )1 : e[ 

d) f(x) = ln, x 3 - 3x et K = J- ,3; O[. 

Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur l'intervalle K. 

a) f(x} =_]_
2 

et K = )2 ; + oo[ x-

b) f(x) = _]_
2 

et K = ]- oo; 2 [ 
x-

c)f(x) = 2x-1 + 1.. et K=]0 ;+ 00[ 

X 

d) f(x) = 2x + 
1 et K = ~ -

3x2 + 3x + 1 

3.d 

3.e 

3.f 

3.g 

Soit la fonction[: x >-+ t-1 ). 
xx+1 

1. Déterminer deux nombres réels a et b tels 
que : V x e ~ \ {-1; ol,f(x) =E:. + _.l!_

1
. 

X X+ 

2. En déduire les primitives de/ sur ]- 1 ; O[. 

Le repère (0, I, J) est orthonormé. Déduire de la 
courbe représentative de ln celles des. fonc­
tions suivantes. 
a) X >-+ - ln..\'.' 
c)x >-+ 2 - ln..\'.' 

b) x>-+ ln(- x) 
d) x - 1 + ln..\'.. 

Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 
a) x >--'» x - lnx b) x >-? lnx 

X 

c) x - x lnx d) x >-? 2 ln(x + 1) - ln..\'.. 

Soit la fonction f définie par : 

{ 

f(x) = ~,six* 0 

/(O) = O. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f 
en O. 
2. Étudier la fonction f et tracer sa courbe 
représentative. 

LO-garithlTle décimal 
4.1. Définition et propriétés 

Les fonctions logarithmes sont les primitives sur ]0 ; + oo[ des fonctions x ~ k. (k E !Ri.), qui s'annulent 
en 1 (cf.§ 2.1.). Ces fonctions sont de la forme : x - k lnx. x 

Celle qui prend la valeur 1 en 10 est appelé fonction logarithme décimal. Elle est utilisée dans de nom­
breux domaines des sciences expérimentales. 

1 
On a : k ln 10 = 1 ; donc : k = lnrn· 

La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction : x -
1
1n x . 
nlO 

• L'ensemble de définition de la fonction log est ]O ; + oo[ ; le logarithme décimal de x est noté log x. 

• On a : V x E ]O ; + oo[, (log) '(x) = x 
1
!

10
. 

• log 1 = 0 et log 10 = 1. 

La touche ID d'une calculatrice permet d'obtenir une valeur approchée du logarithme 
décimal de tout nombre réel strictement positif. 
log 3:::: 0 ,477 121 ; ln fi.:::: 0,150 514 ; ln ! :::: -0 ,124 938 .; ln 0,003 ,,,. - 2,522 878. 
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Les propriétés de la fonction log se déduisent de celles de la fonction ln. 

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pom tom nombre :rationnel r, on a : 
(1) log (ab) = log a + log b (2) log ~ = - log a ; 

(3)1og ~=log a- log b 

,Rg,méJ,rg~ 
En particulier, on a : ~ 
• pour tout nombre réel a strictement positif, log ,a=~ _oga: 
• pour tout nombre rationnel r, log1or = r. 

_ 4:.2~, Utilisations du logarithme décimal 

BECZ"~ En arithmétique 

(.l) log ar = r log a. 

1 °) Démontrer que pour tout entier naturel p s'écrivant avec n chiffres, on a : 
n = 1 + EOog p ), où E désigne la fonction partie entière. ' 

2°) Le plus grand nombre entier premier connu en 1998 était : p = 23 021 377 
- 1. 

Avec combien de chiffres s'écrit ce nombre ? 

Solution 
1 °) Soit p un entier naturel. 
p s'écrit avec n chiffres signifie que : 10n-1 s p < 10n. 
La fonction log est strictement croissante, donc : n - 1 ::; log p < n. 
On en déduit que : n - 1 = E(log p), c'est-à-dire : n = 1 + E(log p ). 

2°) Tout d'abord, on peut vérifier qu'une calculatrice scientifique, même performante, ne permet pas de 
conclure: Utilisons la fonction log. 
On a: log (p + 1) = 3 021 377 log 2 et log 2 = 0,301 029 995. 
Donc : log (p + 1) = 909 525,105 2. 
On en déduit que p + 1 s'écrit avec 909 526 chiffres. 
Or, p + 1 n'est pas de la forme10n, sinon on aurait p = 10n - 1 et p serait multiple de 9. 
Donc, p + 1 et p s'écrivent avec le même nombre de chiffres, c'est-à-dire avec 909 526 chiffres. 

En chimie 
On évalue l'acidité ou la basicité d'une solution aqueuse en calculant son pH (potentiel hydrogène) 
après avoir déterminé sa concentration en ions H/J+ (en moles par litre). 
Toute solution aqueuse contient des ions H30+ et des ions OH-. On désigne respectivement par [H30+) 
et [OH-J le nombre de moles par litre de H

3
0+ et de OH-. On vérifie expérimentalement qu'à 25°C le pro­

duit [H
3
0+) x [OH-J est constant et égal à 10-14. De plus, on ne considère que des solutions acides ou 

basiques, de concentration maximale égale à 1 mole par litre. 
Le pH d'une solution est définie par: pH= - log [H30+]. 

1 °) a) Sachant que dans l'eau pure on a [H30 +] = [OH-], calculer le pH de l'eau pure à 25°C. 
b) Une solution est dite acide si elle contient plus de moles d'ions H30+ que de moles d'ions OH-, 
basique dans le cas contraire. Déterminer les inégalités vérifiant le pH d'une solution acide et le pH 
d'une solution basique. 

2°) Le pH d'une solution d'acide fort est 2. 
a) Quelle est sa concentration en ions H30 + ? 
b) Que devient cette concentration si le pH, après dilution, augmente de 1? 
c) Quel volume d'eau pure faut-il ajouter à 10 cm3 d'une solution acide pour que son pH passe de 3 à 5 ? 

3°) Quel volume d'eau pure faut-il ajouter à 10 cm3 d'une solution de base forte pour que son pH passe 
de 12 à 9? 
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olution 
La courbe ci-contre représente les variations de [OH-] en 
fonction de [H

3
0+]. [OH- J 

1 -
1 °) a) On a : [H

3
0 +] x [OH-J = 10-14 et [H

3
0+] = [OH-J ; 

donc : [H
3
0 +] = 10- 7• 

On en déduit que: pH= - log l1¾0-] = 7. 

b) • On suppose que la solution est acide. 
On a : [H

3
0 +] > [OH-J ; 

Solut ion 
basique 

' 

• 
donc : ([H

3
0 +])2 > [H

3
0 .,.J x [OH-J ; 

c'est-à-dire : ([H
3
0 ·])2 > 10-14 ; 

d'où : [H30 +] > 10- 7• 

De plus, [H
3
0 +] ::; 1 ; d'où : 10-7 < [HaO-J ::;: 1. 

10- 14 --;--- - .. : .. N• - - - - - :LrzO-~ 
'----+--------- -

On en déduit que: - 7 < log([H
3
0 +]) ::; O ; donc: 0::; pH< 7. 

Le pH d'une solution acide est tel que : a ::; pH< 7. 

10-14 10-7 Solution acide 

• En supposant la solution basique, on démontre de manière analogue que : 10- 7 < [OH-J ::; 1 ; 
donc : 10-14 ::; [H

3
0 +] < 10- 7 et 7 < pH::; 14. 

Le pH d'une solution basique est tel que: 7 < pH ::; 14. 

Une solution dont le pH est égal à 7 est appelée solution neutre. 

2°) a) On a : pH = 2 ç=> log [H30 +] = - 2 ; donc : [H30+] = 10- 2 moles/litre. 
b) Si le pH augmente de 1, on a : pH = 3 ; donc: [H30 +] = 10-3 moles/litre. 
La concentration est donc divisée par 10. 

_ c) Les concentrations respectives en ions H30+ de la solution initiale, de l'eau ajoutée et de la solution 
finale sont 10- 3 , 10- 7 et 10- 5 . 

Désignons par v le volume initial et par x le volume d'eau ajouté (exprimés dans la même unité). 
On obtient: v.10- 3 + x.10- 7 = (v + x) .10-5 ç=> v.104 + x = (v + x).102• 

104 - 102 
On en déduit que: x = 

2 
v = 102 .v. 

10 -1 
Si v = 10, alors x = 1 000. Il faut donc rajouter 1 000 cm3, c'est-à-dire 1 litre d'eau pure. 

3°) Un raisonnement analogue, avec les mêmes notations, nous permet d'écrire : 

v.10-12 + x .10- 7 = (v + x).10-9 ç=> v + x.105 = (v + x).103• 

0 d 'd . . _ 103 
- 1 _ 999 0_3 • d . _ 10- 2 n en e mt que . x -

5 3 
v - 99 .1 .v , one. x - .v. 

10 -10 
Si v = 10, alors x = 0 ,1. Il faut donc rajouter 0,1 cm3, c'est-à-dire 0,1 millilitre d 'eau pure. 

4.a Résoudre dans IR les équations suivantes. 

a) log(3x2 - 4x + 1) = 1 

b) 6 - 5log2x = 13 log x 

c) (x - l )(log x + 1) = O. 
log x 

4.b Résoudre les systèmes suivants. 

J { 
log(xy) = 2 

Q X+ y = 29 

{ 
Zlogx - 3 logy = 9 

b) - 6logx + 5logy =: - 19 

4.c On donne : log 3,51 = 0,545 31. 
1. Calculer les logarithmes de chacun des 
nombres suivants : 
351 ; 35 100 ; 0,035 1 ; (35,1)2 ; Jo,351. 
2. Déterminer les nombres qui ont pour loga­
rithmes décimaux respectifs : 
1,545 31 ; 0,454 69 ; 3,545 31 ; 0,060 59. 

4.d Déterminer un entier naturel n tel que zn s'écrive 
avec le même nombre de chiffres que 199969. 
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Le-plan est muni du repère {O, l, ]1. 

P rimitives 

1 Dans ch.aam. <les cas suivants, déterminer les 
primitives de la funœon f sur un intervalle K que l'on 
précisera. 
a) fix) = 3.~ -x ..- ï 

c) fix) = x + 2 

-,x 
e}fix) = , x 

2 

b) fix) = 5x - 2 + 4
2 X 

d) /(.~) = cosx - 5 sinx 

fJ fix) = sin 1 - 5 cos4x. 

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur un intervalle K que l'on 
préci:;era. 
a) fix) = (2x2 + 1)2 

c) j(x) = xz + x - 1 
x4 

b) fix) = (x + 1)2(x - 1) 

d) fix) = 2 7-f · 
3 Dans chacun des ca~ suivants, déterminer les 

primitives d'e la fonction f sur IR.. 

a) fix) = 3(2 - 3x)3 b) fix) = (x2 + x + 1)(2x + 1) 

c) j(x) = x 3(x4 - 5)2 d) j(x) = 4x(x2 - 1)3. 

4 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur l 'intervalle K. 

3x-1 1 
a)j(x)=(3xz-2x-1)z et K=]- 3;1[ 

2 
b) j(x) = ( )4 l+x 

et K = ]-1; + oo[ 

c) j(x) ::a 1 · 
Jx (Jx + 1)2 

et K = ]O; + oo[ 

3x2 + 2 . 
d) fix) = - 2(x3 + 2x)3 et K = ]- oo ; O[. 

5 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de· la fonction f sur un intervalle K que l 'on 
précisera. 

2x 
a)f(x) = -=== 

Jxz + 1 

c)fix) = x h -x2 

b) fix) = x- 1 

hx2 -4x-6 

d)j(x) = 2x + 3 

) (x2 + 3X + lP 

6 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
primitive F de la fonction f sur l'intervalle K, qui véri­
fie la condition indiquée. 

a) j{x) = sinx cosx, 

b) j{x) = cosx sin5x, 

c) fix) = 2x süu:2
, 

d) fix) = ~osx ' 
sm2x 

et F(~) = 1 

et F(O) = 3 

K = IR: et F(O) = 2 

K = )0 ; 1t[ et FG) = 3. 
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7 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur l'intervalle K. 
a) f{x) = sinx cosx(cos2x + 1)4 et K = IR. ; 

b) j(x) = (1 + tan2x) tan5x et K = ]- ~ ; -i[ 
c)j(x) = \ sin..!. 

X X 

d) fix) = sinx 
Jcosx 

et K = ]O; + oo[ 

et K = ]- ~; -i[. 

8 Dans chacun des cas suivants, déterriüner les 
primitives de la fonction f sur IR.. 
a) j(x) = cos4x b) fix) = sin6x 
c) j{x) = sin5x d) fix) = cos3x sin2x 
e) j(x) = cos2x sin2x fJ f{x) = cos2x - sin 2x. 

3 2 · 
9 Soit la fonction/: x - x -( -fz + 8 

x-2 
1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 

\f x E 1R. \ (2), fix) = ax + b + ( c JZ' 
x-2 

2. En déduire les primitives defsur ]2; + 00[. 

10 Soit la fonction/: x - 1 . . 
· 1 - SIIlX 

En remarquant que V x E ]- ~ ;-i(, 
1 1 + sinx ---= 

1 - sinx (1 - sinx)(l + sinx) 

déterminer les primitives de f sur ]- ~ ; ~ [. 

Fonction logarithme népérien 

11 Soit n un entier naturel strictement supérieur 
à 1 et k le nombre de ses diviseurs premiers. 
Démontrer que: ln n ~ k ln2. 

11 Simplifier les sommes suivantes. 
a) ln (/3 +1) + ln ([3 -1) 

b) ln (2 + ✓3) + ln (2 - ✓3 ) 

cJ ln (✓52+ 1) + ln (115; 1) 

d) ln2 + ln(2 + Jz) + ln (2 + Jz + fi. ) + ln(2 - Jz + [2. ). 

13 1. Calculer: ln..!.; ln Je ; ln efe ; ln .f.i... 
e e 

2. Simplifier : ln e3 - ln e2 ; 5 ln 1._ + 4 ln ele. 
e 

14 Démontrer que pour tout x élément de 

]O ; + 00[, on a : ln(l + x) = lnx + ln(l + ..!.). 
X 

15 Dans chacun des cas suivants, comparer les 
nombres réels x et y, sans utiliser de calculatrice. 
a) x = ln 5 Î et y = ln 2 + ln 3 
b) x = 3 ln 2 et y = 2 ln 3 
c) x = 4 ln 3 et y = 4 ln 2 + ln 5 

d) x = ln [e et y = 1 · 



16 Déterminer et construire les ensembles (E1), 

(E2), (E3), (E4) des points du plan dont les coordonnées 
(x ; y) vérifient respectivement : 

(E1) ln(xy) = lnx + lny 

(E
2

) ln(x + y) = lnx + lny 

(E3) ln x ~ 2Y = ~ (lnx + lny) 

(E4) ln I x 1 + ln I y 1 = O. 

17 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Utiliser la courbe représentative de la fonction loga­
rithme népérien pour représenter graphiquement cha­
cune des fonctions suivantes. 

a}x- 1n1.. bJx-llnxl 
X 

e} x - ln(x + 2) d} x - ln(x - 1) + 2. 

18 Dans chacun de; cas suivants, déterminer 
l'ensemble de définition de la fonction[ 
a} ftx) = lnx2 b} ftx) = ln x + ln(x + 1) 

c) j{x) = ln[.-t(x + 1)) d) j(x) = ln·;=.; . 
19 Dans chacun des cas suivants, calculer !es 

limites de la fonction faux bornes de son ensemble de 
définition. 

a) ftx) = ln(x + 1) 

c)ftx) = ln(x2-x - 2) 

b) j(x) = ln(2 -x) 

d} j(x) = ln x + 1 . 
2 -x 

10 Dans chacun des cas suivants, calculer la limite 
de la fonction f en + 00• 

a} J(x) = xlnx 
x+1 

c} J(x) = ln(3x) - ln(x + 1) 

e)j(x) = lnx 
Jx 

g} ftx) = ln(1 + x2) 
xZ 

b}j{x) = lnx- 2 
2lnx + 1 

d} j{x) = ln(.~2 + 1) 
X 

f] j{x) = ln(1 + x) 
1+x2 

h} ftx) = x ln( 1 + ! ) . 
21 Dans chacun des cas suivants, calculer la limite 

de la fonction f en O (éventuellement à gauche et à. 
ltroite). 
a) ftx) = lnx - 2 

. lnx + 1 

c} j{x) _ ln(l + x) 
- x2 

e} j{x) = ln(x
2 + 1) 
X 

g} j(x) = ln(1 + 3x) 
2x 

b) ftx) = lnx + ln2x 

d} J(x) = ln(l + x
2

) 
xz 

j] j{x) = X ln( 1 + ! ) 
h} j{x) = x 2 ln3x. 

22 Résoudre dans IR les équations suivantes. 
a}(x-2) ln(x - 2) = O 

b} ln(x2 - x - 1) = 0 

c} ln(x + 3) + ln(x + 5) = ln15 
d) ln(x + 2) + ln(x - 2) = ln45 
e} ln(x + 4) + ln(x - 2) = ln(5x - 4) 
f] ln(2x + 8) - ln(3x + 2) = ln(x + 1) 

g) ln lx+ 1 I + ln lx + 51 = ln15 
h} ln l 2x - s l - ln l 3x + 21 = ln I x + 1 I . 

23 Résoudre dans IR les équations suivantes. 
a} ln(x + 3) + ln(x + 2) = ln(x + 11) 

b} ln(x2 + 5x + 6) = ln(x + 11) 
c) ln(- x - 2) = ln - x - 11 

x+3 
d) lnµ-+ 2) = ln(-x - 11) - ln(x + 3). 

Résoudre dans IR les équations suivantes. 
cJ 3-hr-.r - 5lnx + 2 = 0 
b} ::i!.r - (1. - 2ln2) lnx - 2ln2 = o 
cJ ~ i..r: - 1.) - 9ln2(x + 1) - 2ln(x + 1) + 9 = 0 
ël -1z - ->1~=x + lnx + 2 = O. 

25 ~ère dans IR les inéquations suivantes. c, !=_f2.r-= >: 

c} ~ - i-1 - 1:::.,x- - ~) > ln(3x + 2) 
cJ ..=.rS~ 
: J!::..:.r - : S =..r - 3, 
r !::..c - : s ..::;,.r - .;, 

1 

~ .b.~ ~...=r.. 
~ I 

• 

' ?~.è...-e èc: "' ?. ::.es !:ü.équations suivantes. 
c ' :. - .c.r~ 2 - br) ~ 0 b., 1:rr=-x - 2.lnr - 3 ~ 0 

:::X - ? d 'I "' - x.r 1 - lnx 
C ln.r -1 ~Q J Î-hu: > l+lnx " 

7 Résoudre les STstèmes sui,·ants. 
a) S x + y = 25 b} { x - y = 2 - e 

l 1n~ + lny = 2ln12 ln(x + y) = 1 

{ 

;\.,.2 - y 2 = 700 
c) 

bu: - lny = 21n i 
dJ { lnx + 3lny = 1 

20 3lnx - 2lny = 3 . 

F onctions comportant ln 

28 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en­
semble cfe dérivabilité de la fonction f, puis déterminer 
sa dérivée. 

a) j(x) = xln lxl 

c) j(x) = J lnx 
e}ftx) = lnx 

X 

1 
g}/{x) = -1-x nx 

b) f{x) = ln2x 
d) j{x) = Jx lnx 

j]j{x) = ~ 

h}j(x) = l - ~-
1 + 

29 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en­
semble de dérivabilitéêle la fonction[,. puis déterminer 
sa dérivée. 
a) j(x) = ln(- x) b} ftx) = ln(2x + 1) 

c) j(x) = ln.Jx 
e)j(x) = ln 2_ 

g)ftx) = ln k~ ! 1 

d) ftx) = ln(2x2 - 3x + 4) 

j]j{x) = lnx + 1 
x - 2 

h} j{x) = cos(lnx). 

30 Soit fla fonction définie par : 

{
/{x) = (x - 1)2, six < 1 

ftx) = lnx, · six :2: 1 · 

a) Démontrer que f est continue sur R 
b) Étudier la dérivabilité de f en 1 . 
Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 

31 Soit g la fonction définie par : 

{ 
g(x) = 3x2 + 2x + 1, si x < o 
g(x) = x + 1 + ln(x + 1), six~ 0 · 
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) 

a} Démontrer que g est continue sur llt 
b} Étudier la dérivabilité de g en O. 
Interpréter graphiquement le résultat obtenu_ 

31 Dans chacun des cas suivants.. èéîerminP., les 
primitives de la fonction/ sur l'int~ K._ 

a) j(x) = ~ et K = IR 
l+x 

b}j(x) = f-- et K = ]-2 ; +2~ 
X -4 

c) f{x) = 2 + - 1 - + (____L_u e;. - - = }- oo ; - 2( 
X+ 2 X+ 21 

· d) j(x) = x + 1 - - 1- + ----,,:!-- et K = ]- oo ; - 1[. 
x+l r-=- ~ 

33 Dans chacun des cas 51!....Y\°anis, déterminer les 
primitives de la fonction f ~ :ïctervalle K. 

a) j(x) = l~ .,. ~ K = JO ; + oo[ 

b) j(x) - 1 
- x lnx ~ K = ]O ; + oo[ 

c) f{x) = C?SX 
SlilX 

et K =]o; -Î( 
d) flx) = 5!-11-~ + œs.r 

S l.DX - COSX 
et K=]~;f[ 

e} j(x) = 1 + tan2x et K = ]o; -Îf · tanx 

34 Dans chacun des cas suivants, déterminer 
deux nombres réels a et b tels que : 

V x e IRl \ {21, flx ) = a+ _Q_z· 
X-

En déduire une primitive de f sur ]2 ; + 00[. 

a} j(x) = __.=!_ b) f{x) = 1 - 2x 
x - 2 x - 2 

c)j(x) = x -1 
2-x 

-3x 
d) j{x) = --

2
. 

x-

35 Soit la fonction f: x ~ 2~
2 

- x - 2 . 
· 2x +3x+1 

1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 

V x e IRl \ {- 1 ; - ~ }, /(x) =a+ Zx \ 1 + x: 1. 

2. En déduire les primitives de f sur ]-! ; + 00[. 

36 Soit la fonction f: x ~ x\- 4x p 2 . 
x-3 

1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 

V x _e IR\ (31,/{x) =a+ x~ 3 + (x~ 3)2• 

2. En déduire la primitive F de f sur ]- 00 ; 3 [, telle que : 
F(Z) = 5. 

37 Soit la fonction[: x ~ x 2 
-

3 
Zx - 2 . 

X - 1 
1. Déterminer trois nombres réels a, b etc tels que: 

a bx+ c V x e IR\ {1),/(x) =--
1 

+ 
2 

• 
x- x +x+l 

2. En déduire la primitive F de f sur J- 00 ; 1(, telle que: 
F(- 1) = - ln2. 

38 Soit f et g les fonctions définies par : 

17 ) cosx t ( ) sinx 
JlX = cosx + sinx e g X = COSX + sinx. 

. 1 [ rez] Déterminer successivement es primitives sur O ; 
de chacune des fonctions f + g, f - g, f et g. 

39 Vérifier que la fonction x - xlnx est dérivable 
sur ]O ; + oo[, puis déterminer sa dérivée. 
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En déduire une primitive de la fonction logarithme 
népérien sur ]O ; + = [. 

40 Dans chacun des cas su ivants, étudier la fonc­
tion/ et tracer sa courbe représentative. 

a} f{x) = ..!._ _ 1 + Zlnx b) flx ) = 3 - lnx 
x 2-lnx 

c) f{x) = xl~ d) f{x) = hu:2
• 

41 Soit[ la fonction définie par: 

{ 
/(x) = xln I x [ , si x :;t 0 

j{O) = O. 
1. Justifier que f est continue en O. 
2. Démontrer que f est impaire. 
3. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 

41 Soit fla fonction définie par : 
j[x) = ln(x + 1) - ln(3 - x). 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentative(<€). 
2. a} Démontrer que (~) coupe l'axe (OI) en un seul 
point Q dont on déterminera les coordonnées. 
b) Démontrer que Q est un centre de symétrie de(~). 
c) Donner une équation de la tangente (T) à(~ ) en Q, 

3. Démontrer que l'équationf(x) = 1 admet une solution 
unique dont on précisera un encadrement à 10-1 près. 
4. Résoudre graphiquement l'inéquation : x - 1 ~ /{x). 

43 Soitfla fonction définie par :/{x) =x + Jx2 + 1. 
1. a) Déterminer l'ensemble de définition D de f et 
démontrer que: V x e D,/{x) > x + lx l. 
b) En déduire le signe de flx) sur D. 
2. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
3. Soit g la fonction définie par : 

g(x) = ln(x + Jx 2 + 1 ). 

a) Résoudre l'équation: g(x) = - ln(3 - 2J2). 
b) Démontrer que g est une fonction impaire. 
cJ Étudier g et tracer sa courbe représentative. 
d) Démontrer que g est une bijection de IR vers IRl et que : 

( 
en - e-n) V ne 'll., g 

2 
= n. 

44 On se propose de démontrer que la fonction ln 
n'est pas la restriction à JO;+ 00[ d'une fonction ration­
nelle. 
1. Démontrer qu'il n'existe pas de fonction rationnelle f 
telle que : lim f(x) = - 00 et lim xf (x) = O. 

x➔ O x ➔ O 

{On pourra ;crire f[x} sous la fo;me ~ où P et Q sont 
deux fonctions polynômes et supposer que P(0) :;t 0 et 
Q(O) = O.) 
2. En déduire que la fonction ln n'est pas la restriction 
à ]O ; + 00[ d'une fonction rationnelle. 

45 Soit a et b deux nombres réels (0 <a< b) et la 
. ln(ax + 1) 

fonctwn f: x - ln(bx + l) . 

1. Sur quelle partie de IR f est-elle définie ? dérivable ? 
Déterminer sa dérivée f'. 
2. Soit g la fonction définie par : 
g(x) = a(bx + 1) ln(bx + 1) - b(ax + 1) ln(ax + 1). 



Déterminer 9 •. En déduire que f est strictement croissante 

sur chacun des intervalles }- t ; o[ et ]O ; + 00[. 

3. Démontrer que : ln (: + 1) ln(! + 1) < (ln2)2 • 

46 Fonction logarithme de base a. 
Le repère (0, I , J) est orthonormé. 
a est un nombre réel strictement positif et différent de!­
Soit fa la fonction de ]O ; + oo( vers IR définie par 

/
0
(x) = 1lnx et (~al sa courbe représentative. 

na 
1. a) Calculer /

0
(1), fa(a), fJan) où n est un enlie~ 

tif. 
b) Démontrer que pour tous nombres rée!s s::::ic:==?G 
positifs x, y et tout entier relatif n.. on a : 

• f0 (xy) = /0 (x) + fa(y) • /.,~) = J~. - ~--~) 
• fa(xn) = nfal-t:) • fal .r) = 2 ;µJ-
e) Démontrer que pour tous nombres réels strictement 
positifs a, b et x , on a : 

•fa(b) = J)a) • fa(x) = f0 (b)Mx). 

fa est appelée fonction logarithme de base a. 
2. a) Étudier la fonction fa et dresser son tableau de 
variation pour O <a< 1 et a > 1. 

b) Démontrer que fa est une bijection. · 

c) Démontrer que h = - f
0 

et en déduire la position rela-
. a 

t1ve de («i:
0

) et (~.!.), 
a 

3. Tracer les courbes (~2) et (~~-

4 7 Pour tout entier relatif k, on définit la fonction 

ç d [ [ 111) { fk(O) = 0 
1 k e O ; + oo vers Il\\ par : ., ( ) (k lnx) . 

0 
. 

fk X = X - , Sl X > 

On, désigne par («i:k) la courbe représentative de A­
l. Etudier la continuité et la dérivabilité de A en O. 
2. Pour tout nombre réel a strictement positif, on 
désigne par Ak le point de («i:k) d'abscisse a et par (Tk) 
la tangente à (~ k) en Ak. 
a] Détermin~r une équation de (T k). 
b) Déterminer le point d'intersection de (Tk) et (OJ). 
c) En déduire que, lorsque k varie dans "IL, les tangentes 
(T k) sont concourantes en un point de l'axe (OJ). 
3. a) Pour k fixé, étudier les variations de fk• 
b} En déduire les tableaux de variation de f0, f 1 et / 2• 

4. Construire sur le même graphique (~ 0), (' ~ 1) et (~ 2) . 

Faire apparaître sur le graphique : 
• les tangentes à (~0), (~ ) et ('€2) aux points d 'abscisse 
1 et leur point d'intersection. 
• les tangentes à («i:1) et (~ 2) aux points d'abscisse e et 
leur point d'intersection. 
• la tangente à (~2) au point d'abscisse e2 e t son point 
d'intersection avec (OJ). 

48 Le repère (O, I. J) est orthonormé. 
Soit/la fonction définie par: 

/{x) = ! ( x + 1 + 3ln 1 ~ ~ ~ 1). 
On désigne par (~ ) la courbe représentative de f 
1. Étudier les variations de la fonction f 
2. a) Démontrer que CC~) admet un point d'inflexion Q et 
que Q est un centre de symétrie de (~). 
b] Déterminer l'asymptote oblique (D) de (~) et vérifier 
que Q appartient à (D). 
é] Tracer ('€). 

49 Soit la fonction f: x - ln I Inx 1. 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentative (~ ). 
2. a] Démontrer que, pour tout nombre réel m , l'équa­
tion ln I Inx 1 = m admet deux solutions x1 et x 2 • 

b) Calculer le produit x 1x 2 • 

50 Le repère (0, I, D est orthonormé. 
Soit fla fonction définie par : 
f 'l.r) = X - 1 + 1.., Si X:,; 1 
• X • 

..-_.r! = 1 - (lnx)2, Si X> 1 

- - =::Jé::::ontrer quefest continue et dérirnhle en 1. 
li O s:r 'e:- ~es limites de faux bornes de son ens1rnble 
è.? ê~ et préciser les branch es infinies de la 
ca::::::Je-~~sé:se=aâ,e(~) de f 
- --=. --; .e::, 1.c :Ctions de f 
""lé , : _ ç::~ 2 point d'abscisse e est un point d 'in-
= Eë.o::. G [-i 
dl -=.-ac:1a ->-
2. Soit h !a :est:iaiœ. èe ~: i::œ.---ralle ]1 : v <>e[. 
a} Démontrer que h :éa1ise c.ne bi;ection de ]1 ; + 00( 

vers un interŒlle que l'on pî'écisera 
b) En déduire que h admet une fonction réciproque h-1 

dont on précisera le sens de Yariation. 
Tracer la courbe représentative de h-1 . 

51 Le repère (0, I , J) est orthonormé. 
Pour tout nombre réel m , on définit la fonction f m par : 

J, (x) = lnlmx+11. 
m x+m 

- - · On, désigne par ('6m) la courbe représentative de fm• 
1 . Etudier fm et tracer (<"f6m) dans_ les cas suivants : 
m =O,m=-letm=l. 
Dans la suite, on suppose que : m E IR \ {- 1 ; D ; 1). 

2. a} Déterminer les ensembles de définition, de conti­
nuité et de dérivabilité de fm• 

On désigne par Dm l'ensemble de définition de fm• 
b) Démontrer que les courbes (~ m) passent par deux 
points fixes. 
3 . a} Démontrer que Dm= D.1. et que pour tout élément 

m 

x de Dm• on a: /.!.(x) = - fm(x). 
m 

En déduire la position relative de (~m) et (<"f6 .!_ ). 
b) Démontrer que: m 

• (X E D_m) (;::) (-XE Dm); 

• V XE D_ m,,[m(x) = fm(- x). 

En d'éduire la position relative de (~m) et (~ _ m). 

c) Déduire des questions précédentes qu'il suffit d'étu­
dier fm et de tracer (~m) pour m > 1 pour obtenir toutes 
les courbes (~m). 
4. On suppose dans cette question que : m > 1. 

a) Étudier fm et dresser son tableau de variation. 

b) En déduire le tracé de (' fb2).(~-½) et (~_2). 

Soit Q le point d'intersection de (''52) et de son asymp­
tote parallèle à (OI). 
Démontrer que Q est un centre de symétrie de ('«z). 
c) Soit g la restriction de / 2 à}- 2 ; - ½[. 
Démontrer que g réalise une bijection de ]- 2 ; - ½[ vers 
IR et construire sur un autre graphique les courbes 
représentatives de g et de sr1 . 

51 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 
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1. Soit fla fonction définie par : 

j(x) = x 
1 

+ ln lx - 11. x -
a} Étudier f et dresser son tableau de , ariation. 
b} Calculer j(0); en déduire le signe de f 
2. Soit g la fonction définie par : g{x) = x ln I x - 1 1. 
a} Étudier g et tracer sa ·courbe représentative («6). 
b) Soit A le point d 'intersection de ('{) et (OI), d'abscis­
se non nulle. 
Démontrer que A est un point d 'inflexion de («6) et écri­
re une équation de la tangente (T) à («6) en A. 
3. On désigne par h la restriction de g à l'intervalle 
]1 ; + 00(. Démontrer que h est une bijection de ]1 ; + oo[ 
sur IR et construire sur un autre graphique les courbes 
représentatives de h et de h-1• 

53 Soit a un élément de [- ; ; ; ] et fa la fonc­

tion définie par: fa.lx) =ln(4x2 - 4x sina. + 1) . 

On désigne par («6a) la courbe représentative de fa: 
1. a) Déterminer, suivant les valeurs de a., l'ensemble de 
définition de fa· 
b} Démontrer que la droite d'équation x = ! sina est un 
axe de symétrie de (~o.). 
c) Démontrer que («60.) et (~_ o.) sont symétriques par 
rapport à (OJ). 
2. a} Étudier fa pour a = ; et tracer sur le même gra­

phique les courbes(~~ et(~ - ~ -

bJ Démontrer que po~ a = - -~. l'équation fa(x) = x 
admet une solution unique dans )'intervalle ]O ; + oo[ et 
donner une valeur approchée à 10-2 près de cette solution. 

54 Le repère (O, I, J) est. orthonormé. 
Soit m un nombre réel strictement positif et f m la fonc-

tion définie par : fm(x) = ln(mx) + ,!:x . 
On désigne par (~ m) la courbe représentative de f m• 
1. a} Déterminer l'ensemble de définition de fm et étu­
dier les branches infinies de (<€m). 
b) Déterminer la dérivée de fm et démontrer que l'en­
semble des extremums de («6m)' lorsque m décrit ]O; +oo [, 
est la courbe (r) d 'équation: y =-2ln[x I lnx 1 ). 

c} Étudier la fonction x - Zln(x l lnx 1) et tracer (r). 
Dans la suite du problème, on suppose que : m = 1. 
2. a} Étudier la fonction f1 et tracer la courbe («61). 

b) On désigne par g la restriction de f1 à l'intervalle [e; + 00(. 

Démontrer que g admet une fonction réciproque 9-1 

dont on précisera l'ensemble de définition. 
Tracer la courbe représentative de 9-1 • 

3. a) Démontrer que (<~1} admet un point d'inflexion 
dont l 'abscisse a est solution de l'équation : 
(lnx)3 - hu: - 2 = O. 
b) Déterminer une valeur approchée de a. à 10-2 près. 

55 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 
Soit m un nombre réel non nul et f m la fonction définie 
par : f,n(x) = mx + 1 + ln(mx). 

On désigne par («6m) la courbe représentative de f,n. 
1. a} Déterminer, suivant les valeurs de m , l'ensemble 
de définition de f,

11
• 

b) Démontrer que pour tout nombre réel m, les courbes 
(<€m) et (~_m) sont symétriques par rapport à (OJ). 

c) Ét1;1dier les branches infinies de (~m) pour m > O. _ 
2. a) Etudier la fonction fz puis tracer les courbes (~ ) et (<€_2). 

b) Démontrer que l'équation fz(.r:) = 0 admet une unique 

254 Primitives - Fonction lo~arithme népérien 

solution dont on déterminera une valeur approchée à 
10-2 près. 
c) Démontrer que f? et f_ ? réalisent des bijections de 
leurs ensembles de définition vers~ et préciser la posi­
tion relative des courbes représentatives de leurs fonc­
tions réciproques. 

56 1. Soit la fonctiong : x - x3 -x + 1- 2 lnx. 
Étudier les variations de g et en déduire le signe de g(x). 

2. Soit la fonction f: x - x + 1 + x jnx et (~) sa courbe 
représentative. 
Démontrer que la droite (Il) d 'équation y = x + l est 
asymptote à (~). 
Étudier la fonction f et tracer (~). 
3. Démontrer que l'équation /(x) = O admet une solution 
unique dont on déterminera une valeur approchée à 
10-2 près. 
4. Soit la fonction h : x - x + lnx. 
Étudier la fonction h et en déduire que (Il) coupe (~ ) en 
un point unique dont on déterminera l'abscisse a à 10-2 

près. 

57 L'impression sonore est proportionnelle au 
logarithme de l'intensité sonore. On définit le niveau 

sonore par N = 10 log f , où I est l'intensité sonore et 10 

une intensité sonore de
0 
référence. 

1. Sachant que l'intensité sonore est proportionnelle au 
carré de la valeur efficace de la pression acoustique P, 

démontrer que N = 20 log ; , PO étant la pression acous­
tique correspondant à Io- o 

2. Lorgue Pest exprimée en pascals (Pa), N est exprimé 
en décibels (dB). 
Sachant que P

O 
= 20 x 10-6 Pa (son à 1 000 Hz), calcu­

ler les niveaux sonores respectifs correspondant aux 
pressions acoustiques P

1 
= 12 x 10-3 Pa (niveau moyen 

de_ la voix) et P 2 = 30 x 10-2 Pa (bruit insupportable). 
3. Quelle est la pression acoustique correspondant à un 
niveal.l sonore de 80 dB ? de 70 dB ? 

58 Sismologie. 
Pour évaluer la puissance d'un séisme, on a défini une 
quantité, appelée magnitude, liée à l 'énergie dévelop­
pée au foyer du séisme. L'échelle de magnitude, ou 
échelle de RICHTER, permet de comparer les énergies 
développées par différents séismes : 
• un séisme de magnitude 3 correspond à une secous­
se ressentie sur une surface peu étendue ; 
• un séisme de magnitude 4,5 peut causer des dégâts 
légers et de magnitude 6 des dégâts importants ; 
• les plus grands séismes enregistrés ont une magnitu­
de comprise entre 7 et 8,5 ; 
• on estime que le séisme de plus forte magnitude, voi­
sine de 9, a été celui de Lisbonne, en 1755. 

L'énergie libérée au foyer d 'un séisme étant notée E, la 
magnitude correspondante M est donnée par la formu­
le : log E = 11,4 + 1,5 M. 
1. Comparer les puissances de deux séismes de magni­
tudes respectives 3 et 7. 
2. Calculer la magnitude du séisme de Skopje, en 196 3, 
sachant que l'énergie libérée a été 1 000 fois supérieure 
à celle Hbérée par un_séisme de magnitude 4. 
3. Comparer les puissances des séismes de Skopje 
(M = 6) et de Los Angelès (M = 7,5), en 1971, à celui de 
Lisbonne (M = 9) en 1755. 



Fonctions 
expo 

Fonctio 
e tiell.es -

♦ puissances 
lntroduction 

Les ponts de liane font pame du paysage africain. La courbe 
dessinée par ces ouvrages, de même que celle engendrée par le 
cable téléphonique suspendu entre deux poteaux, est appelée 
« chaÎnette » : c'est la courbe suivant laquelle se tend un fil homo- . 
gène pesant, flexible et inextensible, suspendu par ses extrémités­
à deux points fixes . 

GALILÉE s'intéressa à cette courbe, qu'il pensait être une para­
bole. Ce n'est qu'en 1691 que BERNOUILLI, HUYGHENS et 
LEIBNITZ en déterminèrent une équation. 

Un pont de liane. 

1. Fonction exponentielle ... ..... .. :. . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256 

2. Fonctions comportant exp . . . . . . . . . . . . .. .. .. . .. . .. . . . . . . .. . .. .. 260 

3. Fonctions puissances .. . . . . . . . .. . . .. . . .. . . .. . . .. . . .. . . .. . .. .. . .. . .. 265 

• 

Fonctions exponentielles - Fonctions puissances 255 



Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réeJle et le plan est 
muni du repère (0, I, J). 

~ 'Fonction expo 

1,r.~r",1,._1 ~" Définition et propriétés 

Définition 
La fonction logartithme népérien es:'!:.!::.:? bijection de ]O ; + oo[ vers IR. Elle admet donc une fonction réci­
proque, bijection de IR vers )0 : - =ic:=-

La fonction exponentielle. notée exp, est la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien. 

• L'exponentielle d 'un nombre réel x est notée exp x ; on a : V x E IR, exp x > O. 

• On a : V x E ~ . ln(exp x ) = x ; 
V x E ]O ; + 00(, exp(ln x) = x. 

• On a: {x E :.:2 ç::> { y E ]0; + oo[ 
y = exp x x = ln y. 

1 
• exp 0 = 1 ; exp 1 = e ; exp (- 1) = 8 . 

En appuyant successivement sur les touches - - d'une calculatrice, on obtient une 

I!!!/ valeur approchée de l'exponentielle d'un nombre réel. " - ,, 

exp 1 ""2,718 28 ; exp (- 1) ""0,367 87 ; exp [3"" 5,652 23 ; exp 200"" 7,225 97 x 1086
. 

/ 

Notation ex 
Soit r un nombre rationnel. On a : ln(exp r) = r = ln er. 
On en déduit que : V r E Q, exp r = er. 
On convient d'étendre cette écriture à tout nombre réel x ; on a alors : V x E IR, ln(exp x) = x. 

On en déduit que : 
• V X E IR, ex > O. • V X E IR, ln ex = x ; 

• { x E iR ç::> { y E ]O ; + oo[ 
y = ex x = ln y. 

Pour tous nombres réels a et b, on a: e0 + b = eaé. 

émonstration 

Soit a et b deux nombres réels. , 
On a: ln ea + b =a+ b = ln e0 + ln eb = ln(eaeh). 

On en déduit que : ea + b = e0 eh. 

V X E ]O ; + oo[, e1n X = x. 

Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, on a : 

(1) e -a= \ (2) e a-b = eab (3) era =(eaf. 
e e 
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Démonstration 

Soit a et b deux nombres réels, r un nombre rationnel. 
( 1) On a : e'1 e - a = e0 - a = e0 = 1 ; donc : e- a = \ . 

e 

(2) On a: 

(3) On a: 

e a - b = eae-b = ea .1_ = ea. 
eb eb 

ln era =ra= r ln e0 = ln(e0
)'; donc : era =(e0

/. 

_j .2., Étude de la fonction exponentielle 

Sens de variation 
La fonction exp varie dans le même sens que sa fonction réci­
proque, la fonction ln ; elle est donc strictement croissante de IR 
vers ]O ; + oo[. 

On en déduit le tableau de variation ci-contre. 

Pour tous nombres réels a et b, on a : 
• ea = eh si et seulement si a = b ; 
• ea < eh si et seulement si a< b. 

Remargu~ 

En particulier, on a : X= 0 ,' 
X< 0 ,' 
X> 0. 

Courbe représentative 
Le repère (0, I, J) est orthonormé. 

On désigne respectivement par (((6) et (((6') les courbes 
représentatives des fonctions exponentielle et logarithme . 
népérien, par (~) la droite d'équation : y = x. 

• (((6) se déduit de (((6') par la symétrie orthogonale d'axe 
(~). 

• La tangente à (((6') en I a pour coefficient directeur 1 
donc, la tangente à (((6) en J a pour coefficient directeur 1. 

• La tangente à(((&') au point de coordonnées (e ,; 1) a pour 

coefficient directeur 1._ et passe par O ; donc, la tangente 
e 

à (((6) au point de coordonnées (1 ; e) a pour coefficient 

directeur e et passe par O. 

• (((6') est en tout point située au-dessous de sa tangente ; 
donc, (((&) est en tout point située au-dessus de sa tangente. 
En particulier, (((6) est au-dessus de sa tangente en J ; 
donc : V x ~ IR, e-x > x + 1. 

Dérivée et conséquences 

• 

X -oo 0 1 + oo 

___.+ 00 

eX --e ----1 0 

La fonction ln est dérivable sur ]O ; + 00 [ et pour tout élément x de cet intervalle, on a : (ln)'(x) = 1-. 
X 

Or : V x E ]O ; + 00[ , ! * 0 ; donc, la fonction exp est dérivable sur Ill. 

On a : '<;/ x E IR, (exp)'(x) = (ln)'(;xp x) = ~ = exp x. 

expx 
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On en déduit la propriété suivante. 

La fonction exponentielle est dérivable sur 2 et pour tout nombre réel x, on a: (exp)'(x) = exp x. 

La fonction exponentielle a la particulu::::fi è "éce égale à sa dérivée. 

La fonction x - ex est dérivable en O et scm ::10mbre dérivé est 1. 

On en déduit la propriété sufrante.. 

1. eX - 1 
1m -- = 1. 
x ➔ O X 

a~~~ Limites aux bornes de l'ensemble de définition 

(1) lim eX = + = 

(3) 

x ➔ + oo 

lim eX 
-= + oc 

X ----++ = I 

D émonstration 

(2) lim e--c = 0 ; 
X ➔ -oo 

(4) lim xeX = O. 
x ➔ -oo 

La fonction exponentielle est une bijection strictement croissante de ~ vers ]O ; + 00[ ; on en déduit les 
propriétés (1) et (2). 

La droite (DI) est asymptote à(({!,) en - oo • 

(3) Posons : X = ex ; on a : lim e-"C = lim ~ = lim _l_ = + oo. 
x ----+ + oo x x ----+ + oo lnX x ----+ + oo lnX 

X 
{({!,) admet en + 00 une branche parabolique de direction celle de {Of}. 

( 4) Posons : X = - x ; on a : lim xex = lim (- ~ ) = lim (- 1x ) = o. 
x ➔ -oo X ➔ +oo eX X➔ +oo e::: 

. X 

- ... .t,_3.~, Travaux dirigés 

Bl:l~~ 1. Résolutions d'équations et d'inéquations 
Résoudre dans ~ les équations et inéquations suivantes. 
e3x - 3ezx - e-i· + 3 = 0 (1) 3e2.-c+1 + e-\'.+l = el+tnz 

3eX - 7e-x + 20 ~ 0 (3) e2x + 1 > 2 
ezx -1 -

Solution 

Résolution de l'équation (1) 

Posons : X = ex. 
Résolution de l'équation (2) 

Posons : X = e-"C. 

(2) 

(4). 

(1) <=> x:i - 3X2 
- X+ 3 = o 

<=> (X - 1)( X + 1)(X - 3) = 0 
q (e-"C - 1)(e-"C + 1)(eX - 3) = Û, 

(2) <=> e(3X2 + X - 2) = 0 
<=> (X + 1)(3X - 2) = 0 
<=> (ex+ 1)(3e-"C - 2) = O. 

L'équation e-"C + 1 = 0 n'a pas de solution. 

L'ensemble des solutions de l'équation (1) est : 
(0;ln3}. 

L'équation ex + 1 = 0 n'a pas de solution. 

L'ensemble des solutions de l'équation (2) est : 
{ln 2 - ln 3}. 
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Résolution de l'équation (3) 

Posons : X = eX. 

(3) 7 
ç::} 3X - X + 20 s o 

ç::} 
(3X - l )(X + 7) 

X 
(3eX - l )(eX + 7) 

eX 
so 

Résolution de l'équation (4) 

Contrainte sur l"inconnue : x :t:- O. 

(4) ç::} 
e2r - 3 

2x so e - 1 

<=> 1 < e2x s 3 

<=> 0 < 2x S ln 3 

<=> 0<x S ln v3. 

X< 1 <::> e _3 
L'ensemble des solutions del ~-ru=rio::J H ) est : 

]O; ln ✓3]. 
<=> x ~ - ln 3. 

L'ensemble des solutions de l 'inéquation (3) est: 
]- oo ; - ln 3]. 

œD-= :JJ 2. Calculs de limites 
Calculer les limites suivantes. 

3eX- 2 
a) lim 

x ➔ + 0o 5eX + 3 
b) lim 

x ➔ - oo 

ln(l + eX) 

Er 

Solution 

a) Posons : X = ex. On a: lim 
3eX - 2 

lim = 
X-,+ 0o 5eX + 3 X-,+co 

b) Posons : X= ex. On a: lim 
ln{l + eX) 

lim = 
x ➔ - oo eX X ➔ O 

c) lim (x- eX) 
X ➔ +0o 

3X-2 3 
5X + 3 = 5· 

ln(l + X) 
= 1. 

X 

c) On a: x- eX = x (1 - eX ). Or: lim eX = + oo; donc: lim (x- eX) = - oo. 
X x ➔ +co X X ➔ +co 

d) On a: 
sin2x 

= (- 2) X 
sin2x 1 

X 
1- eX 2x eX-1 

X 

Or: lim 
sin2x 

lim 
ex-1 

= 1; donc : lim 
sin2x 

=1 et =-2. 
X ➔ 0 2x X ➔ 0 X X ➔ 0 1- ex 

d) lim 
x ➔ 0 

1.a Écrire plus simplement les expressions sui­
vantes. 

1.c Résoudre les inéquations suivantes. 

a) 

c) 

e1+ln2 

e2+ln3 

er'-4 
eX+2 

b) e ln(x+l) X e- ln(x- 2) 
J 

2Er + 1 
a -- >0 

e-r - 3 

b) e2(x+l) + 3er+2 < 4e2 

c) ze2x+l - 3er+l :s: 2e 

d) 2e1+2:x - 13e.G +t + 22e > O. 

sin2r 

1 - e'" 

• 

l.b Résoudre les équations suivantes. 

a) eZx + e'" - 2 = o 
1.d Calculer les limites en + 00 et - 00 des fonctions 

suivantes. 
b) e2x+1 + 38""+1 = 4e 

c) e sinr = Je 
d) 4 e-x = e-<. 

a) x ~ (x - 4)e-" 

b) x ~ (x2 + lJe-x - x 

e2.r - ex+ 1 
C) X~ Er+ 1 . 
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Fonctio s comportant exp_-
~ 2~jj_, Dérivée et conséquence 

....:i;!}::r=,.,.3 Dérivée de exp c -

Le théorème de dérivation des fonéio:lS comp osées permet d'énoncer la propriété suivante. 

Soit u une fonction dérivable sur nn intervalle K. 
La fonction exp ou est dérn-ab!e sur K et on a: (exp ou)' = u' x (exp ou). 

La fonction expou est égalemer::. notée ff'; sa dérivée est alors u'eu. 

Exemples 

• La fonction x ~ e-.r=....r est èfu:iYable sur~ et sa dérivée est la fonction x - (- 2x + 1)e-xz+x. 

• La fonction x - e"""'r est déri,ahle sur~ et sa dérivée est la fonction x - cosx esinx. 
1 x-1 1.. 

• La fonction x - x e"r est déri,-able sur ::2,.. et sa dérivée est la fonction x - -- ex 
X 

iirl□~ Primitives de u 'e11 

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K. 
La fonction u'eu admet pour primitive sur K la fonction eu. 

Exemples 

• Une primitive sur IR de la fonction x - xe-x2 est la fonction x - - ~ e-x2
• 

7t 7t etaru: 
• Une primitive sur ]- -2 ; -2 [ de la fonction x - --2- est la fonction x - etanx_ 

COS X 

~ 2.2 .. -Exemples d 1études de fonctions 
Dans ce paragraphe, (Cfb) désigne la courbe représentative de la fonction/ 

, f • f 2 
~i:J~c_:,., JI Etude de la onchon : x ~ e-x 
Ensemble de définition 
On a: Dr= IR. 
f est une fonction paire ; donc, on restreint son étude à l'intervalle [0 ; + 00[, on trace la courbe corres­
pondant à cet intervalle et on complète par la symétrie orthogonale d'axe (OJ). 

Dérivée et sens de variation . 
La fonction f est la composée des fonctions x - - x 2 et x - eX, dérivables sur IR. 
Donc, f est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction x - - 2xe-x2

• 

On a : f'( 0) = 0 ; 
V x E ]0 ; + 00[, f'(x) < 0 ; donc, f est strictement décroissante sur [O ; + oo[. 

Étude aux bornes de [0 ; + =[ 
Posons : X = - x 2 ; on a : lim e-x2 = lim ex = O. 

X➔ -= X ➔ +oo 

Donc, la droite (OI) est asymptote à (<'.fô). 
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Tableau de variation Courbe représentative 

X 0 + 00 J 

f'(x) 0 -

f(x) 1~ 

0 

f' est dérivable sur IR et on a : .. - 0 

\/ x E Ill, f "(x) = 2(2x2 
- 1)e-x'. ,----;; ---

,J 2 2 
f" s'annulle et change de signe en 2 et - ~ : -:; 

(cei) admet donc deux points d'inflexion d 'abscisses : 
2 

Remarque 
1 ~ 

De la courbe précédente, on déduit celle de la fonction x ......, -=- e 2• 

' 2rr. 

-1 

/2 
2 (h 

• 

La courbe représentative de cette fonction, très souvent utilisée en statistiques et en probabilités, est 
appelée courbe « en cloche » ou courbe de Gauss. 

GJ = Étude de la fonction f définie par : { 
1 ..!.. 

~x) = - xe x , si x :t: 0 
2 

~O) = 0 
Ensemble de défillition 
On a : Dr= Ill. , 
La fonction f est continue sur Ill*. Etudions la continuité de f en O. 
On a: lim f(x) = 0 =f(0). 

x < O l 

Posons: X= ..l. On a: lim f(x) = lim 1
2 ~ = lim eX = + oo. 

X x ➔ O x➔ O 1 X ➔ +oo X 
> > 

Donc,f n'est pas continue en O. 
X 

Dérivée et sens de variation . 1 

• La fonction f est dérivable sur ]- oo ; O[ U ]O ; + 00[ et sa dérivée est la fonction f' : x - x; 1 eT. 
On a: f'(1) = 0 ; 

\/ x E ]- oo; O[ U ]1 ; + oo(, f'(x) > 0 ; donc, f est croissante sur]- oo; O[ et sur ]1 ; + oo[ ; 
\/ x E ]O; 1[, f'(x) < 0; donc,[ est décroissante sur ]O; 1[. 

• La fonction g n'est pas continue en O ; donc, elle n'est pas dérivable en O. 

. f(x) - f(O) . f(x) .- 1 .!... 
Cependant, on a : hm - --- = hm -- = hm -2 ex = O. 

x ➔ O X x ➔ O X X ➔ O 
< < < 

Donc, f admet O pour nombre dérivé à gauche en O et ('<i:) admet en O une demi-tangente de support (OI). 

Étude aux bornes de l'ensemble d'étude 
1 

• On a : lim eT = 1 ; donc : lim f(x) = + 00• 

X ➔ + oo X4 + ~ 

Étudions la branche infinie de (cei) en + 00• 

j{x) 1 
On a : lim - - = -

2
. 

x➔ +oo X 1 

1 . ( {. x) . 1 e7 
- 1 . 1 ex - 1 1 Posons : X = - . On a : hm f(x , - -2 = hm -2 1 

= hm -2 - X = -2 . 
X x ➔ +oo x ➔ +oo X ➔ O 

X 

Donc, la droite (l'.l) d'équation y = ~ (x + 1) est asymptote à (cei) en + 00• 

On démontre de même que lim f(x) = - 00 et que la droite (l'.l) est asymptote à (<:<.:) en - 00• 

X ➔ - oo 

Fonctions exponentielles - Fonctions puissances 261 



• On a vu que: lim f(x) = 0 et lim f(x) = + oo. 
X ➔ O x ➔ O 

. < > 

Donc, la droite (OJ) est asymptote à (~ ). 
Courbe représentative 

Tableau de variation 

X -oo 0 1 + 00 

g'(x) + ] - 0 + 
j+oo +oo 

g(x) ~ o ~ e ~ 
- 00 2 

_ 2.3~ Fonctions exponentielles de base a (a> 0) 

Définition et propriétés 
Soit a un nombre réel strictement positif. 
On a : \;:/ r E Q, ar = erlna. 

On convient d'étendre cette écriture à tout nombre réel x ; on a : \;:/ x E IR, ax = eX1na. 

Ceci nous conduit à la définition suivante. 

Soit a un nombre réel strictement positif. 
• Pour tout nombre réel x, on a : ax = exlna. 

• On appelle fonction exponentielle de ba'se a, la fonction : x - ax. 

Remarque~ 

• La fonction exponentielle de base e est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien. 
• La fonction exponentielle de base 10 est la fonction réciproque de la fonction logarithme décimal. 
• La fonction exponentielle de base 1 est la fonction constante x ~ 1. 

Pour tout nombre réel a strictement positif et pour tout nombre réel x, on a : ln ax = xln a. 

Cette propriété est une conséquence immédiate de la définition précédente. 

On en déduit les propriétés suivantes. 

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pour tous nombres réels x et y, on a : 

(1) ax+y = aXaY (2) -y - 1 (3) x-y - ax ; a -- a -au aY 

(5) (~r =:: (6) ( ax)Y = ax!f • 

Remarq_u~ 
Pour tout nombre réel a strictement positif, on a également : a0 = 1 et a1 = a. 
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ciea -=-71 Étude de la fonction f 
O 

: x ~ cr 
Dans cette étude, (~ a) désigne la courbe représentative de la fonctionfa et a est différent de 1. 

Ensemble de définition 
Ona: Dra =IR. 

Dérivée et sens de variation 
On a : V x E IR, ax = eXIna ; donc, la fonction fa est è.é:;:::i."2b}e sur IR et sa dérivée est la fonction f; telle 
que : [;(x) = (lna)eXlna = arlna. 

t; est du signe de lna ; on distingue deux cas : o < a < : ei. a > 1. 

1er cas : 0 < a< 1 

On a : V x E IR, [;(x) < 0 ; 

donc, fa est décroissante sur IR. 

Étude aux bornes de l'ensemble de définition 

1er cas : 0 < a < 1 

• On a : lim ~ = O. 
X ➔ + oo 

La droite (OI) est asymptote à (~a) en + 00• 

• On a : lim ax = + oo ; 

X ➔ - oo ~ ( eXJna ) 
lim - = lim lna -- = - oo. 
x ➔ - .. x x ➔ - oo xlna 

(~ a) admet en - 00 une branche parabolique de 
direction celle de (OJ). 

Tableau de variation 
1er cas : 0 < a < 1 

X -oo 0 1 + 00 

fa'(x) -

+ 00 

fJx) ---1 -- . a------.0 

Courbe représentative 

1er cas : 0 < a < 1 

•;t 

JH: = - - • ·....C..:.-'-'-'-·'-Lu---'-.U..:..'-'-..W...-'-'-...W...--'--'--LI .. ,u......- -

2e cas: a> 1 

Ch a : V x E IR, [;(x) > 0 ;) 
;::a-,-.e.. fa est croissante sur Ill. 

?œs: a > 1 

• O:i a : 2::::1 cr = o. 
La droite con est asymptote à (~a) en - 00• 

• Ona: lim <r = +oo ; 
xl_➔ += <r 1· (1n e-nna ) 
lill - = lill Q -- = + oo, 

X ➔ + 00 X X ➔ + 00 xlna 
(~

0
) admet en + oo une branche parabolique de 

direction celle de (OJ). 

2e cas : a> 1 

X - oo 0 1 +oo 

fa' (x) -

t;Jx) 
___-Â oo ---a 0 --1 

28 cas: a> 1 
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-==-2.4. Travaux dirigés 

■111:œ.:~""::J 1. La chaÎnette 
Le repère (0, 1, J) est orthonormé. 
1 °) Tracer sur un même graphique les courbes représentatives (<(i;) et (<(i; 

9
) des fonctions f: x ~ e" et 

g: Xf-7 e-x. 
2°) À tout nombre réel x , on associe les points M et M' appartenant respectivement aux courbes (<(i;) et 
M

9
) et ayant la même abscisse x . Soit P le milieu de [MM']. 

a) Démontrer que, lorsque x décrit IR, le lieu géométrique de P est la courbe représentative (r) de la fonc­
tio~ cp : x ~ e"; e-x . 
b) Etudier les variations de cp et tracer (r) sur le même graphique que (<€) et (<(i;

9
) • 

La courbe obtenue est la « chaînette» citée en introduction de ce chapitre. 

Solution 
1°) La fonction/ a été étudiée au paragraphe 1.2. 
On a: V x E IR, g(x) = f(-x); donc (~

9
) se déduit 

de (<(i;) par la symétrie orthogonale d'axe (OJ). 

2°) a] Soit x un nombre réel. 
Désignons par y M' yM, et Yp les ordonnées respec­
tives des points M, M' et P. y + y , 
On a : P milieu de [MM'] <:=> Yp = M 

2 
M 

eX + e-X 
<:=> Yp = 2 

<:=> p E (r). 

Donc, lorsque x décrit IR, ·1e lieu géométrique de P 
est la courbe (r). 

b) • On a : Dq, = IR. 
cp est une fonction paire ; donc, on restreint son 
étude à l'intervalle [O ; + oo[, 

-- -1---
, 
i 

0 

e 2x -1 
• La fonction <p est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction m': x 1-7 ---

't' ZeX 

Ona: (J)'(O) = 0 ; 
V x E ]O; + oo[, cp'(x) > 0; donc, cp est croissante sur ]O ; + oo[. 

• On a : lim eX - e-x = + oo · 
x ➔ +oo · 2 ' 

lim <p(x) = lim .1...(eX - _l_) = + oo, 
x ➔ + oo X x ➔ +oo 2 X xe-t 

Donc, (r) admet en+ oo une branche parabolique de direction celle de (OJ). 

• On déduit de l'étude précédente le tableau de variation de (j) et la cour-
be (r). 
La fonction cp est appelée fonction « cosinus hyperbolique » et notée ch. 

2. Résolution d'équation 
Résoudre dans IR l'équation (E) : 22x+3 - 3 x zx+1 + 1 = o. 

Solution guidée 
• Poser X = zx et démontrer que (E) <:=> 8X2 - 6X + 1 = O. 
• Conclure. 
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~ E xercices 
2.a 

2.b 

2.c 

2.d 

Déterminer la déri,ée de chacune des fonc­
tions suivantes. 
a) x - (2x - 3)e-3.r b) X - (x + 1)eX'+2x 

1 1 
d) x - 2 e-r. 

X 

Déterminer une primitive de chacune des fonc­
tions suï,·antes. 
a} X>--¾ (2x - 3)e-c'- 3x 

eh 
C} X~~ 

l:," + 2 

x+1 
b) X - e-c'+2x 

1 1 
d) x - 2 ex. 

X 

Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 
a) x - x e-c b) x -xe-x 

c) x - (x2 
- 1)e-c d) x - e-c . 

X 

Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 

2.e 

2.f 

2.g 

e-" e- .r a) x - -
2 

b) X - e-c - e-x . e-c + e-X 

Soit fla fonction défi.nie œ..- : 
1 -

{ 
/(x) = 1 - e -xi-, si x ;: O 
f(O ) = 1. 

1. Étudier la continuité et la dérrn:::01ité de f en O. 
2. Étudier les variations de la fonaionf et tra­
cer sa courbe représentative. 

Résoudre dans IR les équations suivantes. 
a) 4 Zlnx-l - 5 X 4 lnx + 16 = 0 

b) 52,tx + 5 X 51+,lx - 63 = o. 

Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 
a) x - 1t2x + w - 2 b) x - ln(zx - 1). 

Eonct[Ons· Puissances --=-
~ 3-+t .. , Études des fonctions puissances 

B~n~',:r, 1:J Introduction 
On a étudié les fonctions x ~ x n pour n E 71.. . 
L'ensemble de définition de ces fonctions est IR sin;::: 0 et IR* sin < O. 
On a également étudié les fonctions x ~ x pour r E Q (cf. chapitre 11). 
L'ensemble de définition de ces fonctions est cette fois [O ; + oo[ si r ;::: 0 et ]O ; + oo[ si r < O. 

Soit a. un nombre réel. 
On appelle fonction puissance d'exposant a la fonction x ~ .>..,.a. 

Pour tout nombre réel x strictement positif, on a : ecxlnx = xcx. 
L'objectif de ce paragraphe est d'étudier les fonctions gcx de )0 ; + 00[ vers IR définies par : gcx(x) = .rX. 

g0 est la restriction à ]O ; + 00[ de la fonction constante x ~ 1. Dans la suite de cette étude, on suppose 
que a. est non nul. 

Étude de la fonction 9a. : x ~ x1-
(r ex) désigne la courbe représentative de la fonction 9cx· 

Ensemble de définition 
On a: D

902 
= ]O; + oo(. 

Dérivée et sens de variation 
On a : '<;/ x E IR, .rX = ecxlnx ; donc, la fonction 9cx est dérivable sur son ensemble de définition et sa 

dérivée est la fonction g~ définie par: g~(x) = ~ ealnx = ~ xa = a,xa- 1. 

g~ est du signe de a ; on distingue deux cas : a.< 0 et a.> O. 

1er cas: a < 0 

On a : '<;/ x E ]O ; + oo[, g;(x) < 0 ; 

donc, 9a est décroissante sur ]O ; + oo(. 

2c cas : a.> 0 

On a : '<;/ x E ]O ; + oo[, g;(x) > 0 ; 
donc, 9cx est croissante sur ]O ; + oo[. 
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Étude aux bornes de l'ensemble de définition 

1er cas: a< 0 

• On a : lim alnx = + oo ; 
x70 

donc : lim ealnx = + oo. 
x70 

La droite (OJ) est asymptote à (r J-
• On a : lim alnx = - oo : 

donc : lim ealnr = o. 
X ➔ +oo 

2e cas: a> 0 

• On a : lim alnx = - oo ; 
X ➔ O 

> 
donc: lim ealnx = O. 

x ➔ O 
> 

• On a : lim alnx = + oo ; 
x ➔ + oo 

donc : lim ea.Inx = + oo. 
x ➔ + oo 

De plus : lim xu = lim ela-l)lnx. 
x ➔ +oo X X ➔ +oo 

La droite (OI) est asymptote à (ï J en + =- Donc, (r) admet en + oo une branche parabolique : 
- de direction celle de (OI), si O < a< 1 ; 
- de direction celle de (OJ), si a > 1. 

Tableau de variation 
1er cas: a < 0 

X 0 1 +oo X 0 1 + 00 

ga'(x) - 9a'(x) + 

+ ~ 
. +oo 

1~ 9a(x) 1------__.o 9a(x) 

0----

Courbe représentative 

1ercas:a<O 2e cas: a> 0 

J J 

,R ~Ol~LQ_LI,! 

Lorsque a> 0, on peut prolonger la fonction 9u par continuité en O ; la courbe représentative de cette nou­
velle fonction admet en O une demi-tangente, de S!J.pport (01) si'a > 1 et de support (Of} si O < a < 1. 

Fonction cP- (a E lR} 
Soit a un nombre réel et u une fonction strictement positive sur un intervalle K. 
La fonction x f-,> [u(x)]a est la composée des fonctions x f-,> u(x) et x f-,> xa. 

De plus, on a : [u(x)]Œ = ealnu(xl. 

La fonction x f-,> xa est dérivable sur ]O ; + oo[ et sa dérivée est la fonction x f-,> o:,xa-1 . 
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On en déduit les propriétés suivantes. 

Soit a un nombre réel et u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K. 
La fonction ua. est dérivable sur K et on a: (ua.)• = au'ua.-1 • 

Exemple 

La fonction x 1--,> (sinx)r. est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction x 1--,> ncosx (srnrF-1. 

Soit a un nombre réel différent de -1, u une fonction dérivable et strictement positive sur un inter-
~1 • 

valle K. La fonction u 'irI admet pour primitive sur K la fonction : + 
1

. 

Exemple 

La fonction x 1--,> Zx(l - x2)•2 admet pour primitive sur]- 1 ; 1 [ la fonction x 1--,> 

.,.,,.-,,.3_.2,_ Croissance comparée de lnx, e-~, x1-

Limites de référence 

Soit a un nombre réel strictement positif. On a : 

(l _ x2),/z+1 

/2 + 1 . 

(1) lim lnx = O (2) lim xŒlnx = 0 
X ➔ +oo xŒ x➔ O 

( ) 1
. e-l'. 

3 lffi - = + oo 
x ➔ + ooxŒ 

(4) lim xŒe-x = O. 
• > 

D émonstration 
(1) Posons :.X=.~ 

(2) Posons : X = xŒ 

on a: lim lnx = lim 1- lru...a = lim 1- lnX= O. 
x ➔ +oo XX x ➔ +oo (X xŒ X ➔ +oo a X 

on ·a : lim xa.lnx = lim 2- [xa.ln(xŒ)] = lim 2- (XlnX) = O. 
x ➔ O x ➔ O <X X ➔ O CX 

> > > 

x ➔ + oo 

X 
(3) Posons : X = a on a : lim eX = lim J_ ( 8~ )a.= lim 2- ( ex )a= + oo, 

x ➔ + 00 XX x :1 o aa. ~ x :1 o a a. X 

( 4) On a : lim .À,_o:e-x = lim xa. = lim 1 = O. 
x ➔ +oo x ➔ +oo eX X ➔ +<X> eX 

x o: 

Remarg~ 
Lorsqu'on ne peut conclure directement, on peut conjecturer la limite d'une fonction comportant des 
fonctions logarithme, puissance ou exponentielle en remarquant que : 
- la fonction exponentielle « l'emporte » sur la fonction puissance ; 
- la fonction puissance « l'emporte » sur la fonction logarithme. 

Exemples de calculs de limites 

1. Déterminer la limite en + oo de la fonction x 1--,> 

ln(x2 + 1) · 

On a : V x E ~. 
ln(x2 + 1) 

eX Or : lim 2 = + oo, 
X ➔ +oo X 

lim 
X ➔ +OQ 

ex x 2 x 2 +1 
X-- X-- --

x 2 x 2 + 1 ln(x2 + 1) 
= 

x2 z 1 
= 1 et lim x + = + oo. 

x 2 + 1 x ➔ + OQ ln(x2 + 1) 
eX 

Donc : lim ---- = + oo. 
x ➔ + 00 ln(x2 + 1) 
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2. Déterminer la limite en - 00 de la fonction x - ,/ 1 - x e-\ ---
Posons : X = - x. On a : h - x Er' = [t;x e-x = x½ e-x x J ~ + 1 . 

Or:lim x½e-X= o et lim Jx1 +1=1; donc: lim h-xe-"=0. 
X ➔ += X ➔ +~ x ➔ -= 

3. Déterminer la limite en 0 de la fonction x f----i> [i ln(sim:). 

On a: V x E ]o; ~ [, [i ln(sinx) =J si~ x (siru:)½ ln(sinx). 

Or : lim J _x = 1 ; 
x ➔ 0 SlllX 

de pl:S, en posant X= sin x, on a: lim [(sinx)½ ln(sinxl] = lim (x½InX) = O. 
x ➔ O X ➔ O 

C > > 
Donc : lim ~ x ln(sinx) = O. 

x-;7 O 

4 D 't . l 1· ·t d l fi t· e2.x+i - ~ . e erm1ner a 1m1 e en + oo e a one 10n x f----i> _2 x--x+l 
eZx+l - Er e-t: Er+l - 1 

Ona:VxE IR*,----= -x-----
x2-x +l xz 1-l+__!_ 

X X 2 

ex er+1 - 1 e2r+l - ~ 
Or: lim 2 = + oo et lim ----- = + oo; donc: lim ----- =+oo. 

x ➔ +ooX X➔ +oo1-l+__!_ x ➔ + 00 
.. r- ... l:' +1 

X X 2 

_ 3.3 .. Travaux dirigés 

~mt"J~ 1. Étude d'une fonction du type ua {a E :R) 

{f() ( x) .!- . 0 • X = -- , 2, SI X et 
Soit fla fonct10n définie par f ) x - 1 et (~ ) sa courbe représentative. 

(0 = 0 

1 °) a) Déterminer l'ensemble de définition de f. 

b) Démontrer que f est continue sur cet ensemble. 

c) Étudier la dérivabilité de f en O. 

2°) Étudier f et tracer (C(6). 

Solution 

x-1 
{

_ X >Ü 

1 °) a) On a : <=> x E ]- oo ; 0[ u ]1 ; + oo[ ; donc : D1 = ]- 00 ; D] U ]1 ; + 00[. 

x-1-::tO 1 x 

On peut écrire: V x E ]- oo ; 0[ u ]1 ; + oo[ , f(x) = e lz lnx-1. 

b) • Posons : K = ]- oo ; 0[ u ]1 ; + oo[. 
1 

La restriction de f à K est la composée des fonctions fi : x - x 
1 

et li : x - x ,12 • x-
h est continue et strictement positive sur K ; li est continue sur fi (K). Donc, f est continue sur K. 

1 

• On a: lim f(x) = lim (~)[z = 0 = f(0); doncf est continue en O. 
x ➔ O X ➔ O x-1 

< < 

On en déduit que f est continue sur son ensemble de définition. 

f(x)-f(O) 1( x )
1
- [ ...l.. _1 · _...l..] 

c) On a: lim ---- = lim - -- h = lim - (- x)/2 x (1-x) /2 . 
x ➔ O X x ➔ O X X-1 x ➔ O 

< < < 

[ 
J,__ 1 ] -~ f(x)-f(0) 

• Or: lirn - (- x)/2 = - 00 et lim (1 - x) ,12 = 1 ; donc lim ~'-'-----'--'--' = - oo. 
x➔ O x ➔ O x ➔ O X 

< < < 

On en déduit que f n'est pas dérivable en O. Cependant, (~ ) admet en O une demi-tangente de support (OJ). 
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2°) Sens de variation de f 
D'après le théorème de dérivation des fonctions composées, f est dérivable sur K et on a : 

1 ( X ) !_ -1 V XE ]- oo ; O[ V ]1 ; + oo(, f'(x) = - /2( - , 2 . 
2(x-1)2 :r- - 1 

Donc: V x E ]- 00 ; O[ u )1; + oo[ ,f'(x) < 0 ;f est décroissante sur]- oo; O[ et sur ]1; + oo[. 

Étude aux bornes de l'ensemble de définition 
1 1 

• On a : lim -- , 2 = lim -- ,2 = 1. ( 
X )"E" ( X ) ~ 

x ➔-~ x-1 x ➔ + ~ x-1 

La droite {L\1 ) d'équation y = 1 est asymptote à (=€) e::i Combe représentative 
- oo et+ oo. 

1 

• On a: lim (~)fz = + oo. 
x ➔ 1 x - 1 

> 

La droite (L\z) d'équation x = 1 est asymptote à '.:'.'). 

Tableau de variation 

X - 00 0 1 += (.1- ) J 

f '(x) - + 

f(x) 1 ~ - +oo ~ 
~ 

0 1 

:::.-------==- 2. ·Étude d'une fonction du type ui· 
Soit la fonction f: x ~ 1 r - 1 I x et (~ ) sa courbe représentative. 
1 °) Étudier la dérivabilité de f en 1. 

2°) Étudier f et tracer (~). 

Solution 
1°) • .On remarque que :/(1) = 01 = o. 
Lorsque lxl :t:- 1, on peut écrire :f(x) = e-:1nlx2

-
1 I. 

On en déduit que: D1 =IR\ {- 1}. 

0 

f(x) _ [(1) e-1:ln I x'-1 I 
• Ona : Vxe!R\{-1;1}, I I = I I =e-dnlx'-1l- lnlx-1l=~lnlx+tl+(x- 1Jlnlx- 1I 

X_ 1 eln x- 1 

Or : lim (xln I x + 1 1 ) = ln 2 et, en posant X = 1 x - 1 I , lim I x - 1 l ln I x - 1 I = lim X lnX = 0 ; 
x ➔ l .l'. ➔ l X;;O 

. f(x) -[(1) 
donc: hm I I = 2. 

x ➔ 1 x - 1 
f(x) -f(l) 

On en déduit que : lim 
x::1 x-1 

2 et lim f(x) - /(l) = - 2. 
x -;t 1 x - 1 

Donc, f admet en 1 pour nombre dérivé à gauche - 2 et pour nombre dérivé à droite 2. 
[n'est pas dérivable en 1. Cependant, (~) admet en I deux demi-tangentes de coefficients directeurs res­
pectifs - 2 et 2. 

2°) Dérivée et sens de variation 
Soit la fonction u: x ~ xln Ir - 1 I. 
La fonction/est dérivable sur IR\ {-1; 1} et on a :f'(x) = u'(x)eu(x)_ 

Or : u'(x) = ln Ir - 1 I + 7l:2 
et eu(xl > 0 ; donc, f'(x) est du signe de u'(x). 

X -1 

Étudions les variations de la fonction u' sur IR \ {- 1 ; 1}. 
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"( ) 2x 4x 2x(x
2 

- 3) 
u x = xz - 1 - (xZ - 1)2 = (xZ - 1)2 . 

On obtient ci-contre le tableau de variation de la 
fonction u'. 

X 

u"(x) 

u' (x) 

- 00 - , 3 - 1 

- 0 + -

~ I 

0 1 
r,:: 
v3 + 00 

0 + - 0 + 

~ I On en déduit le sens de variation de la fonction f. 
On a : f'( 0) = 0 ; ln2 + 3 

v o~ 
ln2 + 3 

V x e ]- 00 ; - 1 [ u ]1 ; + 00[, f'(x) > 0 ; donc, f est croissante StE" }- 00 ; - 1[ et sur ]1 ; + 00[ ; 

V x e ]- 1 ; 1[, f'(x ) ~ 0 ; donc, f est décroissante sur ]- 1 : 1(. 

Étude aux bornes de l 'ensemble de définition 
• On a: lim xln lx2 - 1 I = - oo; donc: lim e-dn lxLI I = O. 

x ➔-~ x➔ -~ 

La droite (01) est asymptote à (~) en - oo. 

• On a: lim xln lx2 -1 I = + oo; donc: lim eX1n lx2-1 I = + oo. 
X ➔ += X ➔ + = 

De plus : lim f(x) = lim e-l"ln lx2-11- lnx = lim ex{ln lx2-tl- ~ )_ 
x ➔ += X x ➔ += x ➔+ = 

Or: li~ (ln lx2 - 1 I- lnx) = + oo; donc: li~ f(x) = + oo. 
x ➔ += X x ➔ +- X 

(~) admet en+ 00 une branche parabolique de direction celle de (OJ). 

• On a : lim xln I x 2 - 1 1 = + oo ; donc : lim erln .r"-1 = + oo. 
x ➔-1 _r .....,,- 1 

La droite (Li) d'équation x = - 1 est asymptote à(~ ). 

• On a : lim xln I x2 - 1 I = - 00 ; 

Courbe représentative 

x ➔ 1 

donc : lim e-dn lx"-1 I = o. 
x ➔ l 

Tableau de variation 

X -oo -1 
f'(x) + -

+ 00 + oo..., 
f(x) o/ 

0 1 

0 - Il + 

1~/ 
0 

( {,) 

+oo 

j \ J I 
+ 00 _) (d) w 

j - 1 0 1 

~~E xercices ~-,r-~:;.;/';¼J:~~~.:---1/;..~~.i:~~Y ~.!"'~t:.1 

3.a Déterminer l'ensemble de définition de chacune 
des fonctions suivantes et calculer ses limites 
aux bornes de cet ensemble. 

1 
a) x >-+ (x2 - 1) ex+l 

c)x~ (x + !Y 
1 

b) x 1----? (x + 1r 3 lnx 

d) x >-+ (1 + lnx)e-x. 

3.b Étudier les variations de la fonction 
2 

x >-+ (x2 - x + 1)1" et tracer sa courbe représen-
tative. 

3.c Étudier les variations de la fonction 
x ~ .1...r et tracer sa courbe représentative. 
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Le plan est muni du repère (0, I, J). 

Fonction exponentielle 

1 Simplifier l'écriture des nombres réels suh-a:n:s.. 
a = eln3 b = 8-Ins c = e=-=a 
d = e1-ln2 *-ln6 

m=e "' 

1 Résoudre dans dans •~ les éqnatio::s SŒ\~ 
a) ex= - 1 b} e-'"~2 = 3 

c) e-2.r+3 = 1 d} e-'"1 = e-'"~2 . 

3 Résoudre dans IR les équations suivantes. 
a) e-x(e2x - 4)= 0 b) (e-r - 2)(e-x + 1) = O 
c) e2x - 2eX - 3 = 0 d) zex - 2e-X - 3 = o. 

4 Démontrer que le produit des solutions de 
l'équation x 10gx = 10 est égal à 1. 

5 Résoudre les systèmes suivants. 

a) { 4e-'" - 3eH = 9 · b) { 5eX - eY = 19 
zex + e!J = 7 ex+y = 30 

c) { e2
X - 7eY+l = - 10 d { ex e!I = 10 

x-y=1 ) ex-y=]:_. 
5 

6 Résoudre dans IR les inéquations suivantes. 
a) e-x;;:: 2 b) ex"--1 < 1 

c) eX'-3 $; e2x d) 2e2x - 5ex + 2 > O. 

7 Dans chacun des cas suivants, déterminer l'en­
semble de définition de la fonction f. 
a) f(x) = 5xex 

e'" 
c}f(x) = lnx 

e) f(x) = ln(e-r - x) 

1 

b)f(x) = xe7 

d) f(x) = ln(l - eX) 

f) f(x) = x2/x+1. 

8 Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction faux bornes de son ensemble de 
définition. 

a) f(x) = e2-< - ex + 4 

c) f(x) = ln(l + e--t·J 
1 

e) f(x) = xex-I 

ex 
b)f(x) =-1 x +e 

1 

d) f(x) = e7 

f)f(x) = e-lxl_ 

9 Calculer les limites suivantes. 
a) lim ~ b) lim e'" 

X ➔+ 00 1 + X X ➔+ 00 ,{x 
c) lim lnx d) lim xe-x 

X ➔+ 00 e'° X ➔ +• 

e} lim eX sinx 
X ➔ -oo 

f) lim sinx . 
X ➔ O l-e-t 

0 Calculer les limites suivantes. 

cf J..-. fil-X - e2.t· 
r- X 

l 
c ::a .qez" -1) 

:r-
> 

b) lim e-'"' - l 
x ➔ O X 

1 

d) lim ex lru:. 
x ~O 

onctions comportant exp 

~ c:-::zo:m: de.5 cas suivants, préciser l'en­
se=::-- e cz ::,;._ it--• - · ,.; ce la fonction f , puis déterminer 
32: f ( t- - Œ .:,::_ .. 35.. 

C -~ = :-:::r--~ b1 /lx) = e.t' 
à /lx) = (1 - x )e1-x 

;; (µ-) = .r2e-r. 

1 i Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
primitive de la fonction/ sur ~-
a) f(x) = e-4x b} f(x ) = x e-r' 

C) f(X) = eZx + se-X - 1 

e) f(x) = x - 5 + 3e-2x+l 

d) f(x) = sinx ecosx 

- ez.r 
f) j(x) = 2x 

l+e 

13 Déterminer deux nombres réels a et b tels que 
la fonction x ~ (ax+ b)ex soit une primitive sur IR de la 
fonction x ~ (4x - 5)eX. 

14 Déterminer deux nombres réels a et b tels que 
la fonction x ~ [a cosx + b sinx)e-C soit une primitive 
sur IR de la fonction x ~ (3 cosx + sinx)eX. 

15 Soit la fonction f: x ~ - e + 1 . 
2eX + 1 

1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que : 
b eX V x E IR, f(x) = a+ zex + 1 

2. En déduire les primitives de f sur IR. 

16 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 
Utiliser la courbe représentative de la fonction expo­
nentielle pour représenter graphiquement chacune des 
fonctions suivantes. 
a) x ~e-x 
c) x ~ e-"- 1 

b) x ~ e-t + 1 
d) x~ elxl . 

17 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 
Soit fla fonction définie par: f(x) = 4x2 e-'" -1. 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. Déterminer le nombre de solutions de l'équation : 
4x2 == e-x. 

' 18 Soit fla fonction définie par: 
xz 

{

f(x) = exp(xz _ 
1
), six E IR!\{- 1 ; 1) 

/(- 1) == f(l) = O. 

On désigne par (~) la courbe représentative de f. 
1. Démontrer que f est dérivable à droite en - 1 et à 
gauche en 1. 
2. Étudier f et tracer (C~). 
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19 Le repère (0, I, n est orthonormé. 
Soit fla fonction définie par : f(x) = (1 - .r)(l + er). 
On désigne par (c«) la courbe représentatrre de f 
1 . Calculer les limites de faux bornes de 5Œl e:!Seffible 
de définition. 
2. Démontrer que la droite (~) d'équz~o:::: = -..r - 1 es.: 
asymptote à (~ ) P.n - oo. 

Préciser la position relative de (~ a•~}. 
3. Étudier les variations de la foncâc;;;:; f.:. -, ff --a~ 
déduire les variations de f 
4. Tracer (c~). 

10 Le repère (0, I , fl es=. GïN• u s-

Soit la fonction f: X - ln e'" - 1 5 ro x cu::.:œ '!"ei)ré­
sentative. 
1. a) Déterminer l'ensemh!.e & ~ -=~!>:i :1 de/ 
b) Démontrer qu'il existe~ --- cio:: telle que : 
V x E D, /(x) = x + ç(.r) ~ .i::: µ-J = O. .r- -
c) Compléter l'étude de r 5: .::ace:- fi). 
2. Soil y la restriction de /à :iL~c, .J!e JO ; +on[. 
a} Démontrer que g réalise une bi;ec!ion de ]0 ; + 00[ 

vers !R. 
b) Tracer, sur le même graphique que (C€), la courbe 
représentative (~') de la réciproque de g. 

11 Soit/ la fonction définie par :f(x ) = re2x
1

. 
e- -

On désigne par (c«) la courbe représentative de f 
1. Déterminer l'ensemble de définition de f et calculer 
les limites de faux bornes de cet ensemble. 
2. Démontrer que la courbe (T) d'équation y = 1 + e-" est 
asymptote à (c«) en + =. 
Préciser la position relative de (~ ) et (r). 
3. Étudier les variations de f et tracer (1 ') et (c«). 

Il Résoudre dans ~ les équations suivantes. 

a) 5x = 1 b) (0,1)-" = 10 

c) 3z.c-1 = 27 

e) 5x'-1 = 125 

d) 3x = 2-x+3 

fJ ( ✓2 )} = 15x_ 

13 Résoudre dans R les équations suivantes. 

a) 7z.<: - 5 X 7x + 6 = 0 b) 5Z.c + 5x - 2 = 0 

c) 2z..:+1 + 2x - 105 = o d) gx - 3x+1 - 10 = o. 

14 Résouùrt:l dans ~ les inéquations suivantes. 

a) 4x < - 1 b) 10X !S; 100 

c) (0,5}'" > 8 

e) 2x < 2-x 

d) 7x-1 ;:::,: 1 

f) 3-'-"-l 2': 27. 

15 Calculer les limites suivantes. 

a) lim 
X ➔+ oo 

w b)lim 
x➔+oo 

10- z.c 

1 
c) lim 5x' d)lim 3x_ 
X-►-oo .t' ➔- oo 

16 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 
Étudier les variations de la fonction f et tracer sa cour­
be représentative dans chacun des cas suivants: 
a) f(x) = 2x b) f(x) = (0,5}" 

1 
c) f[x) = 3-•>-1 d) f(x) = 57 . 

Fonctions puissances 

TlétecniDPT une Yaleur approchée de chacun 
èes ::.n:::::bres suirnnts, avec la précision indiquée. 

4 

c 31.- à tcr-2 près b) (1,01)3 à 10- 5 près 
, 2 

c '1.3 2 1(r près d) (1,2r3 à 10-3 près. 

i8 Soit a un nombre réel strictement positif. 
Écrire les nombres suivants sous la forme ab, où b est un 
nombre réel. 

1 
a) a-2 x a2 

5 

) 
aT 

e ­
a3 

c) a1,01 x a - 1,03 

19 Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de 
définition. , 

~C 2 o3 
a) f(x) = E_ b) f(x) = -x · . 

x x h 

30 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 
Dans chacun des cas suivants, étudier les variations de 
la fonction f et tracer sa courbe représentative. 
a) f(x) = :rJ,2 b) f[x) = x". 

31 Soit f la fonction définie par : 

{
f(x) = 1 x ~ 1 

1 J; , si x -et 1 _ 

f(1) = o. 
On désigne par (c«) la courbe représentative de f 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en 1. 
2. Étudier f et tracer (~). 

31 Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction faux bornes de son ensemble de 
définition. 
a) f(x) = x 5"' b) f[x) = xJ,3 (hu:)2 

c) f(x) = x2 - lnx 
e2x 

d) f(x) = x rn . 

33 Soitf la fonction définie par: 

{
f(x) = 1- ln(x2 + t), six !S; 0 
/(x ) = -x2 + e-x, six >0 · 

On désigne par(~) sa courbe représentative. 
1. Étudier la dérivabilité de f en O. 

2. Étudier les branches infinies de -(~ ) ; démontrer que la 
parabole (r) d'équation y =- x2 est asymptote à (c«) en+=-
3. Compléter l'étude de f et construire (r) et ('€). 

4. a) Déduire de cette étude que («<) coupe (01) en deux 
points dont l'un a une abscisse négative que l'on ·calculera. 
b) Déterminer une valeur approchée à 10-1 près de 
l'abscisse du deuxième point d'inter$ection. 
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34 1. Démontrer que pour tous nombres réels a 
az b2 

et b, on a : ab :;; 2 + 2 . 
2. a] En déduire que pour tous nombres réels u et v 

. . .f lnu + lnv 1 {u + v ) strictement pos1ti s, on a : 
2 

::; n~-
2
- . 

b) Démontrer que pour tous nombres réels u et v, on a: 

e~ < eU + eD 
- 2 

3. Généralisation 
Soitp et q deux nombres réels strictement supérieurs à 1, 

et tels que : ~ + ½ = 1. 

a) Démontrer que pour tous nombres réels a et b positifs, 
. b<aP bCJ on a . a _ p + q. 

(On pourra étudier les variations de la fon ction f de 

[O ; + co[ vers [ij définie par : f(x) = ax -x;/ .) 
Dans quel cas a-t-on l'égalité ? 

b) En déduire que : 
• pour tous nombres réels u et v strictement positifs, on a: 

lnu + lnv ::;; 1n(.!!... + E...) . 
p q p q ' 

• pour tous nombres réels u et v, on a : 
..!!..+~ lL eD 

ep <J < !L +­- p q. 

c) Soit (r) la courb~ représentative de la fonction loga­
rithme népérien, A et B les points de (r) d'abscisses res­
pectives u et v. 
Interpréter graphiquement la première inégalité du 3.b), 
en considérant le -barycentre K des points pondérés 

(A, 1) et (B, ~), et le point D de (r) de même abscisse 

que K. 
De même, interpréter graphiquement la deuxième 
inégalité du 3.b). 

35 1. Démontrer que : 

V x E jo; + co(, x ~ l < ln(x; l) < 1 . 
En déduire que : 

V x E ]0 ; + co(, (x; 1 y< e < (X; 1 y+1
• 

2. Démontrer que : 
(n + 1)" (n + l)n+l 

V n E N*, - --,.- < e" < 
n! n! 

36 Le repère (0, I, J) est orthonormé. 
Soit fla fonction définie par f(x) = J sinx I cosx. 

1. Quel est l'ensemble de définition de f? 
Justifier que l'étude de/peut se réduire à ]O; n[. 
2. a) Définir le prolongement par continuité g, de f en O. 
b) Étudier la dérivabilité de g en O. 
3. Étudier g et tracer sa courbe représentative (r). 

3-7 Le repère (O, I, J) est orthogonal. L'unité gra­
phique est égale à 2 cm sur (OI) et à 15 cm sur (OJ). 
Soit lm la famille de fonctions définies par : 

fm(x) = x"', e-x, où m est un nombre entier naturel non 
m. 

nul. On désigne par ('€ml la courbe représentative de lm• 
1. a) Démontrer par récurrence sur m que : 

VmE N*,(VxE [O;+co[, eX> xm,). 
m. 

En déduire que les parties d'abscisses positives des 
courbes ('€ml sont comprises entre les droites d'équa­
tions y = 0 et y = 1. 
b) Calculer alors la limite de /,,,Jr:} quand x tend vers + co. 

2. a) Étudier les variations 6! f. sutra.nt les valeurs de m. 
(On distinguera les cas m = : . ::i ?Cf.: et m impair). 
b) Dresser les tableaux de ,.,_-1~ rn=respondant à 
chaque cas. 

3. On désigne par Am le point de do::: l'abscisse 
définit le maximum relatif de lm• 
a) Vérifier que : V m E N*, f,n - fm-t = ·;_=-
Étudier la position relative des courbes ' s: =fi .... ) et 
démontrer que ces courbes se coupent en O a: -~ - r • 

b) Étudier la position relative des courbes (-i eî. r .:a-~) 
et démontrer que ces courbes se coupent en O ta_ e:1 on 
point dont l'abscisse appartient à [m + 1 ; m -e- 21. 
4. Utiliser les résultats précédents pour tracer les c.uc:bes 
('€1), (<€2) et ('€3). On précisera les points d'inte;sa::tion 
des courbes que la question précédente permet de 
connaître, ainsi que les tangentes en O à ces différentes 
courbes. 

38 Soit a un nombre réel strictement positif. 
On se propose de résoudre dans ]O ; + co[ l'équation 
(Ea) : ax = x". 

Pour cela, on considère la fonction fa telle que pour tout 
x élément de ]O ; + col, fa(x) = w x-0 • 

1 . On suppose que: a= e 
a) Étudier les variations de la fonction fe. 
b) Résoudre alors l'équation (Eel· 
c) Démontrer que : V x e ]1 ; + oo[, lx ~ e. . nx 
2. On suppose que : 0 < a :;; 1 
a) Dresser le tableau de variation de la fonction J;,. 
b) Résoudre alors l 'équation (Eal· 

3. On suppose que : a > 1 et a ;t e 
a) Dresser le tµbleau de variation de la fonction J;, . . 
b) Déduire des questions 1.c) et 3.a) que la fonction fa 
admet un minimum absolu strictement inférieur à 1. 
c) En déduire que l'équation (E

0
) admet exactement deux 

solutions situées de part et d'autre du nombre :a . \ 
39 Temps d'effet d'un médicament 

On injecte toutes les 8 heures dans le sang d'un malade 
une quantité% de sérum, exprimée en cm3• 

Après élimination naturelle, la quantité restante de ce 
sérum au bout d'un temps t , exprimé en heure, est donnée 

-t 
par la fonction t ~ %8 24. 

1. Calculer, en fonction de %· la quantité restante de 
sérum dans le sang après 8 heures, 16 heures, 24 
heures. 

2. Soit q la fonction qui à t associe la quantité totale de 
sérum contenue dans le sang au bout de ce temps t. 
a) Exprimer q(t) en fonction de% et t pour t E [O; 48]. 
Dons la suite, on suppose que : % = 1 cm3 • 

b) Représenter graphiquement la fonction q dans l'in­
tervalle [O ; 48). 

3. Le sérum n'est efficace que si le sang en contient en 
permanence une quantité au moins égale à 2 cm3 • . 

Déterminer graphiquement, puis calculer l'instant à 
partir duquel le sérum sera efficace. 
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4. a) Déterminer, en fonction de n, la quantité de sérum 
contenue dans le sang immédiatement après la n.-ième 
injection. 
b) La quantité de sérum contenue dans le sang ne doit 
pas dépasser 3,6 cm3 • 

Démontrer que malgré cette restriction, on !)eUt conti­
nuer indéfiniment les injections. 

40 Bobines de Helmholtz 
Le champ magnétique créé par un2 bobine plate de 
centre m et de rayon R, en un point~ c!.e :'a-xe de cette 
bobine est donné par la formule : 

_..J_ 

B = B0R3(R2 + mM2 ) 2 , où BO désî~<> !e champ magné­
tique créé en m. 
Pour réaliser un champ maguétiçue quasi-uniforme, on 
utilise deux bobines plates cilculai.i---es identiques, de 
centres respectifs m1 et m2 , de - ê:re axe (t.) et parcou­
rues, dans le même sens, par un courant d'intensité I. 

roi OM 

Dans les questions 1 , 2 et 3 , on suppose que : 
R = 1, mi<ù2 = 1 et B0 = 1. 

1. Démontrer que le champ magnétique en un point M 
situé entre m1 et m2 est donné par la fonction 

où x désigne l'abscisse de M sur la droite (L'i) munie 
d'un repère d'origine 0, milieu de [w

1
co2]. 

2. Fonctions composantes 
Soit les fonctions : 

J;, : x - [ 1 + (x + ~)2t½ et 

J; :x-[1 + (x- ~)2J-f . 
a) Étudier fi et tracer sa courbe représentative (<(:;1) . 

b) En déduire la courbe représentative (<(:;
2

) de fz. 
c) Démontrer que (<(:;1) et (<(:;2) sont symétriques par rap­
port à (OJ) et ont un point commun sur cette droite. 

3. Fonction champ magnétique 
a) Démontrer que <p est une fonction paire et qu'elle 
admet en O une dérivée nulle. 
b) Déduire de la question 2. une représentation graphique 
(f'), point par point, de la fonction <p. 

La courbe (r) présente au voisinage du point d'abscisse 
0 un« quasi-palier », col'l'espondant à un champ magné­
tique quasi-uniforme. 

4. Famille de courbes 
On a : R = 1 et B0 = 1. 
Construire de manière analogue les courbes (ï) corres­
pondant à :'ü!1m2 = 2 ; ro1ro2 = 1,4 ; w1ro2 = 0,6. 

On vérifie ainsi graphiquement que Je champ magné­
tique quasi-uniforme est obtenu lorsque roi'ù

2 
= R. 

0 
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, ♦ 

es numer1ques 

En dosse de première, no:rs Q".t(;('2S a:oo-œ !es no:ions de base 
concernant les suites numériques à é:oo:t: p '..;:. panal."èrement les 
suites arithmétiques et géométriques. Nous a vons également étu­
dié, dans certains cas simples, le comportement à Yinfini d' une 
suite numérique. 

L' ob;ectif de ce chapitre est 
de mettre en place des outils 
permettant une étude systé­
matique du comportement 
global d'une suite numé­
rique {monotonie, ma;ora­
tion, minoration, périodi­
cité ... ), ainsi que de son 
comportement à /'infini. On 
étudiera /es suites définies 
par une formule de récurren­
ce et leurs applications, 
notamment la recherche du 
point fixe d'une Fonction et la 
méthode de NEWTON per­
mettant la détermination 
d'une valeur approchée des 
solutions d'une équation. 

Fractales. 

1. Étude globale d'une suite numérique .. . . . . . .. .. . . . . . . .. . . 27 6 

2. Limite d'une suite numérique . . . . .. .. .. . . . .. . . . . .. . . . .. . . . . . . . . 280 

3. Compléments sur les suites . . . . . . . . . .. . . .. . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 286 

• 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à. n1riab/e rée!Je s ..e p!a;. est 
muni du repère (0, I, J}. 

j · Éti.Jde globale d'_une suite numériq 
On appelle suite numérique toute fonction de N vers R 

En général, une suite numérique ·(un) est déterminée par l'un des procédés suivants : 
• une formule explicite permettant de calculer un en fonction de n ; 
c'est le cas des suites de terme général n + (- 1Jn ou (n + l)e-n , comme des suites du type un = f(n), 
où f est une fonction numérique à variable réelle ; 
• le premier terme et une formule de récurrence ; 
c'est le cas de la suite définie par·: u0 = 1 et V n E N, un+l = 1 + u~. 

Lorsque E désigne l'ensemble de définition d'une suite (un), on peut la noter (un)n E E· 

:1 .:1. Suites bornées 
On a vu en classe de première les définitions suivantes. 

Soit (un)n E E une suite numérique. 
• (un) est minorée s'il existe un nombre réel m tel que, pour tout n élément de E, on a : un ~ m. 
• (un) est majorée s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout n élément de E, on a: un$ M. 
• (un) est bornée si elle est à la fois minorée et majorée. 

·on dit que m est ùn minorant de (un) et Mun majorant de (un}. 
Une suite est positive (respe.ctivement négative) si tous ses termes sont positifs (respectivement négatifs). 

Exemples 
• Soit (un)n E ·N · la suite de terme général : un = sin~ . 

1 n 
On a : V n E N *, 1 un 1 $ 2 ; donc : V n E N *, 1 un 1 $ 1. 

n . 
On en déduit que la suite (uri) est bornée. 

~ Soit (vn)n E N la suite de terme général : vn = ln(2n + 1) - ln(n + 1). 

La fonction f: x ~ ln(Zx + 1) - ln(x + 1) est dérivable sur [O; + oo[ et a pour dérivée la fonction 

f
i 1 
:x~ ------

(2x + 1) (x + 1) 
La fonction[ est donc croissante sur [O; + oo[ ; de plus, on a: f(O) = 0 et lim · f(x) = ln2. 
Donc : V n E N, 0 $ vn $ ln2 ; on en déduit que la suite (vn) est bornée. x ➔ + co 

• So~t (wn) la suite définie pa~ : w0 = - 1 et V n E N, wn+l = J2wn + 3. ___ . 
La courbe (~) ci-dessous est la représentation graphique de la fonction g : x ~ Jzx + 3 et (d) est la droi-
te d'équation y= x. · 
On en déduit une construction sur (01) des premiers • 
termes de la suite lwn), ce qui permet de conjecturer que: 
'il n E N, - 1 $ wn· $ 3. · 

Démontrons ce résultat ·par récurrence. 0 
3 

- On a : w0 =. - 1 ; donc : - 1 $ w0 $ 3. 
- Soit k un entier naturel. 
La fonction g: x ~ J2x + 3 est croissante sur [- 1 ; 3) ; 

donc : - 1 $ wk $ 3 ⇒ g(- 1) $ g(wk) $ g(3) 

⇒ 1 $ Wk+l $ 3 

⇒ - 1 $ Wlc+1 $ 3. 
Donc : 'il n E N, - 1 $ w n $ 3 ; w, 
on en déduit que la suite (wn) est bornée . . 
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Re111ç1rqu~ · 
Certaines suites ne sont pas bornées; c'est le cas de la suite de terme général un= n2 - 1, qui est mino­
rée par - 1, mais n'est pas majorée. 

Pour démontrer qu'une suite (un) est bo,éP~ o:::. ~ utiliser l 'un des procédés suivants. 
• ~ncadrer le terme général de la suite par L~ ~ réels. 
• Etudier la fonction f, lorsque la suite es: è _ ::,e : - ~ = f(n). 
• Faire un raisonnement par récurrence. 

:1 _ • .2~ Suites monotones • 

On a vu en classe de première, les propriétés ~--35,, 

Soit (un)n E E une suite numérique_ 
• Si pour tout n élément de E u n$ u n ... 1' alors la suite (un) est croissante. 
• Si pour tout n élément de E un ~ un+l' alors la suite (un) est décroissante. 
• Si pour tout n élém~nt de E un= un+l' alors la suite (un) est constante. 

R~.r]9rqu_es 

• Si pour tout n élément de E un< un+i [respectivement un> un+1), alors la suite [un) est strictement crois­
sante (respectivement strictement décroissante]. 
• Une suite est monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante. 
• Une suite (un) est croissante (respectivement décroissante) à partir d'un certain rang s'il existe un entier 
naturel n 0 tel que~ pour tout n supérieur ou égal à n0, on a : un $ un+i [respectivement un ;::: un+/ 
• Une suite est stationnaire si elle est constante à partir d 'un certains rang. 

Exemples 

• Soit (un)n EN• la suite de te~e général : un= L ~. 
k; 1 IC 

1 
On a : V n EN*, un+t - un= n + 1. 

1 ' 
Or:\;;/ n EN*, n + 1 > 0; donc: V n EN*, un+l > un. 

On en déduit que la suite (u ) est stricteme·nt croissante. 
n • 

• Soit (vn)n e N* la suite de terme général : vn = ~ x ~ x .. . x 
2n2~ 

1 

La suite (vn) est strictement positive et on a : \;;/ n E N*, v~+t = ~~: ~ . 
Or:VnEN*,~~:1 <1 ;donc:VnEN*,un+; <vn. n • 

On en déduit que la suite (vn) est strictement décroissante. 

• Soit (wn)n EN* la suite de terme général : wn =Inn+ [n4 
. 

. n 

La fonction f: x ._ lnx + t est dérivable sur ]O; + 00[ et a pour dérivée la fonction f': x .- fx - 2 

,1x xl~ 
La fonction f est don c croissante sur l'intervalle [ 4 ; + 00[. 

On en déduit que la suite (wn) est croissante à partir du rang 4. 

• Soit (tn) la suite définie par : t0 = 0 et\;;/ n E N, tn+l = etn. 
Démontrons par récurrence que cette suite est strictement croissante. 
- On a : tl =: 1 ; donc : tl > to. 
- Soit k un ~ntier naturel. 
La fonction g: x ._ eX est strictement croissante sur~ ; donc : tk+t > tk ⇒ g(tk+i) > g(tk) 

==> tk+2 > tk+l' 
Donc : V n E N, tn+l > tn ; on en déduit que la suite (tn) est strictement croissante, 
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Pour démontrer qu'une suite (u ,J est monotone, on peut utiliser l'un des procédés suivants. 
• Étudier le signe de un+l - un. . · ; 

. . u 
• Comparer à 11,e quotient· ; 1

• lorsque la suite (un) est strictement positive. 
:a: 

• Étudier le sens de variatic;= œ !a fonction f, lorsque la suite est du type _: un = f(n). 
• Faire un raisonnement~ :râc:::!:::renœ. 

-.::..:.i.é.3~ Suites arithmétiques, suttes géométriques 

f:l~~c::::J Tableau récapitulatif 
On rappelle dans le tableau ci-dessoô les ptincipaux résultats, établis en classe de première, concernant 
les suites arithmétiques et les suites géométriques. 

1 
Suite arithmétique Suite géométrique 

Premier terme 
1 

Uo uo 

Raison r (r E Ill.) q (q E IR) 

Formule de récurrence un+l =un+ r un+1 = qun 

Formule explicite 
un= u0 + nr un= uoqn 

un= up + (n - p)r u =uqn-p n p 

Somme des n premiers termes 
~ (uo + un-1) 

1 n 
u x-=-!L(q ;1; 1) 

(uo + u1 + · · · + un-1) O 1-q 

On a en particulier : n(n + l) 
•1+2+3+ ... +n= 2 

1 an • 1 + a + a 2 + ... + an-l = 
1 

- (a,;:. 1). 
-a 

Exemples d'utilisation 

1. Calculer les sommes: s2 = f::/c2 et s3 = ~
1
k3 (n E N*). 

Posons : s = L k = n(n + l)_ 
1 k=I 2 

• On a:\/ k E N, (k + 1)3 = k 3 + 3k2 + 3k + 1. 

Donc : L (le + 1)3 = Î. lc3 + 3± k2 + 3L k + n (1) 
k .:: 1 k=-1 k = t k=-1 

(1) ç::} r
2
k 3 = f::,k3 + 3s2 + 3s1 + n ç::> 1: 

2
k 3 + (n + 1)3 = 13 + !:

2
k3 + 3s2 + 3si + n. 

3n(n + 1) n(n + 1)(2n + 1) 
On en déduit que : 3s2 = (n + 1)3 - (n + 1) - ---- = - ---- --

2 2 
,. n(n + 1)(2n + 1) 

Donc : I: k2 = ------. 
k- 1 6 

• On a : \/ k E N, (k + 1)4 = k4 + .4k3 + 6k2 + 4k + 1. 
Une méthode analogue à celle utilisée pour le calcul de s 2 permet d'écrire : 

± k4 + (n + 1)4 = 14 + ± k4 + 4s + 6s + 4s + n. · 
k=2 k=2 3 2 1 

On en déduit que : 4s3 = (n + 1)4 - (n + 1) - n(n + 1)(2n + 1) - 2n(n + 1) = n2 (n + 1)2. 

n 2(n + 1)2 

Donc : ± k3 = ----
k"' 1 4 
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1 3 5 2n-1 
2. Calculer la somme : Sn = 2 + 22 + 

2
3 + · ·· + 

2
11 

Ona: 

Donc: 

Or: 

donc: 

S11 1 3 5 2n - 3 2n - 1 
2 = 2 2 + z 3 + z4 + ... + zn + z 11+1 • 

Sn 1 ( 1 ) Zn - 1 
2 = 2 + 1 - zn-1 - zn+l 

3 + 2n 
zn+l .; 

Onen déduit que: S
11 

= 3 - 3 \~n. 

(n EN*). 

3. Calculer la somme : Sn(x) = 1 + 2x + 3.x2 + ... + (n + 1µ.n (n E N, X E IR). 

"'' (n + 1)(n + 2) • Six = 1, on a : S (1) = :E k = ----- . 
11 k= t 2 

• Six -te 1,.considérons la fonction f: x ~ x + x2 + x 3 + ... + xn+1 . 

f est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction[' telle que: f'(x) = Sn[x). 
Or, f{x) est la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique de premier terme x et de 

x(1 - .\...n.+l) 
raison x ; donc : j{x) = ----. 

- 1-x 
1 - (n + 2)x11+1 + (n + l)xn+z 

On en déduit que : S11(x) = f'(x) = ( )2 

1.a 

Lb 

1.c 

l.d 

Soit (un) la suite définie par: 
3 . 1 

u0 = - -5 et V n E N, un+l = 1 + -. 
u" 

1-x 

Calculer les 5 premiers termes de cette suite et 
en déduire son ensemble de définition. 

Dans chacun des cas suivants, étudier si la 
suite (u

11
)

11 
E N est majorée, minorée. 

2n + 1 ( 1 ) a) u11 = n + 2 b) un= n 2 +(- 1)" 

2 + sinn 
c) u,, = 3 - cosn 

1. Soit la suite (u
11

) définie par : 

\.-1 ~ • 4u,. u0 = 1 et v n E 1'ij, un+1 = -
1
- - . 

+ un 
a) Conjecturer, à l'aide d'une représentation 
graphique, si la suite (un) est majorée, minorée. 
b) Démontrer cette conjecture. 
2. Mêm es questions pour la suite (vn) définie 

1 par : Do = 1 et '</ n E N, vn+l = 1 + v· 
n 

Dans chacun des cas suivants, étudier le sens 
de variation de la suite (un),, EN· 

2 
bJ u = n + 2 

Il ll + 1 

d) un "". n - ln(l + n). 

l .e 1. Soit la suite (u,,) définie par : 

u0 = 3 et V n E N, un+l = 2un - 4. 

a) Conjecturer, à l'aide d 'une représentation 
graphique, le sens de variation de la suite (u,,). 
b) Démontrer cette conjecture. 
2. Mêmes questions pour la suite (v,,) définie 

2 + 3v 
par : v0 = 0 et V n E N, vn+i = 

2 
+ v n . 

n 

l .f 1. Démontrer que si (u,.) est une suite géomé­
trique strictement positive, alors (lnu

11
) est une 

suite arithmétique. 
2. Démontrer que si (un) est une suite arithmé­
tique, alors (e"") est une suite géométrique. 

l .g Soit (u,,) la suite définie par : 

~· . 3 u0 = - 3 et V n E 1'ij , . u,,+1 = u,, + 2 . 

1. Exprimer u
11 

en fonction de_n. 

· 2. Calculer f un. 
n • O 

1 .h Suil (u,.) la suite définie par : 

2 
u 0 = - 3 et V n EN, un+l = 3 u". 

1. Exprimer u,. en fonction de n. 
10 

2. Calculer r u . 
«l = J n 
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Limite -d'une suite numérique 
=2.t Notion de limite d'une suite · 

tJ;J.;iw~ Limite infinie 
Soit (un) la suite définie par : u0 = 1 et V n E "" - un-1 = n ; 1 

(1 + un). 

Intéressons-nous au comportement de un lorsque n prend des ,aleurs « de plus en plus grandes ». 

• Compléter le tableau ci-dessou s. 

• Démontrer que: V n EN, un> ~ 
• Soit M un nombre réel ; déterminer un nombre réel A tel que : n 2:: A ⇒ un 2:: M. 

On peut donc rendre un« aussi grand que l 'on veut» en choisissant n « suffisamment grand ». 
On dit que u tend vers + oo lorsque n tend vers + oo et on écrit : lim un = + 00• 

n n ➔ + ~ 

■■sii!!'!!&il Limite finie 
Soit (vn) la suite définie par : v0 = 2 et V n E N, vn+l = 5 ..:... :n . 

Intéressons-nous au compo~ement de vn lorsque n ·prend des valeurs « de plus en plus grandes ». 

• Compléter le tableau ci-dessous (on donne;a une valeur approchée de vn à 1(r 3 près). 

• Quelle conjecture ce tableau suggère-t-il ? 

• Démontrer que: V n E N, vn ~ 2; 

V n E N, 1 vn+l - 4 I s 1 1 vn - 4 I. 

• En déduire que: V n E N, 1 vn - 41 s 
2
!_1 . · 

• Déterminer un nombre réel A tel que : n 2:: A ⇒ 1 vn - 4 I s 10-5. 

• Soit e un nombre réel strictement positif; déterminer un nombre réel A tel que : n 2:: A ⇒ 1 vn - 41 se. 

On peut donc rendre vn « aussi proche de 4 que l'on veut » en choisissant n « suffisamment grarid ». 

On dit que vn tend vers 4 lorsque n tend vers+ oo et on écrit: lim vn = 4. 
. n ➔ +oo 

!i:~rn · "!J Définitions 
Les définitions suivantes ont ét~ donnée1: en classe de première. 

• Une suite est convergente si elle a une limite finie. 
• Une suite est divergente si elle n'est pas convergente. 

Rem~rgue~ 
• On admet que si une suite a une limite, cette limite est unique. 
• Certaines suites n'ont pas de limite; c'est le cas de la suite de terme général: wn = sin (~)-
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Exemples 
• La suite (un) définie par u0 = 1 et V n E N , un ... 1 = n; 1 (1 + un) a pour limite + 00 ; elle est divergente. 

• La suite (vn) définie par v0 = 2 et V n E , rn-1 = 5 - ; a pour limite 4 ; elle est convergente. 
,a 

• La suite (wn) de terme général wn = sin (n{ } :::i): ?ëS è.e limite ; elle est divergente. 

mm....2.2. Calculs de limites 

....... Limite d'une suite du type u ( 
Nous admettons la propriété suivante. 

Soit (un) une suite définie par u n = f (n), où f est ~ :::."".:::=::â:i:=.: .::.run.érique. 

Si fa une limite en + 00, alors (u,J a une limite et a : rr = 1im f (x) . 
- - - • .x ➔ + oo 

Exemples 

• On a : lira (x sin1=.-) = 1 ; donc, la suite Cu~-= . ri.? ,"' ~·== :c~cl u = n sinl... converge vers 1. 
x ➔ + oo X =-- - n 

• On a: lim (x cosl...) = + 00 ; donc, la su ite (vn)n E ~ . de tenne généi.--al r. = ncos2- est divergente. 
x ➔ + oo X • n 

0 1. ln x z + 1 0 d 1 · ( ) d , , al ln n? + 1 0 • na: 1m - -2- = ; one, a suite wn n E N * e terme gener wn = - - ? - conYerge vers . 
x ➔ + 00 X . n-

Remar ~ 
La réciproque de cette propriété est fausse . 

• Ainsi, la fonction x ,_ sin(nx) n 'a pas de limite en + 00 ; cependant, la suite (u n)n EN* de terme général 
un = sin(rcn), dont tous les termes sont n uls, converge vers O. 

G::- - : 1 Limites et opérations sur les suites 
Les suites numériques sont des cas particuliers de fonctions numériques à variable réelle. 
On peut donc définir la somme, le produit ou le quotient de deux suites. 

Soit (un)n E E et (vn)n E E deux suites . . 

• La somme de (un) et (vn) est la suite de terme général un+ vn. 

• Le produit de (u
11

) et (vn) est la suite de terme général unvn. 

• Le quotient de (un) et (vn) est la suite de terme général 3J (si pour tout élément n de E, on a un -:t, 0). 
vn 

Les propriétés concernant les limites de la somme, du produit ou du quotient de deux fonctions numé­
riques à variable réelle, demeurent applicables aux limites de la somme, du produit ou du quotient de 
deux suites numériques. 

Exemples 

• Calculer la limite de la suite (un)n E N * de terme général : un= e- n + 2::; f 
2n -3 d l On a : lim e- n = 0 et lim - - = 2 ; one : im u = 2. 

n ➔ + oo n ➔ +oo n+l n ➔ +oo n 

• Calculer la limite de la suite (vn)n EN* de terme général : vn = (n - 1)( 1 - cos ! ). 
On a : lim (n - 1) = + oo et lim (1 - cosl...) = 0 ; on ne peut donc conclure directement. 

n ➔ +oo n ➔ +oo n . 

Suites numériques 281 



On remarque que: V n EN*, v = n - l x n (1 - cos_!_)= n - l x 
n n n n 

1 
1- cos­n 

1 
n 

Or: lim n- l = 1 et 
n ➔ +oo n 

~"; +-c-;s½ )- ~";o _1_-_~_o_sx_ = o; donc:~~+ oovn = o. 

Croissances comparées des suites 'a'1), {na) et (Inn) 
Les résultats concernant les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithme s'appliquent 
aux suites. On en déduit le tableau suivant. 

Suites Conditions Limites 

a~-1 pas de limite 

Suites géométriques 
(an)n EN*' a E IR 

-1<a<1 0 

(ou exponentielles) a=1 1 

a>1 + 00 

a<O 0 
Suites puissances (ncx)n EN*' a E IR 0: = 0 1 

O:> 0 + 00 

Suite logarithme (lnn)n EN* + 00 

De même, les propriétés de·croissances comparées des fonctions exponentielles, puissances et logàrith­
me s'appliquent aux suites de types (an), (ncx) et (lnn). 

(1) Si a> 0, 

(2) Si a> l 

alors 

et a > 0, alors 

(3) Si 0 < a< l et a < 0, alors 

D émonstration 

• nÇJ, 
hm -

11 
= O. 

n ➔ +ooa 

ncx 
lim -=+ 00• 

Jl ➔ + 00 a11 

(1) Soit la fonction f: x ~ln;. 
X 

On a : lim f(x) = 0 (cf. chapitre 12, § 3.2.) d 1. lnn 
0 one : 1m ~ = . 

x ➔ +oo n ➔ +oo n 

xŒ 
(2) et (3) Soit la fonction g : x ~---:ë . a 

On a : g(x) = ecxlnx -xlna et alnx - xlna = ax (1~r - ln:). 

Or: 1. lnx 
0 lm - = 

X ➔ +oo X 

. (lnx lna) lna donc: hm - -- =----. 
x ➔ +oo X (J, a 

• Si a > 1 et a > 0, lim (alnx - xlna) = - oo ; 
x ➔ + oo nCX 

on en déduit que : lim. g(x) = 0 et lim - - 0 
X ➔ + oo Il ➔ + oo an - • 

• Si O <a< 1 et a< 0, lim (ex.lux - xlna) = + = ; 
x➔ +oo . ~ 

on en déduit que : lim g(x) = + = et hm - = + =. 
X ➔ + oo Il ➔ + oo an 
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