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PREFACE

Dans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et I'approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu’elles sont dans I'ére de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, & organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par I’enseignement des mathématiques qui
jouent un réle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de I’avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux éléves
de 'Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de I’Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, & I'élaboration et &

I'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I’Enseignement
Secondaire.

Elle a pour objectifs majeurs :

— Pharmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise a la disposition des éléves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socio-culturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— l'acquisition par les éléves des bases d’une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypothgses et de les valider ou non 2
I’épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modales mathématiques qu’ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

— la diminution du colit du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux réve : un élave,
un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d'enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et francais, s’ap-
puient sur I'environnement des éldves pour les motiver, les faire agir, les amener & comprendre et
a agir de nouveau, de manitre autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément & notre conception de l'enseignement des mathématiques, nous n’avons pas
voulu présenter les legons sous forme d’exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain] sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la
participation active des élaves.

Insérés dans les lecons, des exercices d’application immédiate permettent I’assimilation des
notions étudiées. Placés a la fin des chapitres, des exercices d’entrainement et d’approfondisse-

ment permettent aux éleves d'éprouver leur compétence et aux professeurs d’évaluer leur ensei-
_ gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de I’Education dans les
pays francophones d’Afrique et de I'Océan Indien, ainsi qu’aux responsables de la Coopération
Frangaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au misux a I'attente et aux besoins des ntilisa-
teurs (professeurs et éléves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec

reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu’ils voudront bien nous faire et,
par.avance, nous les en remercions. .

Saliou Touré
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E DU SECOND DEGRE ... U T
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n FONCTIONS .. S TR R e R
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3. Vecteurs el configurations de ['espace

TR IR RIRERITY o cmsionsiosspiiimisinsisinassivs 253
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PRESENTATION DU MANUEL

Organisation d'un chapitre

" Le cours
permet a 'éléve de reprendre seul le travail
effectué en classe avec le professeur.

m L'essentiel 3 mémoriser, constitué des défini-
tions, propriétés, méthodes, tableaux récapitu-
latifs, est placé sur fond couleur souvent pro-
longé par un cadre couleur contenant des tra-
ductions mathématiques et des illustrations.

m Les exemples sont souvent des exercices com-
mentés et résolus entierement ou partiellement.
L'énoncé de ces exemples est placé sur fond gris
afin d’inviter I’é12ve a le traiter avant de compa-
rer sa démarche a celle proposée.

m Les activités présentent :
— soit I'introduction d’une notion ;
~— soit une démarche pour démontrer une pro-
priété ou un probléme ;
— soit une démarche pratique pour appliquer
une méthode ou une technique.
Pour les mémes raisons que dans les exemples,
la description de la situation mathématique et le
probléme posé dans ces activités sont placés sur
fond couleur.

m Les exercices d’applications directes sont pla-
cés aprés chaque paragraphe.

" Les travaux pratiques
contiennent un zoom sur quelques thdmes spé-
cifiques,

Caarrme
1 TP1 Représentation graphique
de la fonction x = (121 ) oo, 21
TP2 Démonstration de propositions
quantifies ........cecoeeveeiiniiicnnnnnns o
¢ TP1 Détermination d'une équation
de COUTDE ... 34
TP2 Un probleéme de robinets ........................ 35
TP3 Programmation linéaire .........c..c......... 35
TP4 Utilisation de la calculatrice
pour résoudre un systéme ...................... 37
- 3 TP1 Intersection de courbes ........................... 50
TP2 Un probleme d'optimisation .................. 51

TP3 Résolution d'inéquations irrationnelles . 51
TP4 Démonstration par disjonction des cas .. 52

& TP1 Représentation graphique de la somme

da deusc fonetions - ..c.osimaii oy, 78
TP2 Utilisation graphique de la composée
Cl8 TOUOHIONSE i iissaisanemconenmassmsomsasrasss 73

Sommaire des travaux pratiques

En général, un TP comprend :
— I'objectif ;
—un exemple ou la présentation du theme ;
— des applications.

_Les exercices
cloturent chacun des chapitres avec en général
des différentes parties :
— Apprentissage
Ces exercices prolongent ceux des para-
graphes du cours ;

— Approfondissement
Ces exercices peuvent présenter quelques
difficultés ou couvrir plusieurs notions ;

— Problémes
Ces exercices abordent plusieurs thémes du
chapitre ; ils peuvent nécessiter une modéli-
sation avant le fraitement mathématique ;

— Recherche
Ces exercices apprennent  faire des mathé-
matiques « ~utrement » !

_Les informations

Des informations historiques, scientifiques,
technologiques, culturelles... apportent un
« plus » au theme du chapitre. Elles se trouvent
dans le flash d’ouverture ou dans des encadrés
a la fin des TP ou des exercices de fin de cha-
pitres.

Cuarirne
TP3 Schéma de calcul séquentiel
et variation de fonction .........coccvvvicrinen. 74
TP4 Démonstration par 'absurde ................... 74
TP5 Résolution d'un probldme ......cccieieesenne 75

& TP1 Tangente & un demi-cercle,
aspects analytique et géométrique ......... 104

TP2 Approximations ....................oeseen. 104
8 TP1 Equation du type tanx = @ ....cc..ccovesrvenn, 136
TP2 Inéquation du type tanx < @ .ccco.vecvveneenn. 136
TP3 Résolution d'un probleme ....cccccivivvrenen. 137
¢ TP1 Etude d’une suite positive ................... 157

10TP1 Image d'une représentation graphigue
par une homothétie.......cccereevenveecnrnennenns, 182
TP2 Résolution graphique d’inéguations ....... 182
TP3 Transformation d'un produit en somme

et d'une somme en produit ........cee....... 183
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Sommaire des travaux pratiques (suite)

Consires " <]
11 TP1 Construction du barycentre TP3 Projection orthogonale _
de deux points pondErés .......uurerensen 207 d'un angle droit ceemsesirreessecioncssinis 247
TP2 Ligne de_x:weau Ee:.l application : TP4 Distance dans l'espace .......cccoovivinnncn 247
M > @MA? + bMB? .ooovevrvencsnsssnscnen . 207 44 TP1 Les parties d’'un ensemble .........ocvoe. . 267
13 TP1 Plan médiateur d'un segment.................. 245 TP2 Tirages simultanés, tirages successifs
TP2 Projection orthogonale AVEC OU SANS TBIMUSE v.covuvrvsrorerriasssssnsseneasse 268
sur deux plans perpendiculaires............. 246 TP3 Dénombrement et langage des jeux......... 269

Articulation des _chapltres
ORHOEHONg

O=O=O= =0
O-0-0" @ @ @

chacun des chapitres 13, 14 et 15 est indépendant des autres chapitres.
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Représentations
“graphiques
de fonctions

I- a célébre gravure « Uair et l'eau »
de M.-C. ESCHER est basée sur les
pavages périodiques.

Le motif des pavages est une paire
« oisequ-poisson ». ESCHER joue sur
une modification progressive du hau?
(oiseau) vers le bas (poisson).

L)
ASUYS

it £ L v L

@ Cordon Art - Baam - Holland

Dans le pavage ci-contre, trouver le
motif de base puis les transformations
du plan qui permeffent de construire ce

<2

pavage.

-
I

IMAIRE 5555 5 o S0t s b, BURe. T4

Représentations graphiques des fonctions
de référence e o R 8

Représentations graphiques de fonctions

et transformationsduplan.... ... ... . 9
e Propriétés géométriques des représentations
7 graphiques de fonctions . .......... .. 16
e e TP. Travauxpratiques ... . ... . 2

Représentations graphiques de fonctions 7
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i

et d'axe (OJ).

8 Représentations graphiques de fonctions
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.5 I8 Representatlons graphlques de fonctlons et translatlons

Le plan est muni d'un repére
2 =
u(ﬁ) est un vecteur du plén,

t est la translation de vecteur «,

M(x ; y) et M'(x’ ; i) sont des points du plan.

Caracterxsabon Vectoneﬂe de t'*
=iy M) < MM

Camctcnsutmn cmalyt!que det,

" X=x+da

B Activité introductrice

Représentation graphique de la fonction :

Caractérisation analytique d'une translation

i -
y o
Al
5 o
¢ £
O o =| x x+o

v fle=0) + P

I.e plan est muni du repere (O, L, I] On donne la représentation graphique (4) d‘une fonm(m fde R v vers R
et une translation ¢ de vecteur u (€'} est l‘lmage de (@) par la translation t—' :
On veut détern:uner la fonction g de R vers R qm a [‘6’) pour representahon graphlque

M(x ; ) est un point quelconque de (€) et M’(x" ; y') un point quelconque de (‘6’).

— — - >
s1%cas: u=q i, (o e R*] avec i =0I

M’ =
Or: M e (9.
d M’ = £ >(M) {x’ =x+o
onc - =g = &
2 ul H o ﬂx)
don: M e (¥) & y=fiX-o

On en déduit que I'image (€’) de () par la transla-
tion £ est la représentation graphique de la fonction
g:ix — flx—a)

-2"cas:§f=ﬁ_f [Be R*] avecfzaf
| ._
lo 2

jJ lﬁJ

= %
3 — (%)

o

X =x
M—tBJ(M} = {y’=y+ﬁ
Or: M e (4).
y X =
donc: M =tﬂ}{Ml = {y’ i + 5
d'ot: M e (4) =3 y=fix)+B

On en déduit que l'image (') de (€) par la transla-
tion ¢’ est la représentation graphique de la fonction

g:x — flx)+B

Représentations graphiques de fonctions 9
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*3cas:tu=a i+PJ, lac R* et e R*]

* Démontrer de la méme maniére que l'image (€¢) de () par la translation i est la représentation graphique
delafonction g:x — flx—o)+p >

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

¥ Exemples .

u 27 La fonction g est définie par : glx) = (x + 2)3
-x_—z= -5 f La fonction g est définie par : glx) = x* -5
u=7+ 3}" La fonction g est définie par : g(x) = (x— 1)3 + 3.

considere la foctmn racine c dB
par: flx) = /x .

[cgf) est sa représentation grap_lﬁque.

(%g} est I'image de {‘ﬁf} par la translation

t de vecteur 201 + 36f.

mummsam Représentations graphiques de foncfions polynérﬁes du second degré
¥ Exemple introductif

fest la fonction polynéme définie par : fix) = 2x2.
La représentation graphique (€ de fest une parabole d'axe (0O]) et de sommet O.

Quel que soit le nombre réel x, g0} =fix-3) ; X)) =) +1 ; gx)=flx-3)+1.
- Donc ' ‘ B

— la représentation graphique (€,) de g, est l'image de (¢) par la translation ¢, de vecteur 3 Ol

— la représentation graphique (6,) de g, est I'image de [f{‘é.fJ par la translation ¢, de vecteur 6?

— la représentation graphique (¢,) de g, est l'image de (¢ ) par la transation ¢, de vecteur 3 Of + OJ.

10 Représentations graphiques de fonctions
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Construction de (%,) Construction de (€,) Consfruction de (6,)

¥ Cas général
g est la fonction polynéme du second degré définie par : glx) = ax? + bx + c,

Formes canonigues de g{x)

Ona: g[x}:a[(x+% z_sz;M
P—dac

ﬂa(x+2a)2 v
On pose a=-— é’—aetﬁ.——b:‘;“

On obtient : g(x) = a (x — )% + B.

Construction de la représentation graphique de g
f est la fonction polynome définie par : flx) = ax®.

— Dans le plan muni du repére orthogonal (O,1,]), la représentation graphlque (67 de f est une parabole
d'axe (OJ) et de sommet O.

— Quel que soit le nombre réel x, g(x) = fle— o) + B.
Donc la représentation graphique (€] de g est I'image de (6 par la translation ¢ de vecteur 0Ol + B O]

On a ainsi démontré la propriété suivante :
Toute fonction pnlmume du second degre g peut étre définie par 1a formule explicite :
g(x}::a(r o)) +p  [oe R; Be R:ac R*L
Dans le plan muni du repeére (0, L, J), sa représentation graphique est 'image par la translation de vecieur
0Ol + B 0], dela parabole d'équation y = ax?
[cgﬂ:y:arz ; (8):iy=alx-a)*+P

Les courbes (‘€f] et (6,) sont superposables.

[‘(3 ) est une parabole
d'axe la droite d'équation : x = @,
de sommet le point : O’(a ; B).

Remarque

L’'expression a(x —o)* + B est associée ¢ un programme de calcul séquentiel ; c’est une forme canonique.

Représentations graphiques de fonctions 11
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Représentations graphiques de fonchons homographiques

g Définition et propriété

On sait que :

Dans le plan muni du repéra (O, I, ]), k étant un nombre réel différent de 0, la courbe d'équation y = -k- 2
est une hyperbole de centre O. _ ol

On peut démontrer la propriéié suivante :

Propriéete

- Les courbes (€7 ot (4,) sont superposables.

]
! (€,) est une hyperbole — . |
de centre le point : O'(a ; B). _ il T oo : ;

----- Y et T e B o e e e e, b | 8 6 5

Iustx ifions que g est une fonction homographique
Quel que soit le nombre réel x différent de 5,
_2x-5)+1+10 _ 1

Construisons la représentation graphique (% )
[ est la fonction rationnelle définie par :

fley =11,

— La représentation graphique {%f J de fest une
hyperbole de centre O.

— Quel que soit le nombre réel x différent de 5,
g x) = flx-5)+2.

‘Donc (%) est llmage de [(Gf) par la translation ¢
de vecteur 501 -+ 20]

12 Représentations graphiques de fonctions
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Le plan esl_xgmni de repgre O.L])
Onpose:0l=i,0]=j.
(D) est la droite d’équation : 3¢ + 2y = 1. Dans

chacun des cas suivants, trouver une équation de
I’lmage de (D) pear la iranslatlon de vecteur u:

1) u=-27 ; (2) u= 37 (3 u=1-27

Leplanestmumdurepém (O, L))

On pose : Ol=1 O]' J

(6) est la représentation graphique de la fonction
homographique f définie par : f(x) =

Dans chacun des cas suivants, détermmer la
fonction g de R vers R dont la représentation

T A

2d

graphique est I'image de (%) par la translation
de vecteur u :

(1) u=-37 i (2) H:—Z}'+ = 3]

Construire les représentations graphiques de la
fonction polyndme f et de la fonction ration-
nelle g définies par :

flx)=x2+6x+7 ; g[x]z_zx_s

x+3

Construire la représentation graphigue de la
fonction f de R vers R définie par ;
Flx) =(x+1)° + 1. B

2.9, Représentations graphiques de fonctions et symétries

mmmmmes Caractérisation analytique de syméfries

Le plan est muni du repére orthogonal (O, T, J).

S(on est la symétrie orthogonale d'axe (OI),
S(op est la symétrie orthogonale d'axe (OJ),
S, est la syméirie centrale de centre O.

Ml(x ; y) et M'(x" ; y’) sont des points du plan.

Caractérisations de S [on

M=M
=k

M =S)M) &
(8] s
o LU

Caractérisations de S'm”

M’ = S[ODGVI] p—] ‘» M » M!

.x):_x

LY =y

M = S{OD[M) =

Caractérisations de S,

-MM,=O
= —F
Yo==l

Le plan est muni du repére erthogonal (0 I ]]

- O est le milieu de [M’M]

(OI) est la médiatrice de [M'M] si M ¢ (OI)
si M e (OI)

- (O]) est la médiatrice de [M°M] si M ¢ (OJ)

Ol i ™
Y
M
siMe (O)) == JJ[ . x
o= B0k i
M e S P oM

siM=0 R b
siM=0 : \JJL[ _x

Repmsenluhons gruphlques des fonctions : x r—»-ﬂxi s fid s x> —fid

On dmme la representatian grap}nque (%f) d'lme fonctlon S de R vers R

_' @ g: x = > =fla) @ .q x = f(—x]

Représentations graphiques de fonctions 3
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@ Représentation graphique de la fonctiong: x — - flx)
On donne x un nombre réel quelconque,

M le point de (‘ﬁﬁ d'abscisse x,

M’ le point de (@ ) d'abscisse x.
» Quelles sont les ordonnées des points Met M’ ?

* Justifier que (‘(%]}.] et (€,) sont symétriques par rapport a (Ol).
¢ Construire (€ ).

g
Remarque

La fonction g :x — — f{x) est appelée opposée de f.
Onnote :g=-1.

m Représentation graphique de la fonctiong: x —~ fl-3)
On donne x un nombre réel quelconque,

M le point de () d'abscisse x,

M’ le point de (€,) d'abscisse —.x.
¢ Quelles sont les ordonnées des points M et M’ ? ;
* Justifier que (%) et (6 ) sont symétriques par rapport a (QJ). i
* Construire (€,). -x

@ Représentation graphique de la fonctiong: x — —fl-x)
On donne x un nombre réel quelconque,
M le point de (6 d'abscisse x,

M’ le point de (€ ) d'abscisse — x.
 Quelles sont les ordonnées des points M et M’ 7

* Justifier que (€ et (6;) sont symétriques par rapport a O. -
¢ Construire [%g] . H

M| )

On a ainsi démontré les propriétés suivantes :

14 Représentations graphiques de fonctions
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Représentation graphique de la fonction x +— (fl4]l
- Activité préparatcire

-y

 Sur le graphique, placer les points :

A=1;fi-1) et A1;A-1)D ; C1; A1) et C@;[AND
B(0 ; fl0)) et B(0; [fl0))) 4 D(2;fl2)) et D'(2;[A2))
= Sur le graphique, placer les points : .

E(-3; fl-3)), F(-2: fi- 2)), G(3 ; 13)), H(4 ; f4)), K(5 ; fI5)).
¢ Quels sont les points qui ont pour coordonnées :
35 1A-3), 2 (20, (3 3D, (45 A4, G5 [AS)D 2
(@,) est I'ensemble des points de (6] d'ordonnées positives et (6,) celui d'ordonnées négatives
o Justifier que (4,) et le symétrique de (¢,) par rapport a (OI) sont des parties de(€,).
En déduire que : (‘Gg} = (8,) v S{DI] (€,).
» Tracer en rouge la représentation graphique de g et donner un programme de construction de (%).

m Exemples

(@) est la représentation graphique de (6,) est la représentation graphique de
f: x> X3 g: x — —i—

e Expliquer la construction de (%,). * Expliquer la construction de (€,).

VY ocabulaire

La fonction g : x — f{x) est appelée valeur absolue de f. On note : g = | f|.

WE X ercices sz

2% 1 plan est muni du repére orthogonal (O, T, ]). 2.g Dans le plan muni d'un repére orthogonal,
Construire la représentation graphique de chacune représenter graphiquement chacune des fonc-
des fonctions f, g, h, k de R vers R, définies par : tions f, g, h, k de R vers R définies par :

fE)==(c+1? ; gl)=-ix F) = -1] gl ==}
Alx) =~ x e hix) = b - 22 -3| : kix) = ﬁ

Représentations graphiques de fonctions 15
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—-3.1.. FONctions paires, fonctions impaires

msmmem  Préseniafion
Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).

La représentation graphique de la fonction carré La représentation graphique de la fonction cubs
est symétrique par rapport i laxe (O]), est symétrique par rapport au point O.

On vérifie que : On vérifie que :
pour tout nombre réel x, fl—x) = flx) pour tout nombre réel x, fl- x) = - flx)

Définition

— La condition : « pour tout x élément de Dy, —x € Dy » signifie que la partie de la droite (Ol) qui représente
D; est un ensemble symétrique par rapport au point O.
- Etudier la parité d'une fonction, c’est chercher la preuve que cette fonctton est:

soit paire, soit impaire, soit ni paire ni impaire.

x étant un nombre réel quelconque, x étant un nombre réel quelconque appartenant a D,

ona:xeDeet—xe D, ona:x#—letx#1l,donc—x#let—x#-1
fle) = 2683 —5x; i, lus._[x)_w+1 =xeD,
flex) = 2(- 2P — 5(—x) = — (2% — 5x) plus : g He

3=xP+1 _32+1
~xf-1 -1
Pour tout nombre réel x, g(x) = g(— x)
Dong; f est impaire. Dong, g est paire.

Pour tout nombre réel x, fix) = — f{— x) dou:gl—x) =

' 16 Représentations graphiques de fonctions
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.R. vers {R deﬁme par:

Ona:fl1)=4:f-1)=2
donc : f{1) et - 1)

ne sont ni égaux, ni opposés.

Par suite f n'est ni paire, ni impaire.

s

‘Représentation graphique

Z Etudwnsla paméd& l_a-fo"nctibn g '

'0 donne la functl.”n'g de R vers R Hetmie par: -

Dy=l-e0;=3]U[2;+0co]
Ona:2eDjet-2¢ D,
donc : D, nest pas représenté par un ensemble
symetmque par rapport a O.

-3 0 2

| | |
D r———

T et

Par suite g n'est ni paire, ni impaire.

Dans le plan muni du repére orthogonal (0, 1, J)

la représentation graphique d'une fonction f
est symétrique par rapport a (Of)
si et seulement si
la fonction f est paire

14

ﬁ =X X

o[ |

~\/ \@
£

2 émonstration guidée
La fonction f est paire.
x étant un élément de Dﬁ
- Démontrer que :

Mlx; flx)) e (€] = Mx;flx)]e (‘@ﬂ
» En déduire que S[D”[‘@f] (‘fgf-]

¢ Conclure.
(O]} est un axe de syméirie de (6.
Démontrer que : f est une fonction paire.

WEX T CICE BB it

3.0 Etudier la parité de chacune des fonctions f, g,

h, I définies par :

[l 12
f )-JILT“ o) = mw =
k) =352 -1+ 5.
x*+1

la représentation graphigue d'une fonction f
est symémque par rapport a0
i et seulement si
la fonction f est impaire

\ I
(€p £
el | f
2
it Y \

* Procéder de méme dans le cas d'une fonction
impaire ef dans le cas ot la représentafion gra-
phique admet le point O comme cenire de syméirie,

3.b  On considere les fonctions f et g suivantes :
f:R->R p g slhy 7]—>Rx3
x =52 —(a+1)x+3 Fih

Déterminer les nombres réels a et b pour que f
soit paire et g impaire.

!-‘{ r-\n-( E’A\v 'ei'[

ns graphiques de fonctions 17
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__3.9 Eléments de symétries de la représentation graphique
d’une fonction

ssmsmm Courbe admettant un axe de symétrie

Le plan est muni du repére orthogonal (0, L, J).
On considére la fonction f de R vers R définie par :

e Lol d b o N | L

de représentation graphique (%) ci-contre et d'ensemble ———

de définition R \ {1 ; 3). EECEE RS SRS
(6} semble avoir un axe de symétrie : 1| | N, 8 ; 2
la droite (A) d'équation x = 2. _ = Al 7/_\___“_ S| l
Démontrons gue (A) est bien un axe de symétrie de (€). . I EE f ; | |

A (2 ; 0) est le point d'intersection de (A) et de (OI).
Remarquons que la translation ¢ de vecteur AD [1{5 =—200 applique (A) sur (OJ).

Pour démontrer que (A) est un axe de symétrie de (%) il suffit pour cela de :
— déterminer la fonction g dont la representatmn graphique (€’) est I'image de (%) par ¢
— vérifier que la fonction g est une fonction paire.

g est la fonction de R vers R définie par : g(x) = flx + 2).
Désignons par D, I'ensemble de définition deg;

xe Dg = .1:+2€Df

XE Dg = x+2+#1 et x+2%3

.reD =) x7z—-1 et x++1
D'ott : Dg R\{—l +1} "
x étant un nombre réel quelconque, on a : glx) =

(x+2)2%2—4x+2)+3

Done, pour tout nombre x appartenant a R\ {=1; 1) : glx) = le =
g est une fonction paire donc (€’) est symétrique par rapport a (O]). par conséquent, (€) est symeétrique
par rapport a (A).

Courbe admettant un cenire de symétrie

! i j o at e 2
Le plan est mumi du repére (0, L, J). : = By \J S '-;i/_‘trl
On considére la fonction f de R vers R définie par: | | EoE R e
ﬂx) x+1 : g T ___;: =R - ““E : -!‘ --'_-_'.—i—f
de representahon graphique (4) ci-contre et d'ensemble e I o e a0s £ ¥ Lol B 7 B
de définition R \ {~1}. |: _ | fal 1 -
(%6) semble avoir un centre de symétne S A1 Wl |
le point Q-1 ; - 2). i AT = \_ %
Démontrer que Q est bien un centre de symétrie de (€). 11/ s

|¥o

— = > —>
‘Considérons la translation t de vecteur QO (QO =0I + 2 OJ).

Pour démontrer que Q est un centre de symétrie de (%) il suffit pour cela de:
— déterminer la fonction g dont la représentation graphique (€’) est 'image de (%) par ¢.
— vérifier que g est une fonction impaire.

18 Représentations graphiques de fonctions
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Le plan est muni du repére orthegonal (O, L, J).
(¢) est la représentation graphique d'une fonction f de R vers R
- Pour démontrer qu'une droite (A), paralléle a (0)), est un axe de symétrie de (6),
on peunt procéder comme suit :
¢ étant la translation qui applique A sur O [A est le point d’intersection de (A) et (OI)].
+ on détermine la fonction g qui a pour représentation graphique I'image de (6) par ¢,
< on démontre gue g est paire.
— Pour démontrer qu'un point Q) est un cenfre de syméirie de (¢},
on peut procéder comme suit ;
t étant la translation qui applique Q sur O,
* on détermine la fonction g qui a pour représentation graphique I'image de ("6} par i,
+ on démontre que g est impaire.

A A AT

Vs E xercices =

3.¢ Lareprésentation graphique (€) de la fonction 3d 1Ia représentation graphique (€;) de la fonction

f de R vers R définie par : f de R vers R définie par :
flx)=x—ax®+6x2—4dx +2 fly=x* =32 +2c+2

admet un axe de symétrie. admet un centre de symétrie.

Déterminer graphiquement cet axe (A). Déterminer graphiquement ce centre Q.

Démontrer que (A) est bien un axe de symétrie Démontrer que Q est bien un centre de symétrie

de (€). de (€,).

| J f I <
io| | a3 N i T S

—=3.3. FONction périodique :

Exemple introductif

Le plan est muni du repére orthngonal (O, L. F{x} désignant la partw entiére de x, on considére la
fonction mantisse m de R vers R définie par : m(x) = x - E[x),

On se propose, A partir d'une propriété géoméirique de la représentation graphique (6) de la fonction m,
de dégager et d'étudier la propriété algébrique correspondante de cette fonction. - :

M Une propriété géométrique de la représentation graphique de la fonction mantisse

n étant un nombre entier relatif quelconque.
Le tableau ci-dessous permet de construire la représentation graphique de la fonction m.

X mn _ n+ 1 S B4 o
Elx) [r:El n n+1 AM [ / I .
[ AN

x-Ex) Eﬂ x—n [{J] ol/

Représentations graphiques de fonctions 19
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f,; est la restriction de la fonction ma [n; n + 1]

(6,) 1a représentation graphique de f,

t,7 la translation de vecteur ni; ona posé : Ol=1%
On a fo x - x

fo@ e 21 (€,) = t7(%,)
ot X P> x—2 (€, = t,7(€;)
f,t X = X—n (6,) = t (6,

Donc l'image d'un point M de (4) par une translation de vecteur ni[ne Z] est un point N de (€).
° Vérifier qu'un point N de (€) est 'image d’'un point M de (¢ )par une translation de vecteur ni.

¥ Une propriéié algébrique de la fonction mantisse
La représentation graphique de la fonction mantisse suggere de vérifier que :
pour tout nombre réel x, m(x + 1) = m(x).

x étant un nombre réel quelconque,
ona:mx+1) =x+1-E{x+ 1)
=x+1-(E(x)+1) ; car Efx) £ x < Exy+1
Ex)+1 <€ x+1 < Ex)+2
Ex+1)=Ex)+1
d’odt : mlx + 1) = x — E(x) = mx)
donc : pour tout nombre réel x, m(x + 1) = mlx)

On dit que la fonction mantisse m est une fonction périodique, de période 1.

On vérifie que : pour tout nombre réel x, pour tout nombre entier relatif n, m(x + n) = m{x).
“Définition

qu ' pério _l:m, de permde T iorsque :
~ pour mutéleﬁ;entxﬂe D, x+TeD et fix+T) =ﬁx)

E eimargue

Lorsque f est une fonction périodique de période T et k un nombre entier nature! différent de zéro, le
nombre réel kT est aussi une période de f.

A Exemple

:x etant un nombre réel quelconque ona: f [5x] f {Sx - T) = f [5 [x + -—]]

Dong, pour tout nombre réel x, glx) = glx + g]
Par conséquent, g est une fonction périodique de période %—'
WMEX Y CICES T s BB 77 7 o o P o
3.e Justifier que & 1 est une penoda de la fonction : i
ROR 4 | 2
x » mf2x) ; m(X)=X-E(X]). A
} & &
3t festune fonction périodique de période 1. On donme , " | i ¥ :
r sa représentation graphique (%) sur [1,5 ; 2,5[. o
Construire (€) sur -1 ; 5].

20 Représentations graphiques de fonctions
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: _'_ 37,% .
= H Travaux pratiques

_TP1. Représentation graphique de la fonction x — fxl])
Activité introductive '

EEREESS

Le plan étant mum du repé:é_prthphnrmév(d;l;]]. : L’}:\
On donne la représentation graphique (¢) d’une fonction f 3
de R vers R. On veut construire la représentation graphique A — —4 /

(‘ﬁg-} de la fonction g ¢ x— fllx]} SRS 5 ,--./= - Yol |/

Sur le graphique, placer les points :
A1, fl1)) et B(=1; fil-10)) 5 E(2; fl2)) et F(=2 ; fll-2D) ;
G4 ; f(4)) ot H(—4 ; fll—4h). ‘

(6% est I'ensemble des points de (€7 d’abscisses positives.
* Justifier que (€}) et son symétrique S;)(6) sont des parties de (4,). En déduire que :
() =63 v S[Fn[%_’;:).
Application

Le plan étant muni du repére orthogonal (O,L])- ;
R'epréé;én__t_ef graphiquement chacune des fonctions de R vers R définies par :
A)=—3kl+2 ;3 gW=xt+bid+7 ; AW=/l«l+1

__TP2 Démonstration de propositions quantifiées

L'objectif de ce TP est de dégager une méthade de démonstration de propositions du type
— pour tout x, p{x)
- il existe x, p(x).

Ces deux propositions sont dites « quantifiées ».

On se propose de démontrer que f est paire et que g n'est pas paire. :

fet gsnntles fonchons pdlynﬁmés_' définies par fi=a%-52%+1 et gl =2 +x+1.

La proposition « la fonction polyndme f est paire » est équivalente & « pour tout x, flx) = fl-x) ».
Pour démontrer une telle proposition, on procéde comme suit :
Soit x un nombre réel quelconque.
Ona: flx) =x*—52%2+1
flex)=(x)t-5(-xPF+1
Or: (x)t=xtet(-x)?=x?
On conclut : fest paire car pour tout &, flx) = fl-x}.
La proposition « la fonction polyndme g est paire » est équivalente & « pour tout x, glx) = gl—x) ».
La négation de cette dernidre proposition est : « il existe x, glx} # gl=x) ».

Pour démontrer une telle proposition, on procéde comme suit :
On choisit convenablement un nombre réel particulier (2 par exemplel,
— on calcule g(2) et g~ 2) ;
— on vérifie que g(2) = gl- 2).

On conclut : g n'est pas paire car il existe x, glx) # gl= x).

Représentations graphiques de fonctions 21
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AR

APPRENTISSAGE 3 _

eprésentations graphiques
fonctions et transformation
du plan

Utilisation ve la translotion

1 Le plan est muni d'un repére.
On donne les points A(-2 ; 4) et B(1 ; 2). o el
M(x : y) et M'(x’ ; ') sont des points tels que : MM’ = AB.
Exprimer x' et y' en fonction de x et y

2 Le plan est muni du repére (O,L]).
On donne les points A(-1 ; 2), B(2 ; -3), C(1 ; 3) et
D2 ; -1).
¢ est la translation de vecteur 20l — 5 O]
a) Calculer les coordonnées des images de chacun de
ces points par la translation £.
b) Calculer les coordonnées des points qui ont pour
image par t les points A, B, C et D.
¢) Calculer les coordonnées du vecteur de la translation
qui applique le milieu de [AB] sur le milieu de [CD].

2 Le plan est muni du repére (0,1)).
On donne les points A(0 ; =2) , B(~1 ; 1) et la droite (A)
d'équation y=3x—-2
t est la translation qui applique A sur B.
a)Donner une équation de 1'image (A’) de (A) par la
translation 7.
b) Donner une équation de la droite qui a pour image
() par la translation ¢.
c) Déterminer une translation ¢, de vecteur u U colinéaire
a0l qui applique (A) sur (A%).
d)L Detarmmer une translation ¢, de vecteur v v colinéaire
aDI qui applique (A) sur (A”).

& Le plan est muni du repére (O,L]).
On danne les points A(3;3), B(1; 2)
fest la fonction définie par flx) = 2x -3
ot (A):sa représentation graphique.
Déterminer la fonction g dont la représentation gra-

phique (A"} est 'image de (A) par la translation £ qui

applique A sur B.

% Le plan est muni du repére (O,L]).
On donne les points A(-2 ; —3) et B(3 ; -1).
[‘8 ) est la représentation graphique de la fonction fdéfi-
me ci-dessous.
Dans chacun des cas suivants, déterminer la fonction g
dont la représentation graphique (€,) est I'image de (€;)
par la translation t qui applique A Sur B.

a}f[x}:éxzﬂs.\' c}ﬂx]:s—

212 - 3x

B )= -1 —

d] flx) =

29 Représentations graphigues de fonctions
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& Dans ciscun des cas suivants, déterminer les
nombres reéls a, o et f tels que, quel que soit le nombre
réel x, flx ) =a(x—a)? +B.

ajfix)=x?-2x+7
b)fir)=x2+4x—-3 ; eJfix)=3x2+8x-1
cJfl)=22-5x+6 ; flfix)=72+x-4

7 Le plan est muni d'un repére,
(%) est la représentation graphique de la fonction f défi
nie par flx) = a x%
Dans chacun des cas suivants, la représentation gra-
phique de la fonction g est I'image de (6) par une trans-
lation t. Déterminer les coordonnées du vecteur de cette
translation.
ala=1; glx)=2%—-2x+3.
bja=2 ; glx)=2x>—10x + 7.

6)a=—% ; gl =- —-xz+x—-4~

8 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
nombres reéls k, o et  tels que, quel que soit le nombre

d) flx) =—5x%—-10x + 2

réel x, flx) = —Z— +B.

df=gie -7 dfin= E21
Y EL Y T
=2 pRa= B

9 Le plan est muni d'un repdre.
(6 et (¢,) sont les représentations graphiques des fonc-
tions fet g définies par:

- 3x-5 . S
fx) = 2x+1 glx) = 4x
Trouver un vecteur u tel que () soit I'image de (4,) par
la translation de vecteur u.

10 Le plan est muni du repére orthonormsé (O,L]).
La fonction f définie par flx) = /4 — x2 a pour représen-
tation graphique le demi-cercle (8 ci-dessous. Soit gla

A
fonction définie par : glx) =3 + V3 — x% - 2x

- et (€,) sa représentation graphique.

Iusnﬁer que [‘G ) est I"image de [cﬁﬂ par une translation
et déterminer le vecteur de cette translation.
Const_rture (€ g]

o

Utilisation d'une symélrie

91 Le plan est muni d’un repére orthonorms.
On donne le point A(-3; 1)
M(x ; y) ot M'(x’ ; ¥’) sont des points tels que A soit le
-milieu de [MM’].
_Exprimer x’ et y' en fonction de x et y.
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1%,9 plan est muni du repére orthonormé (O.1]).
On donne les points A(-3 ; 2), B(¢ ; 2), C(-3 ; 11) et
D(-2 ; -1).
a) Calculer les coordonnées des images de chacun de
ces points par la symétrie de centre O.
b) Calculer les coordonnées des images de chacun des
points O, B, C et D par ia syméirie de centre A.
c) Calculer les coordonnées des points qui ont pour
image O, A, C et D par la symétrie de centre B.

13L.e plan est muni du rep&re orthonormé (O,1.)).
On considere I'application f qui, au point M(x ; y), asso-
cie le point M'(x” ; i) tel que :
X=-3-xel y=12-y.
Démontrer que f est une symétrie centrale.

1‘Le plan est muni du repére orthonormsé (0,L]).
On donne les points A(3 ; 1) et B(9 ; —7).
On considere I'application fqui, au peint M(x ; y), asso-

cua le pomt M'(x* ; y) tel que :

AM’ = MB.

Démontrer que f est une symétrie centrale.
i5

Le plan est muni du repére (O,1]).

On donne le point A(-1 ; 2) et la droite (A) d'équation :
y=2x-3

S est la symétrie de centre A

On considere les points M{x; y) et M'(x “; y ).
Exprimer x’ et ¢’ en fonction de x et y lorsque M’ = S(M)
Donner une équation de |'image (A’) de (A) par la symé-
trie centrale S.

Déterminer une translation ¢, de vecteur i colindaire 3
of qui applique (A) sur [4).

Déterminer une translation ¢, de vecteur v » colinéaire &
O] qui applique (4) sur (A").

16 Le plan est muni du repére orthonormsé (O.L)).
On considere les points A(-2 ; 3) , B(4, 3), la représenta-
tion graphique (€) de la fonction définie par flx) = 23 - 4x
et le point M(x ; y) de (€) et un point M'(x’ ; ¥).

Exprimer x’ et y’ en fonction de x et y lorsque AN =MB.
Dans ce cas, donner une éguation de la courbe décrite
par M’ lorsque M décrit (4).

17 Le plan est muni du repére orthonormé (O,L]).
On donne le point A
{ce,a est la représentation graphique de la fonctmn fdéfi-
nie ci-dessous.
On considére les points M(x ; y) et M’{x' ; i),
Dans chacun des cas suivants, exprimer x’ et i’ en fonc-
tion de x et y lorsque M’ est I'image de M par la symé-
trie de centre A et donner une éguation de la courbe
décrite par M” lorsque M décrit (6).

IR el

x—1
bjaA(1;4) et flxy=x—-6x2+12x-8
A2 et fi)= St
ALY et fd=a- 2o

18 Le plan est muni du repére orthonormé (0,L,]).
On donne les points A(-3 ; 2) , B(4 ; 2) et C(-3 ; 11).
Déterminer les coordonnées de I'image de B par la
symétrie orthogonale d’axe (AC).

Déterminer les coordonnées de l'image de C par la
syméirie orthogonale d’axe (AB).

1%Le plan est muni du repére orthonormé (O,1]).
(D) est la droite d’équation : x = — 2,
On considére les points M(x ; y) et M’(x’ ;y') symé-
triques par rapport 2 (D).
Exprimer x’ et 3’ en fonction de x et y.

200 plan est muni du repére orthonormé (O,1,)).
(D) est la droite d’équation : y = 5.
On considére les points M(x ; y) et M’(x" ;5) symé-
triques par rapport a (D).
Exprimer x’ et ¥’ en fonction de x et y.

21Le plan est muni du repére orthonormé (0,1,)).
On donne les points A2 ; -1} et B(2 ; 1). -
On considére les points M(x ; y) et M'(x’ ;) symé-
triques par rapport a (AB).
Exprimer x' et i’ en fonction de x et 3.

221 plan est muni d'un repére orthonormsé.
On donne la droite (D) d'éguation : y=—x+2
et le point A(-2 ; 1).
Calculer les coordonnées de I'image de A par la symé-
trie orthoganale d'axe (D).

231 plan est muni du repére orthonormsé (0,L,]).
On donne la droite (D).
(€ est la représentation graphique de la fonction fdéfi-
nie ci-dessous.
On considére les points M{x ; y) et M'(x" ; g').
Dans chacun des cas suivants, exprimer &’ et i’ en fonc-
tion de x et y lorsque M’ est 'image de M par la symé-
trie d'axe (D) et donner une équation de la courbe décri-
te par M’ lorsque M décrit (€.
a)(D) :x=0 et flx) =4x?—5x,
b)(D): y=3 et flx) =23 - 4dx,
D) :x=2 ot flg= T 2Exd
d(D):x=1 et fix)=x*-6x*+12x -8

24 On considére la représentation graphique de
Papplication fde [-3 ; 3] dans R.

o | .
A1 10 112 3

Tracer la représentation graphique des fonctions :
g. définie par : glx) =— fix)

h, définie par : h{x) = - x)

k, définie par : k(x) = — fl—x)

L, définie par : I{x) = |flx)l

25 On considére la représentation graphique de
I'application fde [-3 : 3] dans R.

A
N\«
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Tracer la représentation graphique des fonctions :
g, définie par : glx) = — flx)

h, définie par : h{x) = f[—x)

k, définie par : k(x) = ~ fl-=x)

1, définie par: [z} = |flx)|

26 0n considere 1a représentation graphique de
I'application fde [-3 ; 3] dans R.

AW
M.

Tracer la représentation graphique des fonctions :
g, définie par : glx) = — flx)

h, définie par : h(x) = fl-x}

k, définie par : kix) = — fl=x)

1, définie par : I(x) = [flx]|

27 0On considere la représentation graphique de
I'application f de [-x ; n] dans R.

A
U

Tracer la représentation graphique des fonctions :
g, définie par : g(x) = - fix)

h, définie par : hlx) = fl—x)

k, définie par : k(x) = — fl-x)

I, définie par: I{x) = [fx)|

28 L. plan est muni du repére orthogonal (O, L J).
Construire successivement les représentations gra-
phiques des fonctions f, g, h de R vers R définies par :
fi)=x?+x ; gx)=|x® +xl ; hlx) =|® +x| -2

Piropriétés géométriques des
représentations graphiques de
fonctions

Dans les exercices 29 a 37, on supposera le plan muni
d’un repére orthonormse.

Parité

29 ftudier la parité de la fonction f de R vers R
dans chacun des cas suivanis :

a) fix) = B + x ) = 35 =2
B fis) = B¢ —% 208 4221
c}ﬂx)=—2x"—3.t2+ﬁ ‘g}ﬂx):_‘;——_x—
d) flx) =—x° + 6x 3.8
e) flx) = 7x% +2x% - x h) flx) =;+6

_ Axes of centres de syméfrie

30 On considere la fonction fde R vers R définie

3
ol = Y

24 Représentations graphiques de fonctions

Démontrer que la représentation graphique de fadmet
comme axe de symétrie la droite (D) d’équation : x = 1.

31 On considére la fonction f de R vers R définie
. x2+6x+2
pars i) = e o
Démontrer que la représentation graphique de f admet
comme axe de symétrie la droite (D) d’équation : x =~3.

22 On considére la fonction f de R vers R définie
par: flx) =x% + 16x + 2.
Donner une équation de 1'axe de symétrie de la repré-
sentation graphique de f.

33 On considere la fonction f de R vers R définie
par: flx) =8 —12x* +6x +9. -
Démontrer que la représentation graphique de f admet
comme centre de symétrie Q[ ; 10).

34 On considere la fonction f de R vers R définie
~2x%+3x+ 7

x2-2c-3 "
Démontrer que la représentation graphique de f admet
comme centre de symétrie Q{1 ; — 2).

par: flx) =

35 On considére la fonction f de R vers R définie
par: flx) = x:i I
Donner les coordonnées du centre de symétrie de la
représentation graphique de f.

36 On considere la fonction fde R vers R définie

. _5x+3
par: fle) = ———.
Donner les coordonnées du centre de symétrie de la
représentation graphique de f.

Périodicité

37 et g sont des fonctions périodiques de R vers
R ; fest de période 2 et-g de-période 3.
Démontrer que la fonction h définie par :
h(x) = flx) + glx) est périodique, de période 6.

APPROFONDISSEMENT

38 Le plan est muni d’'un repére.
(‘Gf) et (€ g] sont les représentations graphiques des fonc-
tions f et g définies par :
flx)=x?+6x-7 ; glx)=x* +8x—9
Trouver un vecteur & tel que (64 soit I'image de (%) par
la translation de vecteur u.

39 Leplan est muni du repére orthonormé (O,L]).
On donne le point A(-1 ; 4).
fest la fonction définie par flx) = 4x* — 5x
et (4) sa représentation graphique.
Déterminer la fonction g dont la représentation gra-
phique (€') est I'image de (%) par la symétrie de centre A.
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ystemes d’'équations
et d’'inequations

De trés nombreux problémes provenant de divers domaines ont conduit & la
résolution d'un systéme d‘équations linéaires. I'évolution de leur résolution est frés
fige & celle des méthodes de calcul.

Chez les Grecs, DIOPHANTE, vers 350 permet un net progrés par la recherche
dans N des solutions d'équations linéaires a plusieurs variables. -
De leur coté, les Chinois connaissent une méthode pour résoudire les « systémes
linéaires », méthode qui annonce noire technique par les combinaisons linécires.
En ouire, ils savent utiliser les nombres négatifs.

S

- \\ )

CGs nombres négatifs ont long-
temps freiné I'évolution de la résolu-
tion des équations en Occident.
Carl-Fiedrich GAUSS (1777 - 1855],
asironome, physicien et mathémati-
cien allemand, qui a été un remar-
quable calculatevr, o fortement
coniribué & l'utilisation des nombres
négatifs en Occident.

£ AKG Photo

A partir du xe siécle, de trés nombreux problémes soulevés en particulier par
la physique, ne peuvent étre résolus, faute de méthode.numérique adaptée... Vers
1940 de puissants instruments font leur apparition pour maitriser les problémes
logistiques de ceffe époque ; c’est la naissance de 'ORDINATEUR. '
Vinformatique fait alors rapidement évoluer les méthodes de calcul. Auvjourd’hui, la
CALCULATRICE est pour fous les éléves du second cycle scientifique un inconfour-
nable instrument de fravail !...

{. Geénéraites. %6
Q. Systémes d'équations. _ 29
TP. Travaux pratiques . 34

25
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.._:I..‘L. Systemes d’équations — Généralités
smmmmm Equivalence d’équations

L'ensemble des valeurs de » qui permettent .

d'obtenir une proposition est l'ensemble de

validité V de cette équation ; on le détermine [::{\N @

a l'aide des contraintes: x+2>0etx#0.

Les éléments de V; pour lesquels on obtient une proposition vraie sont les solutions de (E).
Résoudre I'équation (E), c'est trouver l'ensemble S;; des solutions de cette équation.
On a évidemment : S; < V..

¥ Equations équivalentes

Considérons l'équation (E’) -3 (x+2+ -1—-] =

* Vérifier que les deux équations (E) et (E’) ont le méme ensemble de validité V;, et le méme ensemble
de solutions S ((E’) a été obtenue en ajoutant ’: 3 qux deux membres de (E).)

Lorsque, dans (E) et dans (E’), on remplace x,
— par n'importe quel €élément de S, on obtient deux propositions vraies ;
— par n'importe quel €lément de V; \ Sg, on obtient deux propositions fausses.

/

On dit que ces équations sont équivalentes.
On écrit : (E) & (E)

Happelons les propriétés suivantes :
Proprietés

sammmsm Equivolence de systémes d’aﬁons

M Systémes d’équations
— Pour indiquer que l'on s'intéresse aux solutions communes 2 plusieurs équations (E), (F), (G) on les écrit

_ les unes en dessous des autres, on les relie par une accolade ; on forme ainsi un systéme d'équations d’en-
" semble de validité V; et d’ensemble de solutions S;.

— Résoudre un systéme d'équations, c'est trouver I'ensemble des solutions communes aux équations qui
le constituent.

(E) '
() {[F] etona:Vy=VpeNVeNVy ; S;=8NS; NS
. (&)

Cette notation de (Z) est I'écriture habituelle de la conjonction de ces équations : (E) et (F) et (G).

26 Systémes d'équations et d'inéquations
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®m Equivalences de systémes d’équations

Des systémes d'équations (Z,) et (I,) sont équivalents si et seulement si ils ont le méme ensemble de vali-
dité et le méme ensemble de solutions.

On écrit: (Z,) & (Z,)

Rappelons les propriélés suivantes :

— Régle de substitution '

Si, dans un systéme (Z), on exprime dans une équation une des inconnues en fonction des autres et
on remplace dans une autre équation celte inconnue par cette expression ainsi trouvee, on ohtient un
‘nouveau systéme équivalent a ().

- Hcgle de combinaison

Si, dans un systéme (T), on remplaa:‘e une équation par l'équation obtenue en ajoutant membre a membre )
cette équation et une autre équation du systéme, on obtient un nouvean systéme équivalent a (Z).

Remarque

- Dans la régle de substitution, on utilisera exclusivement les propriéiés P, et P, d"équivalence des équa-
tions pour exprimer une des inconnues en fonction des autres.

_ I est évident que, si dans un systéme (Z), on remplace une équation (E) par une équation équivalente,
on obtient un nouveau systéme équivalent a (Z).

N otation

(E), (F), (G) étant les équations d'un systéme (Z), k un nombre réel différent de 0, on convient de noter :

k (E) 1a nouvelle équation obtenue en multipliant les deux membres de (E) par le nombre réel k,
(E) + (F) la nouvelle équation obtenue en ajoutant membre & membre les équations (E) et (F).

() désignant le systdme (E) et (F) e (G), (£') désignant le systeme (E) + k(F) et (F) et (G), on remarquera que :
; F) e kF) ; (e @)

Exemples
Les systémes (Z) et (¥') suivants sont équivalents.
3r—2y =9 (E) 7x =21(E)
® . e ]
2x+y =6 (F) 2x+y=6 (F)

En effet, dans le systdme (), on a remplacé (E) par (E) + 2 (F) pour obtenir le systeme (T').

...1.2. Systemes de contraintes — Geénéralités

»

EEE

quivalence d'inéquations

Considérons des inéquations (I) et (I} qui ont le méme ensemble de validité V| et le méme ensemble de
solutions S.

Lorsque, dans (I) et dans (I'), on remplace x
—parn meorte quel élément de S;, o obtient deux proposmons vraies ;
— par n'importe quel élément de 1, \ S;, on cbtient deux propositions faussas.
On dit que ces inéquations sont éqmvalentes.
On écrit: (i) & (I')
Rappelons les proprigtés suivantes :

P, - En ajoutant un méme nnm}m} 3 chague membre d'une inéquation, 5n ontient yme inequation equivalente.
P -En mu]hphant par un méme nombre strictement positif chague membye d'une inéquation (1),
on shtient wae indquation de méme sens que (I) et éauivalezte a (I).
— T.- multipliant par un méme nombre strictement négatilf chaque membre d'une inéquation (1),
on chtient une inégualion de sens contraire et équivalente a (I).

fElCmes g eguations €t d ineguaton
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Equivalence de systémes de coniraintes

- Systémes de conftraintes

— Pour indiquer que 'on s'intéresse aux solutions communes a plusieurs équations ou inéquations notées
(E), (), (G), on les écrit les unes en dessous des autres, on les relie par une accolade, on forme ainsi un
systéme de contraintes, d’ensemble de validité V; et d'ensemble de solutions S;.

— Résoudre un systdme de contraintes, c'est trouver I'ensemble des solutions communes aux équations
et inéquations qui le constituent.

(E)
(&)

¥ fiquivalences de systémes de contraintes

Des systemes de contraintes (ﬁl] et (Z,) sont équivalents si et seulement si, ils ont le méme ensemble de
validité et le méme ensemble de solutions. ‘
On écrit : (Z,) & (Z,)

_1.3. Notion de parametre
. Introduction de la notion d_e p_qrumélre |

résoudre dans R les neuf équations snivantes:
2 - E} 4v+3=12x-4  [E) 7x+6=12x-7

- E) 9x+ 8=12.1‘.—9 i

e i i e

On vérifiera que ces équations peuvent s'écrire :

(E,) mx+[m—1)=12.t—m;avecme{1;2;3;4;5;6;7;8;9}
Transformons cette équation en 'éguation équivalente :

(B, (@2- mlr=2m-1
Puisque m désigne un nombre entier compris entre 1 et 9, le coefficient de x est différent de zéro.
2m-—1
12—-m
En remplacant m par ses différentes valeurs on obtient les solutions des équations correspondantes.
L'introduction astucieuse du nombre réel m a permis de donner une écriture générale des neuf équations pro-
posées et de réduire le nombre de transformations d'écritures nécessaires pour résoudre toutes ces équations.

Onadonc:x=

On dit que m est un paramétre et que mx + (m — 1) = 12x —m est une équation avec paramétre.

smassmm Exemple de résolution dans R d'équations avec paramétre

métaninnnnmhmréeLrésoﬁmwdmRmmlmvalemsduparamé&eml' ion: (£, ) m*x-1=x+m.

(E,,) est équivalente & E,) mixr-x=m+1
(m-—1)(m+1)x=m+1

Pourm#letm#-1,(E" ) x= m1— T I'équation (E,,) admet une solution unique : ma T
Pourm=1,0ona: () 0x=2 ; l'équation (E,) n'a pas de solution.
Pourm=-1,ona: (E_,) 0x=0 . tout nombre réel est solution de I’équation (E_,).
WEX CI CICRS BEr s i A PR RRT I o o e

1.0  m étant un nombre réel, on considére I'équation 1.b  m étant un nombre réel, on considdre I'inéquation

(E,) m*+(m—2)=4x (I,) mfx—-3<9x+m.
Galculer les valeurs du paramatre m pour les- Calculer les valeurs du paramétre m pour les-
quelles, cette équation (E, ) n’a pas de solution. quelles 2 est une solution de I'inéquation (1)

og Systémes d'équations et d'inéquations
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__92.1. Systemes d'équations dans R?

mEE

Exemples de résolution de systémes de deux équations linéaires dans 2

Rappelons la propriété suivante :

l_
, systéme de deux équations linéaires dans R? admet un seul couple solution si ef seulement si
son détemimant est differenl de zero.

bxemples
Résolvens chacun des systémes suivants : __ ; . RRERT
2¢ + 3;; 5 (E y 2c+ By SE e 3x-6y=12 = (C
( } { 5x - 2y=17 (E,) ; o 2) { Je+12y =17 (F) &) { 56410y = - 20 ( )
Resolutmn de z) Résolution de (Z,) Résolutxon de [23]
dét (Z,) =19 dét (£,) =0 - dét(Zy)=0
Ce systéme n'a donc pas une Ce systéme n'a donc pas une

Le systéme admet donc une

solution unique qu'on obtient par solution unique. solution unique.
substitut]on 011 par combinaison : | Vérifier que (%; 0) Vérifier que (4 ; 0)
(&L 1_9 i T%-) — est une solution de (F,), — est une solution de (G,),
— n'est pas solution de (F,). — est une solution de (G,).
Le systéme n'admet donc aucune Le systeme admet donc comme
solution solutions tous les couples solu-

tions de 1'équation (G,).

Les équations du systdme ne sont pas linéaires. On peut s’y ramener & P’aide d’inconnues auxiliaires..
Ensemble de validité du systéme
k;yleVy & xz-2et y=l

Choix des inconnues auxiliaires

On pose : X_x+2 et Y_-J--—1
~X42¥=5
On obtient le systéme (Z)
3IX+Y =-1
1 le (@: b : 1 PN .
Ce systéme est tel que : BT, =3 [ecoupe(a+2 i ]
- | est solution du systéme (Z) est solution du systéme (¥')

(=) est appelé systéme résolvant du systeme (Z).

Réselution du systéme résolvant .
Le déterminant de (£7) est — 7. Le systdme (') admet donc une solution unigue : C1.02)

Systémes d'équations et d'inéquations



www.biblio-sciences.org

Recherche des solutions du systéme (%) 1
Era— 2 By

G sl o
F-A™ (E,)
Les résolutions de (E,) et (E,) donnent respectivement : x=—3 ety = %

Lensemble des solutions du systéme (Z) est : {(—3 : —%)}

o Exemple de résolufion d'un systéme de trois équations linéaires dans R2

La solution de (Z) s’obtient en résolvant le systéme :

L‘ensel des solutions du systdme (Z) est I'ensemble des solutions communes aux équations (E,), (E,)
et (E,) ; c'est donc I'ensemble des solutions communes 4 I'une des équations et au systdme extrait formé
par les deux autres équations.

Résolution d"un systéme extrait

2x—-3y=1
On consideére le systéme extrait : (Z') { e -

ax-2y=—1 ()
Le déterminant du systéme () est 5. Ce systéme extrait admet donc une solution unique : (-1 ; ==

Résolution du systéme (%) _
On vérifie que (—1 ; —1) est une solution de (E;). (£) admet donc une solution unique : (=1 ;-1).

avec parametre

Calcul du déterminant du systéme

) z
dét{zm]=l =2m—-m?=m (2 —m).
_ 1 -m
Résolution dans chaque cas
—Pourm=#=0etm#2, —Pourm =2, .-
g . . —2x+4y =2
le systéme admet une solution unique ; son expres- | le systdme s'écrit (Z,) : { ;
2 . 1 x—2y =-—1
sion en fonctionde mest: (-m ; — =) _
m x—2y=-1
il est équivalent 4 : {
—Pourm =0, x-2y=-1
lo systéme s'écrit (£,) : {_ e Wl ; Ce systtme a une infinité de solutions dont la repré-
x =4 sentation graphique est la droite d’équation :
il n'a pas de solution. x—2y=-1

WExercices BE

s

2.0 Résoudre le systéme suivant : 2.b  m étant un nombre réel, on considére les droites,
{2{x+y]2+5.[x—y)2=143 D) y—-2=mx-3)
Sx+yf—4lx-yl=—73 g yemw-mta)

D) y-1=-(+5)
Calculer une valeur du parameétre m pour que
ces trois droites soient concourantes.

30 Systémes d'équations et d'inéquations
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-.2.9, Systemes d'équations linaires dans R3

smmmsss [ ocenfuhion

Puur l‘allmentatmn du hét:ul un grameuer propose 3 melanges a ses chents e
— mélange A : 30% de mais, 50% de sorgho et 20% de son ; '

: _melange B : 40% de mais, 20% de sorgho et 40% de son ;

- -mélange C: 60% de mais, 30% de sorgho et 10% de son. Fa s =

Las pourcentages expnment des fractmns de volumes le son est en farme, le mais etle sorﬁhu snnt

des grains concassés. -

Sachant que 1¢de méiange A pese 443 g, a9t de melange B pése 383 g et1 € de mélange C pése 441 g,
on veut tmuver cumhmn pﬁsent 1 f da ma;ts, 1{de supglm et1{ de son.

Chmx. des inconnues
Désignons par x la masse (en g) de 1 £ de mais, y celle de 1 ¢ de sorgho et z celle de 1 € de son. ®

Mise en équa&ans

100 X+ == 100 y+ 12000 z estla masse de 1 € de mélange A ; on obtient ainsi I'équation :
(E,) 3x+5y+2z=4430

-1-'%0— 100 y+ %O% z estla masse de 1 £ de mélange B ; on obtient ainsi I'équation :
(E,) 4x + 2y + 4z =3 840

Tﬁflu_ 13‘[?0 U+ 11% z est la masse de 1 £ de mélange C ; on obtient ainsi I'équation :

(Ey) 6x+3y+2z=4410

Ces trois équations forment le systdme d'équations linéaires dans R® :
3x+5y+2z =4 430
(Z) {4}:+ 2y + 4z = 3 840
6x+3y+z =4410

Résolution du sysiéme
Daus la suite, on abordera 1'organisation de la résolution d'un tel systéme.
On peut vérifier que (430 ; 520 ; 270) est une solution de ce systéme.

Vérification et solution du probléme
1 £ de mais concassé pdse 430 g, 1 £ de sorgho concassé pése 520 g et 1 { de farine de son pese 270 g.
Vérifier qu'avec ces ingrédients, on obtient les mélanges A, B et C conformes aux données du probleme.

Systémes de Irois équations linéaires dans R3
Résolutmn de quelques systémes partlculxers

' : x+y= 5 (Ex}
Résolvons le systeme =) { y+z= = e _
: X+z=-8 {Es)

- Remplag:ons [Ej] par — ([E ) +(E,) + (53))

x+y+z=-1 (E)
On obtient le systéme équivalent : (') { y+z=1 (E,)
xX+z=-28 (E,)

— Remplagons successivement (E,) par [ (E;) + (E’,]], (E;) par [~ (E;) + (E*))].

x+y+z=-1 (B,))
On obtient le systéme équivalent : () { x=-2 (E’,)
y=7 (Ejal

— Apras substitution dans (E’,) de x par — 2 et y par 7 on obtient la solution du systéme : (~2; 7 ; - 6).

Systémes d'équations et d'inéquations 31
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(E,) et (E;) ne contiennent pas 1'inconnue z.
Considérons le systéme extrait (Z,} ; il est équivalent au systéme Z',),

3x+2y=-5 (E,) ) , y=2 (&)
(21]{5I+By=1 (E,) ' {21){ =-3 (E,)
2x+3y-4z=4 (E)
(¥) est donc équivalent a : (2’) { y=2 (&)
x=-3 [E'gj

La solution du systéme (Z) est donc:(—3;2:-1).

® Résolutio;l_ de systémes triangulaires

En résolvant succéssi,vement (E,), (E,) et (E,), on trouve aisément la solution unique : [%- i—13;4).

YV ocabulaire

Dans le systeme (X) de trois équations dans R3
— une des équations contient une seule inconnue,
— une deuxidéme équation contient deux inconnues : l'inconnue précédente ot une autre,
- la troisiéme équation contient les trois inconnues.

Un tel systéme est appelé systéme triangulaire.

¥ Triangularisation d’un systéme par combinaison linéaire

.:le..systé:i‘;-;ﬂé;::' (E}{

(E,) et (E;) ne contiennent pas l'inconnue z. Pour résoudre (), on peut se ramener 3 un systéme trian-
2} S1 4D P P ¥
gulaire en éliminant l'une des inconnues x ou y entre les équations (E,) et (Ej).

Remplagons par exemple (E;) par (E;) —4 (E,).

2x+3y—-4z =4 (E,)
Le systeme (Z') ainsi obtenu est équivalent au systéme (). (Z') { 3x + 2y ==5 (E,)
- 7x =21 (B

C'est un systéme triangulaire. On obtient la solution unique : (-3;2;-1).

¥Triangularisation d’un systéme par substitution

Elimination de x dans (E,) et (E))
De I’équation (E,), on tire : x =2y + 32 -9 (E’)
Par substitution dans les équations (E,) et (E,), on obtient le systéme (Z'), équivalent au systéme (Z)
x-2y—-3z=-9 (E)
=) {

Résolvons le systéme ; 03]

3y +z =6 (E’,)
3y + 5z =18 (B}
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De I’équation (E',), on tire : z = 6 — 3y (E",) i
Par substitution dans I'équation (E’;), on obtient le systéme triangulaire (£”), équivalent au systéma {2}’)

x-2y-3z =-9 (B)
|

3y+z =6 [E’Z] :

12y =9 (E)
-2y-3z+x =-9

qui s’écrit : { 3y + z =6 &
12y -3 i

On résout (") et on obtient la solution unique qui est aussi celle de () : (2;1; 3).

B Exemplo de resoluhon d'un sysﬁme de deux 6qunhons linéaires dans R’

Ramarquans qu'un tel systeme n admzet pas une solution unique.

En effet, si on remplace une des inconnues par un nombre réel, on forme un systdme de deux équations
lindaires A deux inconnues qui admet une solution unique.

A chacun des nombres réels par lequel on remplace une inconnue, correspond une solution du systéme.

* Pour trouver, par exemple, la solution de (X) qui a pour troisiéme composante 0, ou 1, on résout :

[znl{Zr-—y:l - (El){zx—y+1=1

—x+y=3 -x+y—2=3
@ Plus généralement, m désignant un nombre réel, pour trouver la solution du systdme (Z) qui a pour
2x—-y=1—-m

troisieme composante m, il suffit de résoudre : () ‘[
-x+y=3+2m

Le systéme (Z) admet pour ensemble de solutions l'ensemble des triplets (4 + m ; 7 + 3m ; m) ol m décrit R.

WE XOTrCICOS B iy

2. Résoudre lo systeme : 2.d  Résoudre le systame :
x+y+z =3 Zx+ 3Yy~z=-—7
{u—y+z=—1 _ {x—2y+22=11
X-y+22=0 5x+y+4z=15

Systémes d'équations et d'Inéquations 33



www.biblio-sciences.org

—.JP1 Détermination d’'une équation de courbe

L'objectif de ce TP est d’exposer un modéle de rédaction de Ia solution d’un probléme classique, tout en
mettant en évidence la technique de résolution utilisée.

Désignons par f'la fonction polyndme recherchée.

Déterminer une fonctmn polyndme du second degré f, c'est trouver les coefficients de chacun des termes
du polynéme flx).

# Choix des inconnues
Désignons par a le coefficient du terme en x2, b le coefficient du terme en x et ¢ le terme constant de flx).
fest défini par : flx) = ax? + bx + c.

W Mise en équation .
[A(2;58)l € (P) = [A2)=5] On obtient: 4a+2b+c=5 (E,)
[B(3;1)le (P) « [f3)=1] On obtient: 9a+3b+c=1 (E,)
[C(1;1)]e (P) & A1) =1] Onobtient: a+b+c=1 (E)

Il suffit donc de résoudre le systéme de trois équations linéaires dans R3 :

da+2b+c=5 (E,)
(%) {9a+35+c=1 (E,)
a+b+c=1 (E,)

BRésclution du systéme (I)
Transformons ce systéme en un systéme triangulaire équivalent
Elimination de ¢ dans (E,) et (E,).

4da+2b+c=35 (E,)
=) { S5a+b=—-4 (E,) '
-3a-b=-4 (F,) J
On a remplacé (E,) par (E,) - (E,) et (E;) par (E;) - (E,). ,e\
Elimination de b dans (E’)). f“\
da+2b+c=5 (E,) _ ]
[E}{ 5a+b=—4 (E’,)
2a=-8 (E") ] € *B
On a remplacé (E',) par (E'5) + (E,).
(~4 ;16 ; — 11) est la solution de (Z,) ; c'est donc ]a solution de (Z). O 1 \
@ Vérification et solution du probléme \

fest la fonction polynéme définie par : flx) = — 4x? + 16x — 11.

On vérifiera par le calcul, que la parabole, représentation graphique
de cette fonction passe par les points donnés A, B et C.

Applicotian
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—1P2 Un precbleme de robinets

Dans ce probiéme,
- on infroduit un paramétre qui permet une mise en équation simple et qui n'apparait pas dans la solution ;
— on résout un systém: par utilisation d'inconnues auxiliaires.
On dispose de trois robinets A, B et C pour remplir une piscine. Ave
avec B et C 20 min et avec C et A 12 min. Déterminer le temps

seul pour remplir la piscine.

Désignons par V le volume (en m®) d'eau de la piscine.

Choix des inconnues

Désignons par x le temps (en min) mis par le robinet A pour remplir la piscine ;
y le temps (en min) mis par le robinet B pour remplir la piscine ;
z le temps (en min) mis par le robinet C pour remplir la piscine.

Mise en équation v
En 1 min, le robinet A remplit un volume de % (en m?), le robinet B remplit un volume de ] (en m3),
le robinet C remplit un volume de \z—’ (en m3).

En 10 min, les robinets A et B remplissent la piscine : (E)) 10 (li + %] =V
En 20 min, les robinets B ¢t C remplissent la piscine : (E,) 20( % + ‘E{] =V
En 12 min, les robinets C et A remplissent la piscine : (E,) 12 [% + —L‘L} =V

On peut diviser les deux membres de chacune de ces équations par V, car V # 0.
Il reste donc a résoudre le systéme de trois équations dans RS :

10(L + -;7) =1 (B
()4 20 (% + -%_-} =1 (&)
2ir+h=1 @)

 Achever la résolution du probléme. ‘

—1P3. Programmation linéaire

Un probléme est dit de programmation linéaire lorsque sa résolution exige -
—la résolution d'un systéme de contraintes linéaires N
—la recherche d'un optimum d’une fonction sur I'ensemble des solutions du systéme de contraintes.

L'objectif de ce TP est d’exposer un modéle de rédaction de la solution d’un probleme de programma-
tion linéaire, tout en dégageant la stratégie de résolution utilisée.

Un atelier mécanique produit deuxtypesde piéce_ﬁ,'-'t_i_. etB,a l’axdedeenx mac
piece en cours de fabrication doit passer successivement sur les deux mach

Durée de passage d'une pidce de type A~ | Durée de passage d'une ty
 —dans lamachine M, : 30 nin, Sean S -dans la machine M, 20 min,
- dans la machine M, : 40 min, 25 - -danslamachineM, : 10 min.
Bénéfice sur une piece de type A : 400F - Bénéfice sur une piéce de type B+ 200F
La machine M, est disponible 3 000 min par mois, la machine M, 2 000 mm i «»

Déterminer le nombre de piéces du type A et de piéces du type B que -_lﬁun;'d_(_iit_';:fa'b:_i"igii )
avoir un bénéfice maximal, e e T e
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m Recherche d’un programme de production

Choix des inconnues y
Désignons par x le nombre de pidces du type A, fabriquées en 1 mois ;
y le nombre de pigces du type B, fabriquées en 1 mois .
Le couple (x ; y) est un programme de production.
Mise en équation
La durée du passage des pidces dans la machine M, est (en min) : 30x + 20y
La machine M, n'étant disponible que 3 000 min par mois, on obtient la premiere contrainte :
() 30x+20y< 3000
La durée du passage des pidces dans la machine M, est (en min) : 40x + 10y
La machine M, n'étant disponible que 2 000 min par mois, on obtient la deuxidme contrainte :
(I,) 40x+ 10y <2000 .
De plus, x et y désignant des nombres de pidces, on a donc les deux contraintes : xe Netye N.
On obtient ainsi le systéme d'inéquations linéaires (¥} dont on recherchera les solutions dans N x N.
5) { 30x + 20y <3000 (L)
40x + 10y <2000 (L)
Résolution du systéme de contrainfes
(D,) est la droite d'équation :
30x + 20y = 3 000. (Dg)

Cette droite détermine deux demi-plans ouverts de fron-
tiere (D,). (®,) est celui des deux demi-plans qui
contient O. On démontre que (#,) U (D,) est la repré-
sentation graphique de l'ensemble des solutions de (I,).

(D,) est la droite d'équation :
40x + 10y = 2 000.-

Cette droite détermine deux demi-plans ouverts de fron- o) .
tisre (D,). (@,) est celui des deux demi-plans qui : = N 100N~
contient O. On démontre que (?,) L (D,) est la repré- S

sentation graphique de 'ensemble des solutions de (L,). ‘

S
S~

g/

@
k=)

mRecherche d’une solution optimale
Détermination de la fonction & optimiser
m est le bénéfice réalisé sur un programme de produc-
tion(x;y).Ona:
400 x + 200 y = m.
Désignons par (L, ) la droite d'équation :
400 x + 200 y = m.

Cette droite a pour coefficient directeur — 2 et pour

ordonnée a l'origine : 700 -

Détermination du programme de production optimum
Pour qus le bénéfice soit maximum, la droite (L,,) doit
passer par un point dont le couple de coordonnées est SO e

un programme de production et avoir l'ordonnée a el p s 50\ (L,,)N00N
l'origine la plus grande possible.

Parmi les droites de coefficient directeur — 2, c'est celle qui passe par le point E(20 ; 120) et qui a la plus
grande ordonnée a l'origine.

mConclusion

C'est en fabriquant 20 pidces de type A et 120 pidces de type B que le bénéfice est maximal.
Dans ce cas, il vaut : 32 000 F. (400 x 20 + 200 x 120).
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——Lb4. Utilisation de la calculatrice pour résoudre un systéme

L'objectif de ce TP est d'utiliser efficacement une calculatrice dans la résolution de systémes de deux
équations linéaires dans R?, il s'agit de mettre en place une méthode qui peut s'appliquer aux systémes
qui ont une solution unique. Ces systémes sont appelés systémes de Cramer.

Méthode de Cramer

&
a
Calculons le déterminant de ce systéme : dét(Z) = |

a b |
" dét (£) =0,
on n'utilisera pas la calculatrice car, dans ce cas il faut analyser le systéme donné .

— Les équations (E,) et (E,) ne sont pas équivalentes ; le systéme n'a pas de solution.

— Les équations (E,) et (E,) sont équivalentes ; (Z) et (E,) ont le méme ensemble de solutions.
¢ dét(Z) =0
Nous savons que ce systéme admet une solution unique. (Z) est équivalent au systéme (Z’)

-be’ + b'c dét(X)

X = X = ——

: ab’ —a’b dét(Z)
(£ L =)

g BE 0 - dét(Y)

ab’ —a’b dét(Z)

avec : dét(X) =

- b|=cb‘—c’b : dét[Y}=|a ci:a,c'-a'c.
. & &

dét(X) dét(Y) )

La solution du systéme (Z) est done : ( Tet() * detx)

Mise en mémoire des coefficients

Ml < 1 ; M2 « -3 ; M3 < 4 ; Md « 1 ; M5 &~—1 ; M6 ¢ 2
Calcul des déterminants “

M1 M2

dét(Z) = g =2, on place ce résultat en mémoire : MO0 &« 2.
IM3 M2 | i

dét(X) = | =2, -onplace ce résultat en mémoire : M7 « 2.
M6 M5
M1 M3 )

dét(Y) = = — 2, on place ce résultat en mémoire : M8 « —2.
M4 Ms

Calcul de la solution du systéme
On calcule ﬁ% puis %{{g .On obtient ainsi la solution unique du systéme : (1 ; — 1). "

Senan

ication

G
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N\

Z Exercices

APPRENTISSAGE
Généralités

Confroinles avec un pﬂmmé:re

1 Résoudre dans R, suivant les valeurs du para-
metre m, ’équation (E,,) dans chacun des cas suivants :

a) E,) 2x-m=mx—3
b} E,) mr—2=3x+m
) E,) mx+9=m?+ 3x
dj (E,) mix-m=x—1

@ Pour quelle valeur du paramétre m, I’équation
(E,,)) suivante n’admet-elle aucune solution 7

(Em] Smx+1)-2mx-1)=3x+2

2 Pour quelle valeur du paramétre m, 'équation
(E,,) suivante admet-¢lle n'importe quel nombre réel
comme solution 7
aj [Em] xX—3 _x-—m

m 3 y
b) (E,) 3(mx + 1} - 2(mx — 1) = mlx + 2)

& Pour quelles valeurs du paramétre m, les équa-
tions (E,) et (F, ) ont-elles une solution commune ?
Préclser cette sm.lutlon
(E,) 3x+4=mx—2-

(F,) 5x+7=mx—2

% Résoudre suivant les valeurs du paramétre m
I"inéquation (I,) dans chacun des cas suivants :

a) (L) mx—12>2
b) (L) xm-1)21
c) (L) mx—1)z2x-2

& On considere I'inéquation suivante
) mx—1<3x+2m
Pour quelles valeurs du paramétre m,
a) 1 est-il une solution de 'inéquation (I,,) ?
b) 2 est-il une solution de I'inéquation (I,) ?
¢) 1 et 3 sont-ils des solutions de l'inéquation (L) 7

Systémes d'équations

Systémes d’équations linéaires dans R x R

7 Résoudre chacun des systéemes d’équations sui-
vants :

2x+2y=1 -x—-8y=0
a}{ c}{
3x+4y=6 3x+y=8
1
Ax+2y=1 x——y-
bj{ 4 2 d}{ 3 2
ZI+§y=—§ _I+Ey= -5

38 systémes d'équations et d'inéquations
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P

# Le plan est muni d*un repére. Les droites (D,) et
(D,) sont données par leurs équations :
D) y=2x+3 ; (DO, 3y=5-2x
Justifier que ces droites sont sécantes et calculer les
coordonnées du point d’intersection.

9 Le plan est muni d'un rep2re. On donne les
points A(3 ;6), B(-2; 1) et C(8 ; — 2).
Calculer les coordonnées du centre du cercle circons-
crit au triangle ABC.

10 Le plan est muni d'un repére. Les droites (D,),
(D,) et (D,) sont données par leurs équations :
(D)) 2x-3y=7
(D, 2x+3y=5
(Dy) Bx+3y=17
Justifier que ces droites sont concourantes et calculer
les coordonnées du point de concours.

11 Le plan est muni d’un repere. On donne les
points A(2;6), B(-~3:1),G(7;-2),D(4:0),E(-4;4)
et F(11 ;- 1).

Les droites {AB), (CD] et (EF) sont-elles concourantes 7
Utilisation d’incennues auxiliaires
1% Résoudre les systémes d’ equatmns suivants :

{ﬁ—+z@ 5) = {11 Jx +18/y=531

_;T21+7(y—5)=5 13/ x + 19 [y = 629

13 Résoudre les systdmes d’équations suivants :
{5xy+3x-:44 b{3xz—2y=23
a
2xy—bx=-1
){ 741~ 3x - 6/5y = 23
&

9/1-3x— 11,5y = 23

—2x% 4+ 5y = —

14 Résoudre les systémes d’équations suivants :
{ 32x +3y) -5(3x +4y)=—-1 -
5(2x + 3y) —8(3x + 4y) = -
{ 7xy—-5lx+y)=15
11xy — 8(x + y) = 22
Systémes d’dquations linénires dans R x R
avec un paraméire

15 Résoudre suivant les valeurs du paramétre m
les systémes suivants.

mr+y=1 r+y=m
ﬂ){x—y=3 6}{ x—my=m?
x+my=2 m+1ix—(m—-1)y=2
b}{ s d{
mx—y=3 3x—-5y=—2
mr—-y=>5
c}{ mr+(m-3)y=1

16 Le plan est muni d’un repére. Les droites (D,),
(D,) et (L,,,) sont données par leurs équations :



www.biblio-sciences.org

(D,) B5x-3y=4 ; (D)
L,) mr+y=1

Pour quelle valeur du parameétre m, ces droites sont-
elles concourantes ?

Calculer, dans ce cas, les coordonnées du point de concours.

4x+3y=5

Systémes de (rois équations linéaires

dans RxRxR
17 Résoudre les systémes suivants :
x+z=8 xX+2y+3z2=2

alsd y+z=10 c]d 4y+3z=-1
xty=5 3x—-bBy—5z=4
3x—2y +4z =11 x =14

b}{x—ﬁz:? d){lr—sy =1
7x+Yy—4z=5 7x—17y +32z=1
18 Résoudre les systémes suivants :
2x—3y+5z=0 X+y+z=1

ald 3x—5y+2z=1 d)4 5x—2y—10z=0
2x -5y +3z=2 3x+5y—2z=6
x+y+z=1 xX+u+z=2

bjd 2x+3y+6z=3 g)4 4x+5y—20z=-2
2x -9y +12z=20 —-3x+5y+5z=4
x—2y+3z=—-4 Sx+2y—-3z=1

¢4 —4x—-5y+7z=1 fl4 8Bxr—4y+3z=-5
2x+y—3z2=9 2x—-9%Yy+4z=-6

19 On considére Ja fonction polynéme f définie par :
fix) = 5x? + 8x + 0.

Trouver trois nombres réels a, b et ¢ tels que,

quel que soit le nombre réel x, on ait :
ale+1P2+bx+1)+c=flx)

20 0n considére Ia fonction polyndme f définie par :
flx) = 5x2 — 25x + 30.

Dans chacun des cas suivants, peut-on trouver trois

nombres réels a, b et c tels que,

quel que soit le nombre réel x,
Nax-12+bx®+c(x+1)%=flx).
2)a(x=2)2+b(x—-3)2%+c(x-2)x~3)=flx).

Sysidimes de deux dyuoafions lindaires dans R x K< R

£1 Résoudre les systdmes suivants :
{Zx+59~sz=a x+y+z=0

xX+y—6z=0 {2x—39=0
){ ~3x~5p+22=-1

—-3x—-5y+z=-2

Programunation lindaire

£2 Dans le plan muni d’un repére, représenter graphi-
quement 'ensemble S des solutions du systéme suivant :
xz0
yz0
2x + 55 <50
2x+ys=24
4y + 5y <60

m désignant un nombre réel, on considere la droite

(D,) d’équation : y =~ % x+m,

Trouver la plus grande valeur de m sachant que (D,,)

passe par un point dont le couple de coordonnées
appartient & 5.

APPROFONDISSEMENT |

23 Résoudre suivant les valeurs du paramétre m
les systémes suivants :

( 2Zx—-my=m-—1

a}dk (6-mlx—3y=11-5m

2m—-1x+(Bm+2y=m+ 4

b)‘_ (m-1x+2my=2

[ mx -3y =5

c-
}h dx+(m+7y=15

28 ficrire les 12 équations qui suivent  Paidg
d'un paramétre et résoudre dans R, suivant les valeurs
de ce parameétre I’équation ainsi obtenue.

a) 8x+11 =16-5=x g 2x+5=4-5x
b) 7x+10 =14-5=x h) x+4=2-5x
c) 6x+9 =12-5x i) 3=-5x

dl 5x+8 =10-5x j] —1x+2=-2-5x
] 4x+7 =8-5x kl—2x+1=-4-5x
fl 3x+6 =6-5x I -3x=-6-5x

5 Résoudre dans R, suivant les valeurs du para-
meétre m I'équation (E, ) dans chacun des cas suivants :

1
a) [Em} mx—1+mi-1=mz—1
b) (E,)

c) (E,)

m-2x=0

x 1

Tl 1T mo1

26 Résoudre le systéme suivant de trois équations

X el sl
4 3 2
2x—3y+z=3

7 a, b, c et s sont des nombres réels différents de 0.
Résoudre le systéme suivant

L R
a b ¢
X+y+z=s

Partager une somme s pmpnrﬁonnellément aux nombres
a, bete.

88 1. plan est muni d’un repére orthogonal.
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation
de la parabole passant par les points A, B et C
a)A(-2;8),B(6:8)etC(8;112)

b) A(0; 0), B(16 ; — 8) et C(8 ; — 12).

29 .. plan est muni d'un repére orthonormé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation
du cercle passant par les points A, B et C.

a) Al~2; 8), B(6 ; 8) et C(4 ; — 4)
b] A(D;8),B[8;4) et C(4; —4).

30 plan est muni d’un repére.
On donne les points A(2 ;- 1), B(3;—-2) et C(-1;—4).
Déterminer la fonction homographique dont la repré-
sentation graphique est une hyperbole passant par les
points A, B et C.
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PROBLEMES

Un probléme dil & Nmolas Choquet
Un I%;itage est partagé de la manidre suivante entre les
enfants :
— le premier regoit 100 GO0 F + % du reste ;

— le second regoit 200 000 F + —1— du reste ;

— le troisidme regoit 300 000 F + = du reste et ainsi
de suite.

L’héritage est ainsi entidrement partagé et on constate
que toutes les parts sont égales.
Déterminer :

— le montant de I’héritage ;

— la part de chaque enfant ;

— le nombre d’enfants.

Le plan est muni du repére (O, I, J).
md un nombre réel. Les droites (D, ) et (L, ) sont
données par leurs équations :
(D,) (3-4m)(y-2)=2mlx-6)
L, y-3=m(@x-2)
1. Construire les droites (D,) et (L,), puis les droites (D,)
et (L,).

2. On désigne par A, et B, les points d’intersection de

(OI) respectivement avec (D, ) et (L,,).

Démontrer que, quel que soit m différentde0: A B, =8.
Vérifier sur le graphique pour A;B, et A,B,.

3. Etudier le cas ot m est nul.

Une coopérative décide d’acheter trois terrains.
Les l'll.éajns 1, 2 et 3 cofitent respectivement 942 000 F,
2374000F et 1004 000 F.
Les membres de cette coopérative sont répartis en trois
groupes (A, B et C).
Le tableau ci-dessous indique ce que chague membre
de chaque groupe a payé pour ces trois achats

A B C
9000F [12000F (21 000F
Terrain 2 | 12 000 F | 35 000 F | 80 000 F
7000F |13000F |31 000F

Terrain 1

| Terrain 3

Quel est e nombre de membres de cette coopérative 7

- Dans le plan muni du repére (O, L, ]), on donne
les pbmts A(5;4),B(2;1) et C(7 ; 2). _
Trouver un systéme de contraintes qui caractérise 1'in-
térieur de ce triangle.

Systémes d'équations et d'inéquations

Pour construire leur habitation, M. et Mme
ABF? %nt le choix entre des terrains rectangulaires
d’aires supérieure ou égale a 1000 m? et dont le péri-
meétre est inférieur ou égal a4 140 m.
1. En désignant par x et y les dimensions d'un terrain
rectangulaire, donner le systéme (Z) des quatre
contraintes que doivent vérifier les dimensions d'un de
ces terrains rectangulaires.
Z. Représenter sur un méme dessin :

— I'hyperbole (#) d’équation : y = E

— la droite (@) d’équation : y = 70 — x.

3. Représenter graphiquement 1'ensemble des solutions
du systémes (Z).

4, Utiliser ce graphique pour trouver :

a) un terrain de 1000 m? et de périmétre 140 m.

b) un terrain de 1000 m? et de périmétre inférieur & 140 m.
¢) un terrain d’aire supérieure 4 1000 m? et de péri-
meétre 140 m.

34 Pour assister 3 un spectacle, la famille
Tchigaya composée de deux adultes et trois enfants a
payé 9500 F CFA. Madame Wemba, accompagnée de
ses quatre enfants a payé 8500 F CFA.

Quel est le prix d*un billet d'entrée pour adulte et un
billet d’entrée pour enfant ?

Un avion doit apporter des couvertures et du
matériel médical dans une zone sinistrée.
Les couvertures sont réparties en paquets de 150 kg et
le matériel médical en caisse de 50 kg. Le chargement
de I'avion doit comporter au minimum 300 kg de cou-
vertures et 200 kg de matériel médical.
D’autre part, la charge maximum de 'avion est 3000 kg.
Enfin, le nombre de paquets de couvertures doit &tre au
moins le double du nombre de caisses de matériel
médical. L
Déterminer graphiquement le (ou les) chargement(s) de
I'avion correspondant 4 un poids total maximum.

(D'aprés Internationol Beccalourdat —
Subsidiary Level Mathematical Studie - Feb. 79)

Lors de son anpiversaire, Karine veut faire un
cockéﬂ de jus de fruits.

Elle achéte x litres de jus de goyave 2600 F le litre et U
litres de jus d’ananas 4 400 F le litre.

Karine veut avoir au moins 10 litres de ce cocktall de
jus de fruit, mais elle ne dispose pour cela que de 6 000 F.

Résoudre sranhinnement re nrahlame
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Equations
et inequations
du second degre

2
De trés nombreux problémes provenant de divers domaines ont conduit & la
recherche des racines d’un polynéme, ce qui a conduit au développement des

mathématiques.

Ce sont les babyloniens qui, vers le II° millénaire av.
J.-C. ont découvert les méthodes de résolutions des
équations du 17 et du 2" degré.

La tablette cunéiforme ci-contre contient des problémes
du 209 degré dont la résolution utilise notre algorithme
actuel. Cependant, sevles les solutions positives sont
refenues.

Au IXe siécle, AL-KHWARIZMI, mathématicien
: - arabe, transmet cetfe méthode & I'Occident dans un
. cblebre traité [voir ci-conire un manuscrit de 1342).
- Son ceuvre est poursuivie par I‘E’g)pﬁen ABU KAMIL
(850 - 930) qui introduit une tendance arithmétique,
malgré des démonstrations géoméiriques. - R
‘Dés le IXe siécle les mathématiciens de Bagdad étu-
dient les équations du 3¢ degré. g
Au XVIe siécle, I'étude des équations du 3¢ degré esf
reprise en Occident ef elle est complétée par celle dv
4¢ degré (voir information historique p. 56).

Equations, inéguations du second degré

0. Equations et inéquations
se ramenant au second degre. 48

TP. Travauxpratiques .~~~ 50

41

Yecteurs et points du plan
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.l Forme canonique du polyndme P(x).

2z p2_
P(x)=a[(x+2%) --11—4342%] car:a # 0

P[x)=a[( 2a,

. ® Recherche des racines de P(x) et étude de sﬁn signe
» 1% cas: A >0
Faciorisation du pelynéme P(x)

P(I']:a(x+ ME)(I"'%K_)

2a

Racines du polynéme P(x)

P(x) admet deux racines : =b-J/A et ~b +/a .
2a 2a

On désigne ces racines par x, et x, (x, <x,).

] avec A =h2%—

4ac
A est appelé le discriminant de P(x).

==

La forme factorisée s'écrit alors : P(x) = alx — x,)(x — x,).

Signe du polynéme P(x)

Pour tout nombre réel x, P(x) est :
du signe de @ dans }- oo ; x,[ U Jx, ; + oo
du signe de (- a) dans |x, ; x,[.

» 2%cas;A=0
Factorisation du polynéme P(x)
% B
P=a (x . a)
Racines du polynéme P(x)
-b

2a’
Dans la forme factorisée de P(x), le facteur (x - :2&11)

" P(x) admet une racine :

a pour exposant 2, c'est pourquoi, on dit que %ﬁl
est une racine double de P(x).

On désigne cette racine double par x,.
La forme factorisée s'écrit alors : P(x) = alx —xp)2.

42 Equations et inéquations du second degré
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a>0 @) a<0 \

x - Xo + oo
x-x D + +.
x—Xxp — - 0 +

(x—xXx-x0)| + E}] - +
signe | signe 0 signe
Aex) dea [Lr_lde (- a) dea
€]

F X X 2

@] X O
a>0 a<0
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Signe du polynéme P(x)

Pour tout nombre réel x différent de x,, P(x) est du signe de a.

“3tcas:A <0

Racines, signe et facforisation du polynéme P(x}

.
Ona: P[x]—_-a[(x+2-qa) *‘4_(?2]
: b Y —A
De plus : (x+2—a) =0 et EE?>U
) by A
donc : (x+ Q_a) ‘4‘&2? 0

Par conséquent :
— P(x) n'admet pas de racine .
— pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de a.

\ ke

a>0

@)

— on ne peut pas écrire P(x) comme produit de polynémes du 1% degré.

emargue

On retiendra que : ax? + bx + ¢ est du signe de a sauf dans I'intervalle de ses racines.

Exemples

Calcul du discriminant A de ce polyndme :
Ce polyndme admet donc deux racines,
calcul des deux racines :

Calcul du discriminant A de ce polynéme :
Ce polynéme P(x) admet donc deux racines :
1l peut donc s'écrire sous forme factorisée :

PR bt

Calcul du discriminant A de
Ce polyndme P(x) admet donc deux racines :

ce polynéme :
11 peut donc s'écrire sous forme factorisée :
Le coefficient du terme en x? étant négatif,

pourx € l-;1[UJ4d;+], Plx)<0

pour x € 11 ; 4l, Plx)>0
pourx € (1 ; 4], Pix)=0

W%E Rercices Bors bt AR v A

1.a En utilisant une méthode performante, écrire
chacun des polynémes de P,(x) & Pg(x) comme
produit de polyndmes du 1% degré.

P, (x) = 42— 64 Bl) = =6+ 9
Px)=x*-3x+2 P,lx)=— 2+23x-3

Pg(x) = 0x? —6x + 1 Pelx) = 3x% + 10x + 2

A=(- 2\5)2‘—4>;1 x1=4 =-2.2_.;.A;>_-(j_ T

sl =348 =

HlE2d =2 =J/2-1 et —halElve B
2 %1 2%x1

A=) -4x(-3)x14=160=132;A>0

% ot —2

Plx) == 3(x - —g—}{x +2) = (3% + 7)(x + 2)

A=(BR-4x1)x(4)=9=32;4>0

4etl
Px)=—(x—4)(x-1)

| 4 4o
SRR

X

P(x)

1.b  Ecrire sous forme factorisée, chacun des poly-
némes P(x), Qlx), R(x) et S(x) définis par:
P(x) =24 —x—6
Olx)=—x%+8x—16
Rix)=x>+5x+6
Skx) =2¢*—-3r-5

Equations et inéquations du second degré 43
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—~-1.2. Equations et inéqua‘icns du second degré

mammms Achiviles

Emmmmm (o géné_rul

P(x) est un polynéme du second degré : P(x) = ax? + bx + .

¥ On appelle équation du second degré associée au polynéme P(x) 'équation (E) : ax® + bx + ¢ = 0.
Le discriminant du polynéme P(x) est aussi appelé discriminant de 1'équation (E).

Résoudre dans R 1'équation (E) revient a chercher les racines du polynéme P(x).

¥ Toute inéquation de I'un des types ci-dessous est appelée inéquation du second degré.
Px)>0 ; Px) >0 ; Px)<0 ; Px)<0
Résoudre dans R une telle inéquation revient a étudier le signe du polynéme P(x).

44 Equations et inéquations du second degré
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CXEPlEs de résolution Q?"C_gtur itons

‘Résolution dans R de I'équation (B) 32—~ x—10=0

Calcul du discriminant de (E) : A=(-1)P2-4x2x%x(-10)= 121 =112; A > 0

-{~1)-11 -5 ~=1]+11
(E) admet donc deux solutions x, et x, x. = o =— ; X,= [——l—~=
Z2x3 3 2x3

Resoluuan dans R de I’eqﬁatlon (E) Jn:2 8- +25=0

Calcul du discriminant de (E) : A= (—E)z—4x“1x253_=—36;&:<0. !

(E) n'admet donc pas de solution

Résulutwn dans IR de l'equatwn (E} sz E 3 '21 -% 0 _ _ .
Calcul du discriminant de (E) : IR A= {3;15]2 —4 X 2% % == 0:A=0. s
(E) admet donc une solution unique xg Xg= — 3—?

Pour résoudre une équation du second degré (E) : P(x} = 0
on peut utiliser : _

- une forme factorisée de P() ;

— une forme canonique de P(+) ;

— une racine évidente de P(x) ;

- le discriminant de (E).

Exemples de résolution d‘inéquations

__pn.dans R de l‘inéquatmn {I] =

Poscms P{:c} 2x2— 5x—3. o

Calcul du discriminant de P(x) : A=(-5P-4x2x(-3)=49=72;A>0. ‘

SN DN [ | ~(=5B)+7

————— X, = ———
2% 2 2 - 2 X2

Le polynéme P(x) admet deux racines x, et x, : Xy =
L'ensemble des solutions de (I) est : [—12— 23

i

Posons P[x) Jr:2 ﬁx + 1] e
Calcul du discriminant de P(x] : A=(-6)2-4x1%(11)=-8;A<0.
A est négatif et le coefficient de x? est positif done,
pour tout nombre réel x, P(x) > 0.

L'ensemble des solutions de (I) est R. __T D) < el

Resolutmn tians Eide 1" qnatmn (I] sz +‘ {3.1: 4 —- ->0 o . S S
bosons : Plx) = 3 fFe %- e et
Calcul du discriminant de Plx) : A= (/32 -4x % xX3=0:;A=0.

e

P(x) admet donc une racine double x; : Xg=— i
A est nul et le coefficient de x? est positif donc,
pour tout nombre réel x, différent de — —?'-, P{x) > 0. . :}é 3 S Setintrme.
L’ensemble des solutions de (I) est R\ |~ 'Ej' bl

& g g -
Equations et inéquations du second degré 45
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WE XETCICOS Barss B o A s o i

1.c  Résoudre dans R les équations et inéquations 1.d  Résoudre dans R les équations (1) et (2).
ci-dessous en utilisant une méthode perfor- (1) 2x2+3r-2=0; (2) x2+x/2-2=0
manfe,

(1) —4x%+5x+8=0
2) (e+3)(x/2-1)=<0

l.e  Résoudre dans R les inéquations suivantes.

: E (1) 2x%2+5x-3=0
3 3x2-5x=0
Eﬁ — (2) 4x?—4x+1>0

(4 -22+x-8<=0

—1.3.. SOmme et produit des solutions d'une équation du
second degre

sxmmmsm Détermination de la somme et du produit des solutions

Cette équation admet deux solutions d1stmctes son dlscnmmant A est donc strictement pusmf
Désignons par x, et x, les solutions de cette équation.

Posons: S=x,+=x, ; P=xx,
: _=p—I8 _ —=b+{A : _if=b=JE\N{=b +{A
Cn.ac: i 2a * 2a 2 P_( 2a )( 2a )
. _—b f _ €
donc : S—-—a—- i P—E

On a demontre la propriéré suivante :

emarque

Lorsque I'équation (E) ax? + bx + ¢ = 0 est telle que a et ¢ sont de signes contraires le discriminant est
positif ; I'équation (E) admet deux solutions de signes contraires. -

nm Determlnuhon :ﬁ deux

_produit

Pour cela résolvons le systéme () { xy=P
) ) y=8§—=x
(2) est équivalent au systéme =) { 2 —-Sr+P=0

On appelle résolvante du systdme, 1'équation (E) x> — Sx + P=0.
* Résoudre I’équation (E) suivant le signe de son discriminant 5? — 4P et conclure.

Pom' déterminer des nombres réels dont on connait la somme S et Ie produit P,
peut procéder de la maniére suivante,
~ on vérifie que : 52 - 4P = 0,
~ on résout l'équation du second degré (E) 2-Sc+P=0,
- - les nombres réels recherchés sont les solutions de I'équation (E).

46 Equations et inéquations du second degré
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;?%}ii:»f;E ‘ercices i o AP BB 7 o PR BT s o i

1.f  Dans chacin des cas ci-dessous, ie polyndme Px)=x>—(/3-2x~-6 ; a=,3
Plx) adinet o comme racine. Trouver la deuxis- Pl)=—x2+({3-2x+2/3; a=-2
me racine. :
Plx) = 5""3 ~7x+2 ¢oa=1 1.9 Trouver deux nombres réels dont la somme est
Plx) =3x*-5x-8 ;o a=-1 62 et le produit 861.

—1.4. Equations du second degré avec paramétre

e

{E } [l—mltz Znu (m -i?-'Z) =00

Cette équation est du premier ou du second degré suivant que le coefficient de x? est nul ou non.

Résolution dans R de (E_) lorsque m =1
Ona: (B) —2x=3=0. 3
(E,) est une équation du premier degré ayant pour solution : — -

Résolution dans R de (E,) lorsque m = 1
(E,,) est une équation du second degré.

Signe du discriminant
Calcul du discriminant de (E,} A =4(—m + 2). il oA

pourme€ J-e;1[ U J1; 2], i ? T
I’équation (E_) adn'iet denx solutions x, et x, : R = E)] _
oy = m—,‘——n‘:—a-z : x:m+J—m+2 . m " " [(:)]__

1-m % 1-m
" pourm =2,

I'équation (E,) admet une solution unique : — 2.

pour m € ]2 ; + oo,
'équation (E,) n’admet pas de solution.

Pour résoudre dans R une équation du type (E) ax? + bx + ¢ = 0, ol @, b, ¢ dépendent d'un
paraméire,
on peut procéder de la maniére suivante.
— On étudie éventuellement les cas ou I'équation (E) n'est pas du second degré (a = 0).
— Dans les cas oil I'équation (E) est du second degré (a # 0),
¢ on calcule le discriminant A,
= on étudie le signe de A suivant les valeurs du paramétre,
* on détermine dans chaque cas le nombre de solutions et on calcule ces solutions.

fﬁE CTCICOS BLros L i o Ao

P A e
1.h  m étant un nombre réel, résoudre dans R sui- 1.1 m étant un nombre réel, résoudre dans R sui-
vant les valeurs du paramétre m chacune des vant les valeurs du paramatre m I'équation sui-
équations suivantes, vante, (E) ~x2+4xr+1=m
(1) (m+ 22+ 2mx+ (m-3)=0 Donner une interprétation graphique des solu-
(2)x2—5x+(2m—1)=0 tions de cette équation.

juations et inéquations du second dearé 47
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'O pont encore Gerive (B (2P — 02 —dm 0

- On pose : X =x%.
On obtient I'équation (E') X2 <3X -4 =0.
Le nombre a est solution de I’équation Le nombre a? est solution de 1’équation
(E) x*-3x2-4=0 i (B} X*-3X—-4=0

— La résolution de 1'équation (E') donne deux solutions : -1 et 4.
— Les solutions de (E) sont les solutions des équations: x?=-1;x%=4
Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E) est : {2 ;-2

yocabulaire

— On dit que I'on a résolu I'équation (E) en utilisant I'inconnue auxiliaire X telle que : X = x2.
- L‘équatmn (E‘] est appelée résolvante de I'équation (E).

Onpose X=x2

Ona: x*-3x%2-4 =X2-3X-4
=X+ 1)(X-4)
= (2 + 1)(* —4)

ZResoudre (I) revient & éﬁldlé_r le SIgne du polynﬁme x“ 5x2 + 6

On pose : X =x2 ~ — -~
Ona: x*-5x24+6 =X¢-5X+6 x ~es =3 =52 2 B +e
' = (X-2){X-3) = :
= (22 — 2)(x% - 3) x2-92 4 # JO ) = E}j -+ -
Les racines du polynéme x* — 5x% + 6 sont donc : -3 & [?] _ T [?:' 4
~ 23 BB 8. :
Pour étudier le signe de ce polynéme on utilise x-SaP+6l + [{:’] E [?:l s [?] 5 EO] ¥,

le tableau ci-contre.
L'ensemble des solutions de (I) est : [- 3 ; —y2] U [J2; /3].

E’/AE XTI CICeS Errr st

2.0 Résoudre dans R : Sans calculer leur discriminant, expliquer
(1) -2t + 722 +18 =0; (3) 2:2=5la| =3 =0 pourquoi les deux polyndémes de degré 2 ci-
@) -x2+7x2+18>0;(4) 3x+2(x+2 <0 dessous n'ont pas de racines :

x*+ax+1 et x2+bxr+1

2.b  Etudier le signe du polyndme Plx]) :
Plx) = zgn —ox®+4 2.d  Résoudre dans R 'équation :
(E) x+12-|lx+1]-6=0
2. Résoud?e dans R ’équation : 2 + 1= 0. g;n; Etorr;ﬁ utiliser Pinconmue euxiliae X §
Déterminer des nombres réels a et b tels que :
4 1=(2 +ax+ 1)+ bx+1).

48 Equations et Inéquations du second degré
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..2.92. Equations et inéquations irrationnelles

EES s Equch ons et inéquations du type | Pix) = Qlx) ; /Plx) < Qlx)
» Rappel: - ——
| Pour tout nombre réel a, pour tout nombre réel b positif ou nul
— a=0 e a=0
' vhb=a & {b:az i \ib<aﬁ{b<a2 |
Fe— |
@ Exemples e T ey —_

‘Résolution dans R de l'equatlon -
{E] W 1+1](3——.t] 3x -1

- L'ensemble de vahchte de (E) ast l’ensemble des
solutions de l'inéquation :

x+1)B-x)=0 (1)

Dans l'ensemble de validité, 1'équation (E) a le

méme ensemble de solutions que le systéme ci-des-
(2)

{ (3)

— L'équation (E) a donc le méme ensemble de solu-
tions que le systéme (X).

3x-1
(x+1)(3

=0
—x) = (3x—1)2

x+1)3B3-x)=0 (1)
(=) { 3r—1=0 (2)
(x+1)(3 - x) = (8x - 1)* (3}

— Résolvons ce systéme.
(1) a pour ensemble de solutions : [-1; 3],

(2) a pour ensemble de solutions : [:—13— ;4 oo

[I) Y-Zﬂ-.; 5x_+3 <zr+ =

= Lensemhle de vahd;te de [I] est lensemble des
solutions de l'inéquation :
—2x2+5x+3=0 (1)

Dans l'ensemble de validité, l'inéquation (I) a le
méme ensemble de solutions que le systéme ci-des-
sous : .

(2)

{- (3)

’— L'inéquation (I) a donc le méme ensemble de solu-
 tions que le systéme ().

2x+1=0
2x% + 5x + 3 < (2x + 1)2

|

—2x24+5x+3=0 (1)

’ () { 2x+1=0 (2)

| 2x2+5x+3<(2r+1)2 (3)
'— Résolvons ce systéme.

‘ ['1) a pour ensemble de solutions : [— - 33 1

] (2] a pour ensemble de solutions : [~ T ; + oof

(3) a pour ensemble de solutions : {- = =1} i (3) a pour ensemble de solutions :
1 2
I [~ —flul?&wl. :
A hy — 2

-1 5 3 1 3 : ? /3'1 3

| i I ; | 1 ¢ 7S
- - i = é : =

: . 1 . : : ~ OT :

L'ensemble des solutions de (E), est { 1 }.

® Plus généralement :

L ation irrationnelle du type (P() = Q)
mﬁm ensemble de sn}:uh(ms que le systeme :
L = {£5)
%) 9 Q(x_;-o g2
( PO =(QWPF @)

On constate ﬁue la résolution de I'inéquation (1)
est rendue inutile par celle de I'égquation (3).

Baez .E?Ex erCiCes s uiz

2.2 Résoudre dans R les équations suivantes.
1) Jax+1=x+1
(2) \x2—-3x+ 6 =—x+4
(B) /3 —1ix+ 21=2x-3

IlL'ensen:ﬂ::le des solutions de (I), est~]—§— ;3]

L'méquatiun irrationnelle du type P{.a:] < Q[x]
a le méme ensemble de solutions que le systéme :

" P(x) =0 ()

Q) =0 (2
B A AR o

Pl < QW2  (3)

2.f  Résoudre dans R les inéquations suivantes.
Dy2x2+2<3-x
(2)2x+1—y7 —6x >0

(3)ys5x+1-1<0

Equations et inéquations du second degré 49
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-—1P1. Intersection de courbes

snmEmms Exemple

o Justifier que le couple des coordonnées d'un point d'intersection de (%) et de (@) est solution du sys-
teme :

-
X
Hya 1. 3
o 3

¢ Résoudre ce systéme puis vérifier que (%) et (3) ont deux points communs : A(-1;—-1) et B(3; —%—).

,.l'

\(@)
m-2 ol of /T ¢
Pour m #4, Pour m = 4,
la droiie (@) et la parahole (#) ont deux points la droite (2 ,) et la parabole (?) ont un seul point
communs @ A(z__ 4)et Blm—2; (m-2)2). commun : A(2 ; 4).

50 Equations et inéquations du second degré e
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2 Un probleme d'optimisation

Tl s'agit de déterminer deux nombres u et v tels que u + v = 50 et uv soit maximal.

On sait que, S et P étant des nombres réels, les nombres u et v dont la somme est S et le produit P, s'ils
existent, sont solutions de l'équation (E) : x2—Sx + P=0.

Ces nombres existent si : 2 — 4P = 0 (c’est-3-dire si: P < -‘%—).
La valeur maximale de P est done :%2.

Pour P =%§ le discriminant de (E) estnul. Ona:u =v = %

On a ainsi démontré que pour un périmétre donné le rectangle d'aire maximale est un carré.

Pour obtenir un rectangle de périmetre 100 et dont l'aire P est maximale, il suffit que : u = v = 25.

—IP3 Résolution d'inéquations irrationnelles
wamamms Inéquations du type : (Plx] > kou (P[x) < k

ey

B
e

bt S e =5 2 =
— L'ensemble de validité de (I,) est 'ensemble des|— L'ensemble de validité de (I,) est I'ensemble des
solutions de l'inéquation : 24>~ 9x -1 > 0. 'solutions de I'inéquation : 2x? - 9x—1 =0,
—(I,) a le méme ensemble de solutions que : i~ (I,) ale méme ensemble de solutions que :

222~ 9x-1>=0 (1) % 2%x*-9x—-1=0 (1)
(2) {zx?-gx—-_1>4 (2) ;‘E) {2.1:2—9.1:—1<4 (2) .

Remarquons que toute solution de (2) est aussi |
solution de (1) !

La racine carrée d'un nombre réel étant positive,
l'inéquation (I,) n'admet pas de solution.

L'ensemble de validité de (I,) est l'ensemble des
. solutions de l'inéquation : (x — 3)(4 —x) = 0.

C’est donc 'ensemble des solutions de (L,). |

TABLEAU RECAPITULATIF

| ) JPix >k _ | (l) JP(x) <k _ J
L (I,) a le méme ensemble de solutions ;  (I,) a le méme ensemble de solutions
Pour k> 0 5 2
E . que l'inéquation : P(x) > 2 que le systéme : 0 < P(x) < k?
: (I,) a le méme ensemble de solutions | o . '
gl’our k<10 ¢ que l'inéquation : P(x) = 0 E () cpas 46 Bpluting

memmmm Inéquations du type : JPld = Qi) .

Enuations et indauations du second degré 51
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* Justifier que I'ensemble de validité de (I) est ] o ; 3]. g

* Expliquer pourquei, pour résoudre I'inéquation (1), on est amené a déterminer les solutions de cette
inéquation ; 4

dans ]- e ; 1, oil le secend membre de (I) est strictement négatif,

dans [1; + [, ol le second membre de (I) est positif ou nul.

Solutions de I'inéquation (I} dans J— s 1f |
¢ Démontrer que, dans J- o ; 1[ (I} a les m&mes
solutions que le systéme suivant ;

Solutions de l'inéquation (I) dans [1 ; + oof
* Démontrer que, dans [1 ; + o[ (I) a les mémes
solutions que le systdme suivant :

P ' 3-x=0 (1)
= 55 8 % et
* Résoudre le systéme (Z,). ® Résoudre le systéme (Z,)
e % 7 oo peucil
@ -

Ensemble des solutions de (1)
* On obtient pour l'ensemble des solutions de I'inéquation (I} : ] — e ; 2]

L Démonstration par disjonction des cas ‘

Lobjectif de ce TP est de dégager une méthode de démonstration & partir d’exemples déja traités.
mmgmey  Présentation '
On a résolu dans le TP3 une inéquation du type : ; s _
() VPx) = Q). '
La méthode utilisée est basée sur le recouvrement de I’ensemble de validité V) par deux ensembles E,
et E, dans lesquels les méthodes de résolutions de (I) sont différentes,
E, est 'ensemble des x de OV[I) tels que : Q(x) < 0
E, est Pensemble des x de Viptelsque : Q(x) > 0
on a donc: ¥y=E, UE,.
On a alors distingué deux cas :
1% cas : Recherche des solutions de (I) dans E,;
2° cas : Recherche des solutions de (I) dans E,.
On dit que I’on a raisonné par disjonction des cas.

On pourra considérer x et y respectivement comie abscisse et ordonnée d*un Jr
point M du plan muni d'un repére et raisonner par disjonction des cas, sui-
vant le signe de chacun des nombres réels x et y ; donc suivant la position du
point M dans les quatre régions du plan déterminées par le repére.

52 °



WWWw. b|b||o-SC|ences org

\\&\X?

\=quations et inéquations

Polynémes du 2™ degré

1 Les cowrbes ci-dessous sont des paraboles
d’équation : y = ax? + bx +¢.
Dans chacun des cas suivants, déterminer le signe de a
et le signe du discriminant du polynéme ax® + bx + c.

°MN T
\ ,
- / p\
® | @,

J _\ "J'I J\k//
[&/] Ol 1
Résolution d'équations & I'aide d'une factorisution

! Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) (3x+2)%=4(2¢- 5)2 ; (2) x%2-49=0
(3) (22 +3x)x2-9)=0 ; (4) 225.1:2 B0x+4=0
(58) ®2-3)2x+1) = (.r— 3)(x + 3)
6) x—-3P-(2x-86)7-x)+(7-x)*=0
(7) @2x+1)2—2(2x+1){(x—-5)+ (x-5)*=0

Résolution d"équutions & 'nide du discriminani

© Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) #2-4x-50=0 ; (3) 2%+2x-7=0
(2) 6x2=x=5=0 ; [4) P%x+1=0
(8) V2x + (1-2x-1=0

& Résoudre dans R les éguations suwantes
(1) ¥2—4+@-62)7xr+3)=0;(2) —3+x2+6x=0
(3) xfx—-1)2+2(x-1)(x+3)+8-8x=0

£ Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) 4-x*=(2x—-4)(x+5) ; (2) ¥*-8x—-9=0
(3) (ax—-1) (x +3) + (2x-5)(1 - 4x) =

Faclorisalion de polyndmps

& Factoriser les polynémes p(x) suivants :
(1) ply=4x®—4x+1 ; (2) plx) =—22 +4x +30
(3) plx) =522 —15x - 20

Nésolutiaon d'une indquation & I'aide d'une factarisution

7 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) (Zx-3P -(2x-3)(x%®+2x+ 1) <0
(2) x-3)-(B-x)2x+1)20
(3) 4x®-49—- (2x-7)(x+1)<0

7

Exercmes

fiésalution d’une indguation é Faide du discriminani
# Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) 42 -5x+320 ; (4) —9x*+12x—-4<0

(2) 2 -11x+10>0 ;
(3) =32 +x+220 1

(5) x2—4x —-6<0
(8) x2-3x-4<0

¥ Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) (322 —x+1)22> (2% + 9x — 4)?
(2) 2 +x-2)2—x-2)<0

Somme et prodult de solutions

10 Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) x2 —{.rs - v?}u B5=0
(2) x2- {\"3 - {20~ » =0

11 Dans chacun des cas suivants, déterminer
deux nombres réels s’il existent, dont on connait la
somune S et le produit P.
(1) =28 ;P=185
(2) S=—20;P=—1344
(3) S=2‘i€ P=8

(4) S=14;P=851
(5) S=32;P =256
() S=15:P=—324

1% Dans chacun des cas suivants, déterminer des
équations du second degré qui ont pour solutions :

(1) 11 et —~15 (4) z+ /13 et 2-/13
(2) 15 et —27 (5) 5—-y3 et{5+,3
‘r— >

@) (a+b) et (a-b) (6) 252 o 222 -
12 Dans chacun des cas suivants, 1'équation

admet pour solution x',

Calculer la seconde solution x. 1

(1) 4x®—-20x + 9 =0 sachant que =e

(2) x¥*-9x-90 =0 sachantque x*=-6

(3) 2x*+ 3x-20 =0 sachant que x‘=—2-—

o

Equations du second degré uvec paraméire
14 Résoudre dans R, suivant les valeurs du para-

métre m, les équations suivantes.
(1) F—(m+1)x+m=0 ; (2) 102 - 13me + 3m2 1]

15 Résoudre dans R, suivant les valeurs du para-
meétre m, les équations suivantes.
(1) Bm-=-5)x2—(m+2)x+m+2
(2) (m—3k2%+ (7 -4mlx+ 20
(3) B-m)x®+(3m +1)x—3 -9m
4) @m+ 12 -207-2Zm)x+3+m=0
(5) (M2=4)2—2(m+2)r+ (m—-1) =

1 ¢ Déterminer m pour que 1 soit une solution de
chacune des équations suivantes.
(1) (m+ 1)x?*-2mx +5=0
(2) mx*—(2m+1)x +2=0
3) (M+1)a%+3m-1)x+m=0
Trouver l'autre solution.

0
0
0

wnn

17 Déterminer m pour que — 1 soit une solution
de chacune des équations suivantes.
(1) Zm-1x2-2mx+5=0
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@ (B3 -m+1x-9=0
B) 2+2m2-m+2x +m+5=0
4) —T—-xz—z[m—ﬂ.t +4(m-5)=0
Trouver 'autre solution.

quations et inéquations se
ramenant au 2"9 degré

On considere le polynﬁme P{x} défini par :
Px)=x*-2%+x+3
1. Vérifier que — 1 est une racine de P(x).
2. Résoudre dans R 'équation P(x) =
3. Résoudre dans R l'inéquation P(x) 2 Q.

On considére le polynéme P(x) défini par :
Plx) = 223 + 5x% — 14x - 8
1. Vérifier que 2 est une racine de P(x).
2. Résoudre dans R 'équation P(x) =
3. Résoudre dans R I'inéquation P(x) < 0.

On considere le polynéme P(x) défini par:
Plx)=x3-5x2 +3x+09
1. Vérifier que 3 est une racine de P(x).
2. Résoudre dans R 'équation P(x) = 0.
3. Résoudre dans R |'inéquation P(x) < 0.

Résoudre dans R I'équation suivante :
2c®-3x-11x+6=0

sachant qu’elle admetmpour solution.

Résoudre dans R I'équation suivante :
x3 8x? - 16x + 128 =0
" sachant qu'elle admet 8 pour solution.

- Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) x*-13+%+36=0 (3) F*+x2-2=0
(2) —x?+18x%-32=0 ; (4 *+x2+1=0

Factoriser les polynémes p(x) suivants :
(1) ple)=2x*- 2122 + 10 ; (4) plx) =224 - 522 + 2
(2) plr)=x"-15x2-16 ; (5) plx)=x*—-8x2-9
(3) ple) =dx*-20x%2+25 ; (6) plx)=x% +5x2 + 4

Résoudre dans R les équatinns suivantes :
{1)2x-i'.\,+21__0 3 (2) 5x +4/x -9=0
(3) —14xr +13/x +30=0

» Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) 2e2-Rj-15=0 ; (2) 3x*-Bld+4=0

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) x=*-—2x2-15>0 ; (3) 3x*—112+1820
(2) 3x*—5x2+22<0 ; (4) 4xt-42+130

Résoudre dans R les équations suivantes :
1) Jx+2=4 i (2] yx—1=—3

Résoudre dans R les équatmns suwantes
1) yx+2=,3x— ¢ (2) Jax+1=/x

54

B) vx-1-Jx—-4=0
(4) J2x2+5x—7 = A= 2

1) Résoudre dans R les équations suivantes ;
(1) Jx+2=3x-4 (4) {=x2+4x+5 =x—-86
(2) 2x+1+/-7xr—-5=4;(58) 1—-2v+ X2+1=0
(3) 1+y8x2-2x—-1=x

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) x+2x -2 <4 (4) a+/2x -2 <x
(2) V-x2+x+1 <x-5 (5) j—4x2+x+5<2x+2
(3) 2/x(x-3)<2x+2 (B) 3/x2+1—2x-5<0

'% Résoudre dans R les équations suivantes
1 ;7 x‘—4 1

1
(1).‘c—2+x+1_2 (2 x—-2 +:c+1_1
4 X i1 x—2. x=4 2
(3]x 2 x+2 x2—4’(4)x—1+ 2x x2-x
: 2 x+1
{}x+1_.\:‘ 1 2+.t-'1

13 Résoudre dans R les inéquations suivantes :

x2—Bx-7 ) x(x +1
=21 P @) /<2

* On considére le polynéme P(x) définie par:
P{x) 23 —x2—-x-3
1. Vérifier que —g— est une racine de P{x).
2. Résoudre dans R I'équation P(x) =
3. Résoudre dans R l'inéquation.
2x—x?_x-3
—-—-—~2 <0
X 3x+ 2 .

© On considére le polynéme P(x) définie par :
P[x] (x2 — 2x)(2x* — 9x - 5)
1. Vérifier que 5 est une racine de P(x).
2. Résoudre dans R I'équation P(x) = 0,
3. Résoudre dans R l'inéquation.

(x? - 2x)(2x% — 9x - 5)

x2-4 =4
2 Résoudre dans R x R les systémes d’équations
. 8Y: q
suivants :
[1]{.t+y=—1 xa yz—{]
XY =— 1 [4] xy pa—
2+yt=5 x“i+y‘=17
(2) { xy=-2 (5) { xy =2
x2+y*=20 x-y=2
(3) {i.,_i’_:% (®) xy =135

27 Résoudre dans R los équations suivantes :
(1) 2xx]-6x-2=0 ; (2) 2x®-3x+5=r—1]

2% On considére 'équation :
() 22=2Zmx+2=0
ol m est un parameétre.
Déterminer m pour que l'une des solutions de (E) soit
le double de I'autre.
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39 On considére I'équation :
(E] a.rz +2x+ec=0

ol a€[-3:3]-1{0j et cE[-3 ;3]
Trouver I'ensemble des couples (a : ¢} dans chacun des
cas suivants :
1. (E) admet une sclution unique.
2. (E) admet 0 comme solution.
3. (E) admet 0 et 2 comme solutions.

40 On considere I'équation :
(E) X2-2mxr+m+3=0
ol m est un parametre.
Trouver m pour que (E) ait deux solutions appartenant
al-2;a3l

£ 1 Déterminer la valeurs du paramétre m, pour
que les équations suivantes aient deux solutions de
signes contraires.
1) Cm=51x2+mc+7=0
(2) m-5)2-(m+2lx+m—-1=0

#9 Déterminer la valeurs du paramétre m, pour
que les équations suivantes aient deux solutions stric-
tement positives.

(1) 2x*+m—-x +2=0
(2) m=-3)2+(2m=-1)c+=-2+4m=0

&3 On consxdera la fnnctlon f déf‘mle par:
flx) = zxz x+3

(6) est la représentation graphique de f dans la plan
muni du repeére orthonormé (G, L, J).
1. Déterminer les coordonnées du sommet A de la para-
bole.
2. Coanstruire (4).
3. Résoudre graphiquement : flx) = 0, flx) > 4.
4. Retrouver par calcul, les résultats de 3.

4.4 On consideére la fonction f définie par :

flx) = - lx+2l
1. Trouver un nombre réel m,tel que ’équation
fx)=m

ait une solution unique.
2. Trouver un nombre réel m,tel que ’équation
fix) =

n'ait aucune solution.

i % Madame ADOU a placé dans une banque pen-
dant Eeux ans la somme de 70 000 F a un taux annuel
de x %, & intéréts composés (c'est-a-dire a la fin de
chaque année, les intéréts produits s’ajoutent au capital
pour former le nouveau capital). Au bout de deux
années, elle retire 79 394 F.

Calculer le taux annuel x du placement.

A4 Madame Ouéhi a payé son vélo 52 500 F,
aprés deux remises successives de x % sur un prix ini-
tial de 60 000 F.

Déterminer x .

87 Aprés deux hausses successives de x % un
colher qui était vendu 40 000 F codte actuellement
47 500 E.

Déterminer x .

4.8 Résoudre dans R I’équation ax? + bx -2 = 0
sachant que 8a + 6b — 9 = 0. Pour quelles valeurs de a
et b a-t-on une solution unique ?

49 On considére le polyndme : x> + 42% — 5x + 8.
1l a trois racines a, b, c. Sans calculer ces racines, détex-
miner :
a+b+ec ; > + A, + l.

& b c

50 On considére le polynéme : x® + 10x + 5.
1l a trois racines a, b, c. Sans calculer ces racines, déter-
miner :
a+b+c ;

abc

A 1 1
—t =+ —.
e

abc

%1 On considere le polyndme : 20x° - 5x% - 3x + 2.
1l a trois racines a, b, ¢. Sans calculer ces racines, deter-
miner : i ¥ ed ;
a+b+c ; abe ; —+p+ = (a+b+c) ;

1 1

_—t E + ‘g 5

59 Aich’lingerie est une société qui fabrique des
sous-vétements et des draps. La courbe de production
journaliere de S sous-vétements et de D draps de I'usi-
ne est donnée par l'inéquation :

§% + 45 + 8D £ 2 496.

1. Trouver le nombre maximum de sous-vétements que
cette société peut produire en une journée de travail si
elle ne produit pas de drap.
2. Trouver le nombre marimum de draps que cette
société peut produire en une jowrnée de travail si elle
ne produit pas de sous-vétements.
3. Trouver le nombre maximum de sous-vétements que
cette société peut produire en une journée de travail si
elle doit produire 72 draps.

at+ b+t

%3 On donne un cercle (€) de diamatre [AB] de
longueur 5 cm. (%) est une droite paralléle a (AB) située
a 2 cm de (AB), C un des points d’intersection de (€) et
(@), H le projeté orthogonal de C sur (AB}.

Calculer HA et HB.

# Le plan étant muni du repére orthonormé
(0,1, J), on considére les points A(0 ; 4) et B(4 ; 4).
M étant un point de la droite (OI) et H I'orthocentre du
triangle AMB, on pose : OM = x.
1. Exprimer les coordonnées du point H en fonction de .
2. Lorsque M décrit la droite (OI), H décrit une partie
(E) du plan. Construire (E).
3. Déterminer graphiquement le point M tel que
AH = AB.
4, Exprimer AH en fonction de x.
Déterminer x pour que : AH = OM.

55 M. EBOUTOU veut planter des cacaoyers sur
un terrain rectangulaire de 105 m de large et 170 m de
long de fagon a obtenir un quadrillage régulier.
Déterminer la distance x qu’il doit avoir enire deux ran-
gées de cacaoyers, sachant que le conseiller agricole lui
affirme qu'il pourrait ainsi planter 4 198 cacaoyers.

5§ Le coffre d'une voiture a la forme d’'un prisme
droit dont la base est un trapéze.
On veut placer dans ce coffre une malle ayant la forme
d’un pavé droit et de volume maximum.
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Quelles doivent gire les dimen- ;

sions de cette malle, compte tenu ] g

du croquis ci-contre ? ;
Vi

tm

=/ On considére un demi-cercle (€) de diamatre
(AB]. M est un point de JAB[. Onpose : AM = x.
On désigne par (¢,) le demi-cercle de diamétre [AM] et
par (€,) le demi-cercle de diamatre [BM].
Calculer #{x) I'aire du domaine limité par les trois
demi-cercles.
On désigne par of’ I’aire du demi-disque limité par (<6).
Déterminer x dans chacun des cas suivants :

e . s’ sd*
dfx) = 7 i Alx) < = 3

3 <3¢[x}<7.

e

=& On considére un seg-
ment [AB] de longueur ¢.
M est un point de JAB[. On pose
AM=x
On désigne par (%,) le carré
construit sur [AM] et par (€,) le
rectangle construit sur BM
ayant pour longueur ¢.
Déterminer x pour que l'aire de
(6,) soit égale a I'aire de (4,).

=¥ Le plan est muni du repére orthonormé (O,1).

On consideére la fonction polynéme f définie par :
fix) = — 222 + 3x + 5.

1. Etudier le sens de variation de f et construire sa
représentation graphique (). Calculer les coordonnées
des points d’intersection A et B de (‘ﬁf] et (OI).
2. On trace la droite (D), d’équation y'=5 ;
cette droite coupe (6] en deux points M et N.
Posons : (P} = (AM) r% (BN) ; [Q} = (AN) N (BM).

a) Démontrer que (PQ) est parallzle a (QJ).

|| que si le degré de Plx) est au plus 4.

.| Le francais - Evariste GALOIS (1811 - 1832) a magistralement
| prolongé les travaux du norvégiens Niels ABEL (1802 - 1829) qui
| a, par une démonstration, confirmé la conjecture de LAGRANGE.

e s ———
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fil A partir du XVIIE® siécle, les mathématiciens cherchent & expri-
| mer foute solution d’une équation Plx) = 0, P(x) éfant un polyns-
| me, & l'aide de radicaux portant sur les coefficients de P(x).

| En 1771, LAGRANGE fait la conjecture que cela n'est possible

b) Calculer les coordonnées de P et de Q.
¢) Démontrer que P et Q sont symétriques par rapport
au sommet § de (€.

3. (4) est une droite d’équation y = m [m € R].
a) En s’aidant de la représentation graphique (69, don-
ner le nombre de points d'intersection de (A) et {‘8;],
suivant les valeurs du parametre m.
b) On suppose que (A) coupe (€ aux points E et F,
éventuellement confondus.
Posons : (K} = (AE) N (BF) ; {L} = (AF) N (BE).
Exprimer les coordonnées de K et L en fonction de m.
Démontrer que K et L sont symétriques par rapport au
sommet S de (6.
Trouver I’ensemble décrit par le poi%t K et celui décrit
4
?].

Le plan est muni du repére orthonormé (0,1,)).
On considere le carré ABCD de coté a et soit M un point
du segment [AB]. La droite passant par M et parallsle &
(AC) coupe (BC) en N.
MNPQ est le rectangle tel que P et Q appartiennent res-
pectivement aux droites (CD) et (DA).
1. Donner un programme de construction du rectangle
MNPQ.

2. On pose : AM = .

a) Démontrer que le périmétre de MNPQ est constant
lorsque M décrit [AB].

b) Exprimer 'aire du rectangle MNPQ en fonction de a
et x.

c) Déterminer x pour que tette mesure soit la plus gran-
de possible. Calculer alors cette aire. ¢

par le point L lorsque m décrit J0 ;

3. On considére l'application f: 10, al > R

x—d,
ol ¢, désigne la mesure de I'aire du rectangle MNPQ.
a) Btudier le sens de variation de f et donner sa repré-
sentation graphique. -
b) Caleuler x lorsque 4, = > %
4, On considére I’application g :]0, af —» R

x> 5
ol &, désigne I'aire du disque de diametre [MP],
a) Etudier le sens de variation de g et donner sa repré-
sentation graphique.
b) Calculer x pour que &, soit la plus petite possible.
Calculer alors cette aire.

@ Collection VIOUET |
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onct

Le concept de fonction est 'un des plus imporfants en mathématique, ainsi que
pour la plupart des disciplines scientifiques.

Trés 181, chez les Babyloniens et chez les Grecs avec ARCHIMEDE, apparait une
notion vague de fonction sous la forme de tables construites & partir de 'observa-
tion de phénoménes naturels.

4

est Nicole ORESME (1328 - 1382) qui, par la cinématique, faif faire un pas
décisif a la notion de fonction. Il étudie les trajectoires des asires, ce qui le conduit
d des représentations graphiques sommaires, plus qualitatives que quantitatives.
DESCARTES (1596 - 1650), gréce & la géométrie analytique, associe les notfions
de courbes et de fonctions. LEIBNITZ (1646 - 1716} crée le mot fonction.

c ependani, c’est EULER qui
est le pére de la notion moderne
de fonction, car il a introduif le
concept et la notation f{x).

La nofion ensemblisfe a permis &
Maurice FRECHET (1878 -
1975) d'introduire la notion de
fonction d’'vn ensemble A vers
un ensemble B, généralisation

d’une fonction numérique a
variable réelle.

© AKG Fhoto

Leonhard EULER (1707 - 1783)

D, AIR
1. Généralités surles fonctions .. ... 58
2. Opérations sur les FONCHONS . ..-...ovovurrivirriinnes hooke 64
3. Applications bijectives. ..........cccooi i 68
TP. Travaux pratiques ..., TP, 73
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. Restriction d'une fonction

Exemple introductif i 42
On donne les fonctions f, g et h, de R vers R, définies par : flx) = x +1; glx) = | + 1] ; h(x) = ﬁ ;

Le plan est muni du repére (O, I, ).
€y, (€,) et (6}) sont les représentations graphiques de f, g et I ; Dy, D, et Dy leur ensemble de définition,

On constate que :
pour les fonctions f et g,
- sur [~ 1; + «|, fet g coincident,
- pour tout x élément de ]— e ; - 1],

flx) # glx) ; e
pour les fonctions f et h, ol
-D,CD i) &
- sur D}, 'les fonctions f et h coincident. —70 :l

On dit que la fonction h est la restriction a
R\ [ =1} de la fonction f.

_ une fonction de A vers B,
Emmenon vide de l'ensemble de définition de f,
on appelle restriction 4 E de la fonction f, l'application g de E dans B définie par : g{ﬂ = fla).

On peut noter f;, la restriction 4 E de la fonction f.
Pour teat x de E, f (x) = flx).

Dans I'exemple ci-dessus g est-elle la restriction & [~ 1 ; + e[ de 7

WE KO CICRS Bos s s o AR AR BIFr  oF  FAHo

1l.a On donne la fonction f, de R vers R définie par : 1.c  On donne les fonctions fet g, de R vers R défi-
flx)=3x—1. i

o o lx|
Définir et représenter graphiquement la restric- fo)=ldd et glxl= .
tion de la fonction fa l'intervalle [~ 1 ; 2]. Définir et représenter graphiquement les res-

‘ trictions de ces fonctions & I'intervalle -« ; 0.
1.6 On donne lIa fonction /, de R vers R définie par : 1.d Dans le plan muni d’'un repere orthonormé,

fo)=bd + 11 —x| - |x -3l représenter les restrictions a I'intervalle [0 ; 2]
Définir et représenter graphiquement la restric- des fonctions fet gde R vers R définies par :
tion de f & l'intervalle [0 ; 1]. fix) =sinx ; glx) =cosx.
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—1.2. Comparaison de fonctions

/
i
4
e Completer le tableau suivant. pd o pn
|
S —oo 0 1 + oo
1 1
signe de (f1x) — g(x) + L0 Edj ’
comparaison
de fo) et g(x) Rx)> gx)
positions relatives (%ép) est au-dessus
de (8 et () de(%,)

On dit que : sur l'intervalle [1 ; + <[, la fonction f est inférieure ou égale 2 la fonction g;
on note : surl;+ef, fsg

* Quel est I'ensemble des nombres réels sur lequel f est supérieure 4 g ?
¢ Quel est I'ensemble des nombres réels sur lequel fest strictement supérieure & g 7

f et g sont deux fonctions de R vers R définies sur un ensemble E.

* On dit que : . Ondit que: :

sur E, f est supérieure ou égale a g lorsque, sur E, fest strictement supérieure d g lorsque,
pour tout x élément de E, flx) = g(. pour teut x élément de E, flx) > g(x).

On note : surE, f=g. On note : sur E, f > g.

* On dit que : * On dit que :

- sur E, fest inférieure ou égale a g lorsque, sur E, f est strictement inférieure.a g lorsque,

pour tont x élément de E, flx) < g(x). pour teut x élément de E, flx) < g(x).

Onnote:surE, f<sg. ~ Onpote:surE f<g.

einargue

f et g étant deux fonctions définies sur un ensemble A, comparer f et g sur A c'est déterminer les inter-
valles contenus dans A sur lesquels f < g et ceux sur lesquels f = g.
Cela revient a étudier, sur I'ensemble A le signe de : f{x) - glx).

WE XCTCICOS B oottt o i o A

l.e  On donne les fonctions f et g, de R vers R défi- 1.F On donne les fonctions fet g, de R vers R défi-
- . e a2 _1 nies par: flx) =x?; glx) = 2x.
e paT e == gl) = " _ Trouver le plus grand ensemble sur lequel on
On désigne par (€] et (6,) les représentations a: f> g. (Donner une illustration graphique.)
graphiques de f e{ g dans le plan muni d'un

repére orthonormé. 1.9 On donne les fonctions fet g, de R vers R défi-
Etudier graphiquement puis par le calcul les g : ,_._£ b 5x2— 1
positions relatives de (€] et (€,). nies par: flx) =25 —x%; glx) = +1
Comparer les fonctions fet g sur ]0 ; + o[, Justifier que sur [0 ; 5] :

a) fix) n’est pas supérieur a glx)
b) flx] n’est pas inférieur & glx).
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—1.3. Minoration, majoration d'une fonction

meEmmm Minorant, majorant d'une’fonction

- Ondit que " .+ Onditque:
le nombre réel o est un minorant de f sur E | le nombre réel B est un majorant de f sur E
lorsque o est un minorant de l'ensemhle f(E). - lorsque B est un majorant de l'ensemble f(E).
‘On dit alors que f est minorée par o. sur E, On dit alors que f est majorée par § sur E,
pour tout x élément de E, flx) = o ] " pour tout x élément de E, flx) < B.
(4 ues

- Tout nombre inférieur & un minorant est un minorant ;
— tout nombre supérieur & un majorant est un majorant ;
— le minimum d’une fonction est un minorant de cette fonction ;
— le maximum d'une fonction est un majorant de cetle jonciion.

Exemples

9= 9 E; 17 ; ... sont des majorants sur }- 3 ; 4] de la fonction

représentée ci-contre.

2 est le maximum de cette fonction.

—2:-121;—.45 566 ; ... sont des minorants sur |- 3 ; 4] de la
fonction représentée ci-contre.

(~ 2) est le minimum de cette fonction.

1 Fonction minorée, majorée, bornée

f est une fonction de R vers R définie sur un ensemble E,

- On dit que : . On dit que : :
la fonciion f est minorée sur E s'il existe un la fonction f est majorée sur E s'il existe un
minorant de f sur E. majorant de fsur E.

. On dit que : la fonction f est bornée sur E lorsque f est a la fois minorée et majorée sur E.

Exemples
_ Les fonctions sinus et cosinus sont bornées sur R. (Elles sont majorées par 1 et minorées par — 1.)
— On donne le tableau de variation et la représentation graphique d'une fonction fde R vers R.

X — 02 - 9 Q + oo f"rf E \‘ 3
_Ej ;,f ; \'\ g |
1+3 . b 3 -
N bl i X
fo | AT g / B s AR e e .
Vg b N / A g CN apeal /
De ce tableau et de ce graphique on déduit que : / 1 Nevidiv f
f est majorée par 3 sur |- ; 4, / N | /';
fest minorée par — 3 sur |- 2 ; + |,

fest bornée sur -4 ; 2[.
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msmmmmm Fonctions posifives - fonctions négatives

R e U U ——

pour tout élément x de E, ﬁx} = 0. pour tout élément x de E, flx) < 0.

Exemples .
— Les fonctions carré, racine carrée, valeur absolue sont des fonctions positives.

— La fonction cube est une fonction négative sur |- < ; 0] et positive sur [0 ; + .

— La fonction inverse est une fonction négative sur |~ e ; O[ et positive sur ]0 ; + oof.

1l s'agit donc de démontrer que : pour tout nombre réel x, flx) = 1,5.

* Etudions le signe de flx) - 1,5 ; | ; :
fX)—15=x2+4x+45; '

le discriminant de x? + 4x + 4,5 étant négatif, on en déduit que : : L9
pour tout nombre réel x, x% + 4x +4,5> 0 ; , 5
d'out: pour tout nombre réel x, flx} > 1,5, | -
1,5 est donc un minorant de fsur R. ' : :
Vérifier que 1,5 n'est pas le minimum de f, -2 o |

* On pourra remarquer que : flx) = (x + 2)* + 2.

Utilisons le programme de calcul séquentiel correspondant & cette forme canumque
x étant un nombre réel,
ona: (x+2)2=0, o
dot: (xx+2)2+2>2.

W flx) est écrit sous forme canonique ce qui, en général, permet d'en trouver aisément un encadrement.
Ici, on constate directement que, " i
5 .
pour tout nombre réel x , ?—H >0 et ?T'I

donc, pour tout nombre réel x, 0 < flx) < 1.
La fonction f est minorée par 0 et majorée par 1 ; elle est bornée.

B Le cas de flx) suggére d'écrire g(x) sous une forme canonique pour procéder & son encadrement.

Forme canonique de

: il
polur tout nm.nbre réel x, gx) =8- =
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Encadrement de gi<j

x étant un nombre tés!,

s D= F+1 xt+1
- 1
=1 = x2+1 5B e S x2+1
1
= s el N L e WL e =
s X+ » 5 ]

Dong : pour tout nombre réel x , 2 < glx) < 3.
La fonction g est minorée par 2 et majorée par 3 ; elle est bornée.

On donne la fonction f de R ver
La fonction f est-elle bornée 7

x étant un nombre réel, on a:

=7 = sin x =1
-1= cos X =1
-2 = — 2c08 Xx =2

—-3< sinx-—2cosx <3
Donc : pour tout nombre réel x, —3 < flx) <3
Par conséquent, la fonction f est bornée.

On donne 1a fonction f de R
La fonction f est-elle majoréo st

f est positive sur [0 ; + oo, donc minorée par 0 sur [0 ; + ool.
» Utilisons un raisonnement par 1'absurde pour démontrer que f n'est pas majorée sur [0 ; + *<[.

— Supposons vraie I'hypothése : « f est majorée ». o

On en déduit qu'il existe un nombre réel M tel que, pour tout nombre réel x positif, fix) <M.

— Or cette dernidre proposition est fausse car I'image du nombre (M+1)? par f est plus grande que M.
_ On en conclut donc que f n'est pas majorée sur [0 ; + e[, i
* Cependant, on démontre gue f est bornée sur tout intervalle [a ; b] inclus dans [0 ; + «[.

En effet : pour tout nombre réel x, D<a=xsbhb = 0= ‘;r;:i \:’FEE El.

B emargues

— la fonction racine carrée est minorée, mais non majorée sur [0 ; + oof,
— la fonction carré est minorée, mais non majorée sur R,
— la fonction inverse n'est ni minorée, ni m ajorée sur R*,
— la fonction cube n’est ni minorée, ni majorée sur R,

— toute fonction affine non constante n'est ni minorée, ni majorée sur R.

— la fonction sinus et la fonction cosinus sont bornées sur R.
» Justifier chacune de ces remarques.

. WE Xercices B /7w

1.h  On donnela fonction f de R vers R définie par: 1.i  On donne la fonction numérique f définie sur
flx) =22 + 2x - 3. : 3.4 . _ 1
Préciser les ensembles des x tels que : [ 2'2 ] pas el =55 -
flx)=0; flx) = 0. Démontrer que f est une fonction bornée.
(Donner une illustration graphique.) (Donner une illustration graphique.)
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wt.4. Minimum, maximum relatifs d'une fonction

Activités

s

>

----------------------------

...........................

* Expliquer pourquoi :

— le nombre fla,) n'est pas le maximum de f,
— le nombre fla,) n'est pas le minimum de f
* Cependant, trouver ;
—un intervalle ouvert K contenant a, tel que fla,) soit le maximum de fsur K,
—un intervalle ouvert K’ contenant a, tel que fla,) soit le minimum de f sur X',
On dit que la fonction fadmet :
— un maximum relatif en a, égal 4 fla,),
- un minimum relatif en a, égal 2 flay).
* Citer un autre maximum relatif et un autre minimum relatif de ¥

® Le nombre réel fla,) est-il le maximum de /7 est-il un maximum relatif de 7
® Le nombre réel fla,) est-il le minimum de f? est-il un minimum relatif de f?

ion de R vers R d'ensemble de définition D.

., @ un élément de D,

" On dit que la fonction f admet un extrémum relatif en a si elle admet un maximum relatif ou
un minimum relatif en a. RS '

R emargue

Si fla) est le minimum de f (resp. le maximum de f), alors f admet un minimum relatif en a. (resp. un
maximum relatif en a).

Fonctions 63



www.biblio-sciences.org

f et g sont des fonctions numérigques, d'ensembles de définition respectifs Dcet D,

- On appelle somme de fef g la fonction numérique : x —> fla) + glx)-
On la note : (f+g)-

Son ensemble de définition D, est tel que : Dy, =D, N D,

. On appelle produit de f et g 1a fonction numérique : x — flx) x g(x).
On la nete : fg.

Son ensemble de définition D, est tel que : Dy, = D 0 D, e
g

- On appelle quotient de f par g 1a fonction numérique x — ——.
St i) gx)
On la note : =

Son ensemble de définition Dg, est telque: x €Dy, & lk€D; et xE D, et glo)# ol.

‘ as particuliers

On obtient des cas particuliers dans les situations suivantes :
— la fonction g est une fonction constante, et prend la valeur A, on écrit SY, au lieu de fg.
—la fonction f est une fonction constante, et prend la valeur 1, on écrit i c'est l'inverse de g.

_ les fonctions f et g sont égales, on écrit /> au lieu de ff et f* au lieu de ff...f.
il

n fonctions

' Déterminons la fonction (f+g). B

Par définition : Df+g = Dfﬂ Dg: R\I-1;0L

o Bop b B R
Pour tout nombre réel x de Dy N D, W)= 5+ z31~ w1 2

. ) n . _ Zre+l
(f+g) est la fonction de R vers R deﬁfl.le par: (f+g)x) = (x+1)x*

o o o foeions o 3 o B vers R, dinsembls de déaiion Dy Dy o fiies pa -

> L g2+ ,1?

' Détorminons la fonction (f+g).

Par définition : Df;g: 'Dfn Dé':' B
Pour tout nombre réel x de DN D,. (frg)lx) =x— % Pl - % = X% + X

L'expression (f+g)(x) ne sulffit pas 3 elle seule pour déterminer la fonction (f+g).

Dans ce cas, il est nécessaire de préciser l'ensemble de définition de cette fonction.

On dira que (f+g) est la fonction de R vers R, d'ensemble de définition R* telle que : (f+g)lx) = xZ+x.
ou que (f+g) est la fonction de R* vers R, définie par : (frg)lx) = 2% +x.
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?ﬂ

mEx ercices WJ A S A

2.0 On donue les fonctions fet g de B vers R défi- 2.c Ondonnelss fon(;tionsﬁ g hde R vers R défi-

nies par : nies par :

flx)=2c+3 ; gl)=2%-1 f)=Jxr+1;:gx)=/x—-1;h=Jx2-1.
Déterminer 1'ensemble de définition de chacu- Démontrer que fg est la restriction de h 2 un
ne des fonctions : f ensemble que l'on précisera.

f+g i fg ; i

£ 2.d  On donne les fonctions tan et cotan de [0 ; 2x]
2.b  On donne les fonctions fetgde[0; 2nr{ vers R vers R définies par :

définies par: - titi g TBE et s COSX

fx)=sinx ; glx)=cosx e 7 ’ . .
Déterminer I'ensemble de définition de chacu- Les fonctions - et cotan sont-elles égales 7
ne des fonctions :

S |
778 FE

e Composition de fonctions

sumemss Activités infroductives

Sz e

» Compléter les tableaux ci-contre,
ot a désigne un nombre réel.

* Comparer gifl4)] et h(4), glfi-1)] et h(-1), glfla)] et h(a).

On dit que h est la composée de fsuivie de g.
On note : h = gof. '

*» Calculer g[f(5]]
» Calculer f{2), Peut-on trouver 1'image par gde fl2) ?

s a étant un nombre réel, quelle est la condition pour que l'on puisse trouver 1'image par g de fla) ?
e Trouver l'ensemble de définition de A.

La fonction h est la composée de f suivie de g.

» Compléter le schéma de calcul séquentiel ci-contre, formé d'un sché-

{ %
ma de calcul séquentiel de fsuivi d'un schéma de calcul séquentiel de g. f H( NV )
La fonction associée 2 ce nouveau schéma de calcul séquentiel est la - | |
composée de f suivie de g 5 @
s Justifier que gofet h sont différentes. 8 [ ]

pas d'image par gef.

On pourra trouver I'élément qui a une image par h, et qui cependant n’a : ‘5( x2 )

Fonctions &5
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A, B et C sont des parties de I'ensemble des nombres réels,
f une fonction numérique de A vers B, ayant D} pour ensemble de définition,
g une fonction numérique de B vers C, ayant D, pour ensemble de définition.
On appelle composée de f suivie de g, la fonction x — glfx)]. On la note gof.
Son ensemble de définition D, est tel que : x € Do [xED; et flx) ED, 1.
On dit que les fonctions fog et gof sont les composées de fetg.

-

gef x (geNlx)
" f " e x || fix) © | glftx)l
Conditions
d'exécution €Dy flx) €D

onséguence

Si f est une application de A vers B et g une application de B vers C,
alors gof est une application de A vers C.

onctions f ¢f g. Déterminons gof.

mbles de définition de f, getgef.
Ensemble de déf'miﬁhn de gof 3 l Ensemble de définition de gof
Ona: x€D,; < x€D; et ﬂx)EDg ' Ona: x€D,; & x €Dy et flx) €D,
x€D, o xER et x-3#0 x€D,, © xER et JxeR
dou: D,;=R\(3) '. dott: Dy =R*
Expression explicite de g°f | Expression explicite de gof
x étant un élémentde R\ { 3} x étant un élément de R* .
goflx) = glfte)] = gle—3) = =5 goflx) = glfi)] = gl{x) = &
Pour tout élément de R\ {3 }, goflx) = x'_-l-§ Pour tout élément de R*, goflx) = (Vx )2
Détermination de gof | Détermination de gof
g"f: R\N[3}—oR gof; [[};+m[_)|]:g
e oy . x> x

nﬁs e
Composée de denx applications
On donne les applications f, g et h de R vers R définies par : flx) = |x| ; glx) =2 ; h(x) = x.
o Calculer gof{- 2) et fog(— 2) ; hof{5) et foh(5).
s A-t-on: g0f=fog ? hof: fob ?

B emarque '

f et g étant deux applications, fog et gof sont généralement différentes.
Composée de trois applications
On donne les applications f, g et h de R vers R définies par : flx) = |x| ; glx) = x*; hlx) = x.
o Calculer [(gef)ohl(= 2) et [go(fom)](—2) ; [(gof)ehl(5) et [go(fohII(5).
« Démontrer que (gef)oh = go(feh).
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f est une application de A dans B, g une application de B dans C et h une application de C dans D.
Les applications ho(gef) et (heg)of de \;‘& dans D sont égales.

e IGED. ,
:_ gof ‘ On note : ho(gef) = (hog)of = hogof

f g Y h ¥

A——» ———»(C——»D

| g |

hog ¢

- (hegef

D émonstration guidée.
x étant un élément de A, comparer [he(gof)](x) et [(heg)efl(x) ; conclure.

Expression d'une fonction comme composée de fonctions de référence

— L'écriture y|x + 3| correspond 4 un programme de calcul séquenciel. C'est une forme canonique. Elle
donne immédiatement f comme composée de fonctions de référence.

— Ecrivons g(x) et h(x) sous forme canonique : glx) =3 + xl_l_ T hix)=(x-2)+1.

—Ecrivons f, g et h comme composées de fonctions de référence, aprés avoir complété les schémas suivants.,

Fonction f | Fonction g i Fonction h
L x ] | A T | - ]
5  — ’ = 7§ T
ol ®4d | = T

= —E ——
e o= 3

i : H H
‘.___] Jlx+ 3| i ! _1_4.3 4 [

x+1
Onpose: fi:x—>x+3 Onpose: g :x— Onpose: hy:x—
fix—bd | gix- hy 1>
fyrers iz g gy x> - hy 1o
Ona: f=fiof;0f; | Ona: g=8;°8,°8, Ona: h=hgoh,oh,

WEx.ercices B A

-2.e  Dans chacun des cas suivants, déterminer gef 2f  On donne les fonctions f, g et h. Déterminer,
et fog, puis vérifier que gof# fog. gefeh et hogef, puis vérifier que gefeh =
Mf: R->R et g:R-oR hogof.
x+>5x—4 x> x-—3 f:R>R ; g:R->R ; h:R-oR
2)f: R>R et g:R-oR x> 2x—1 Howos et x—>x-2
el x> fx aeig
x—-1 i
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—3.1. Bijection '
On appelle bijection d'm ¢ semble A dans un ensemble B toute application f de A dans B telle que
chaque i age par f d'un élément de A et d'un seul. | :

Justifier qu'une opplication est bijective

b est un élément de [— 1 ; 8]. Démontrons que b admet un unigue antécédent par f.
Approche graphique gt ! .
On a construit ci-contre la représentation graphique (‘u%f] sl (%) ('€, /
de f dans le plan muni du repére orthogonal (0, I, J). i
Considérons la droite (@) d'équation : y = b. -
On vérifie sur ce graphique que la droite (%) coupe la i
courbe (€ en un point et un seul. 1k 9
L'abscisse de ce point est I'unique antécédent de b par f. ! i
., B T S 15
Etude algébrique

L'ensemble des antécédents de b est 'ensemble des solutions de 'équation (E) : flx) = b.
Considérons 'équation (F') : x2—4x+3-b=0

L'ensemble des solutions de (E) est l'ensemble des solutions de (E') appartenant a l'ensemble de défini-
tion de f. '

3

(E) x>—4x+3-b=0 (E) est une équation du second degré avec un
A=4(1+D) parametre b. A est le discriminant.
A=D car : -1=b=38
0<b+1=29

(E‘}aponrsoluﬁons:2+fb_+_1 et 2—yb+ 1,
—Pour b=-1 o
2 est I'unique solution de (E) cars 2+fb+1=2—,fb+ =2
et 2 € [2; 5]
~Pour -1<b=<38,
2 — /b + 1 n'est pas solution de (E) car: O<b+1=9

0</b+1=<3

(z-J/b+1)€&[2;5]
2+ /b + 1 est 'unique solution de (E). 2+{b+1)€[2;5]
~ On peut démontrer la propriété suivante .

B Propriété o o
f est une application d'un ensemble A dans un ensemble B.
£ est une bijection si of seulement si, pour tout élément b de B, 'équation : fl) = b

admet une solution unique.
B NG Toute droite d'équation : y = b
b e coupe (‘&ﬂ en un unique point.
J 5
O I e —
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Exemple

Toute application affine non constante est une bijection.

* Le démontrer. t

emargues %

Les fonctions élémentaires suivantes ne sont pas des bijections,
R-oR ; R->R ; R->R ; "R—-R ; RoR
't'_)%f xl—)E! x> x2 x+>sinx X > COS X

¢ Expliquer pourquoi.

On constate graphiquement et on admet la propriété suivante ;

® Vérifier que les applications f, g, k sont bien des bijections.
* Calculer glfix)] et déterminer gof.
® Faire un schéma pour illustrer la composée de fsuivie de g.

On peut démontrer la propriété suivante :
Propriéte
Si  festune bijection d'un ensemble A dans un ensemble B,
g une bijection de I'ensemble B dans un ensemble C,
alors gof est une bijection de l'ensemble A dans I'ensemble C.

Exomple
FiRISRY estune bijection. C'est la composée de g suivie de h, g et h étant des bijections de R

1
x> = dans R définie par: fx) = /= ; glx) = —.
v A 2

WEX €T CICOS Bs i A A

3.0 Parmi les applications suivantes, préciser 3.b  Trouver des parties A et B de R pour que l'ap-

celles qui sont des bijections. plication de A dans B qui a x, associe Jx, soit
RoR* ; [~1;0l->0:1] ; R*-R une bijection de A dans B.

—~ x* x> x? x > x®
* 3.C  On donne la fonction polyndme définie par :
R*-R* : R-HR i R*SR flx) = (2x + 1)°.
x =2 x> x2 x —»x Justifier que f est une bijection.
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3.9, Bijections réciprogues

EEEEEE Croseniabion

e Vérifier les résultats des deux premiers tableaux ; f g h
et compléter le troisigme. N " ="
e g est un nombre réel. ¥ -2 sl a3 B el
Calculer (gof )(a) et (fog)(a). Définir gof et fog. s 8,5 [11 2 % g 5 - g 5 .
' 2 2
3 3

ippelle biietﬁan rémpraqua de f l'apphenhon de B dans A, notée f~1 qui, 4 tout élément de B,
‘associe son umqn - antécédent par f.

Pour tout x de A et pour tout y de B
fo) =y o x=17)

On peut démontrer la prapn'éte’ suivante.
P I 1T e msmpaes- S

o fh e R b PO
Si  festune bijection d'un ensemble A dans un ensemble B, et f“‘ sa b1;eetmn réCIpl'oqne,
alors festlabi ecﬁon réciprogue de f~* ;

f of est 'application identique de A ; ; fof ! est I'application identique de B.
f—‘l.nf qf-d_ ¥

A"f'B f-'I'-A B f_LAfB

On dit que fet /1 sont des bijections réciproques.

'_)51 e = .;:-_

:xemples de bijections reciproques h
La bijection R — R a pour bijection réciproque : R =R (R] ' & iR '
x —x+b x —x-b Ch

La bijection R - R a pour bijection réciproque : R —
X > ax x =

La bijection R* > R* a pour bijection réciprogue : R*— R*

x;—)--r—- x =

La bijection R* — R* a pour bijection réciproque : R*— R*
x> x° x = x
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Defermmuhon de la b||echon recnproque d'une bqechon

¥ Méthode 1
Ecrivons flx) sous forme canonique : fix) = 2 -

7
x+3°

Pour trouver la réciproque f~1 de ¥, cette forme canonique permet d'utiliser un schéma de calcul séquen-
tiel.

f
3; x+3# 0 (*FV\] ‘@ 2—2
i "—@”’ S “‘i” i
/7
La bijection f: R\ {-3} = R\ {2} admet pour bijection réciproque : f1: R\ {2} = R\ (-3}
; 7 o
2% B Yro A=
" Méthode 2
Démontrons que :
chaque élément de R \ {2} a un seul antécédent ;
aucun élément de R \ {- 3} n'a (+ 2) pour image.
b est un élément de R \ {2},
Résolvons I'équation (E) f{x) = b
L'ensemble de validité de (E) est R \ {- 3}
2x—1
(E) x+3 5
2t=1-=bx+3) =0
(2-blx-(1+3b) =0
_1+3b
~ 2-b
1+3b .
Justifions que —— appaﬂ.lent a I'ensemble de validité de (E).
Cela revient a démuntrer que :
: 1+3
sib # 2, alors -y #—3,
Nous utilisons un raisonnement par l'absurde :
— Supposons vraie hypothgse : « il existe un nombre b différent de 2, tel que : LB 3. »

i
—On en déduit que : 0b = 7. i

— Or cette derniére proposition est fausse.

— On conclut donc que : pour tout nombre réel b différent de 2 ) o

"2-b
Par définition, la bijection réciproque f~! de f est l'application qui, & chaque ¢lément b de R \ {2},
par fdans R \ {~ 3},

#*— 3.

assacie son antécédent 1;_3;

donc la bijection réciproque de f est

fF1:RN{2) > R\ {-3}
1+3x
2—x
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WfExerCICQS A A
3.d

[-2:;5] > [-5;9]
X =IXH D y
Démontrer que { est une bijection et déterminer

sa bijection réciproque.

QOn donne l'application f:

3t

3.e

B:15] »[-4;19]
- —x 4+ 1l

On donne l'application f: [~

P,

Démontrer que f est une bijection et déterminer
sz hijection réciproque.

On donne la bijection f: R > R
x> x3
Trouver I'image, par la bijection réciproque /%
de f, de chacun des nombres réels suivants :
—125;—8; 27 ; 64.

WGBA,&B& Representatlon graphlque de deux bijections réCIproques

.[ﬁj estla tlrmte d‘équatlon y=
€, ] et (6,) semblent étre symétm;ue__ par rapport | (A =
"On veut gemontrer qu’ﬂ en est ainsi. SEE

o Vérifier que fet g sont des bqectmns réciproques.

s Vérifier que les points A(/ 2 ; 2) de (8J et B(2 ;

{2) de (€ o
sont symétriques par rapport a (A).

a est un nombre réel positif,
» Démontrer que les points M(/a ; a) de (€] et Nla ;
(8,) sont symétriques par rapport a (A).

- Cunclure

Ja) de

| plinques m 55’“‘&“@1199 par rap‘port a la drmte d*

D émonstration
Le plan est muni d'un repére orthonorme.

f et g sont des bijections réciproques, (€ et (@) leurs représentations r R

graphiques respectives.

(A) est la droite d'équation : y = x.

S est la symétrie orthogonale d'axe (4).

x, et y, sont des nombres réels quelconques.
M(xg 5 yg) € (69 & Ny, 5 xo) € (€

Par conséquent, (€, est l'image de (6,) par S, et (@) est l'image de (64

par Sy ;
.[‘Gf) et (6, _) sont donc symétriques par rapport a (4).

B a Ex CICICOS B bR o

3.g Le plan est mun: d'un repére orthonormé.
On donne la bijection x = 22,
Construire la représentation graphique de sa

bijection réciproque.

_=i_'01i.-.: y =

yl:l - ®

Xp

Yo

représentation gra- Apeemandas
phigue ci-contre.
Définir explicite-
ment f.

Démontrer que f

3.h

Le plan est muni dun repére orthonermé
(Q,1)).
f est I'application de [~ 1 ; 4] dans [0 ; 4], de

72 Fonctions
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Travaux prathues R ———

i Representatlon graphique de la somme de deux fonctions
Exemple

Le plan est muani d'un repére = - - = -
‘Construisons la courbe (%) et la droite (D), d'equatlons respechves Y= :_: =y -'-_.,_',-c + 1,_ :

On donne la fonction f de R vers R définie par: fld=x+/x +1. -
Conshruisons point par point la représentation graphique (% ) de fen utilisant (@) et (D]

(On suppose que (‘@I) est une cnurbe d'un seul morcean, ne contenant pas de segment.) o

— L'ensemble de définition de fest [0 ; + .

— La fonction f est la somme des fonctions f, et f, de R vers R
définies par: filx)=yx ; filx)=x+1
— x est un nombre réel positif.
Ona: flx) = fi{x) + f,(x)
M, le point de (4) d'abscisse x
M, le point de (D) d'abscisse x
M le point de (‘6}-] d'abscisse x.
Ona: Mlx; fi{x)) s Mylx ; ,(x)) : Mlx ; f,(x) + £,(x))

Appllcahon

fx))--

fg(_r)h =

Dans le plan muni dun repere orthogOnal construire la representatmn grap]uque de 1& fonctmu-
numenque f deﬁme sur [—- T; rc} par ﬂ.x] = sinx+cosx.

fml.P& Utilisation graphique de la composée de fonctions

-On donne les fonctmns numenques fet g définies par: flx)=— ; gl =2

Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J). [‘ﬁf) et 1§43 ) deﬂgnent les xepresentahons graphlquas
~de fet g () désigne Ja droite d'équation y=x.

_a étant un nombre réel différent de zéro, fog(a) = gofia) = '&2 i

Trouver un pmgramme de constmclmn du point A(u 3 15) utilisant (€,), (€,) et (A]

a est un nombre réel positif. Sur le graphique ci-contre, ) .
— placer : a sur (O) ; @ sur (Q)) ; @ sur (OI) ;(% sur (Of) ; ; {A)
, - . ,’
— marquer : A(a ; az). ) . £
¢ Construire les points M(0,7 ' 549 ) et N(1,4 T ) JF 7
smzmss Application o | a

D,_ansleplan muﬁjdu'rep-éré-o-lﬁonbfmé'(o,L]], construire les points A(l 5 ;- 1,5) B(l] 5; {;’5) : (2 : ‘%)

On pourra écrire --1— comme llmage d'un nombre réel strictement positif par la composée de deux fonc-

tions elementalres On utilisera alors un programme de construction analogue & celui dégagé dans
I'exemple précédent.
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__TP3 Schéma de calcul séquentiel et variation de fonction

L'objet de ce TP est I'utilisation d’une forme canonique et d’un schéma de calcul séquentiel pour orga-
niser 'étude du sens de variation d’une fonction que I'on peut écrire comme composée de fonctions dont
on connait le sens de variation. &

B Exemple

_Bxxjn_ﬁn étudier _9111:‘"]—;'90';._—3-[- le sens de variation de la fonction f de R vers R définie par

On adonc: glu) > glv) >0 elle est donc décroissante

_____ sur R*.

uetvsonttelsque: u<v< -3— __ Justification
: g est upe application affine
g | de coefficient directeur — 2

h[g{u]] > hlg(v)] >0 h i () h est croissante sur R.
0 < k [heg(u)] < k [heg(v)] i{uisnt%:léaroissante sur RY et
Par conséquent : pout tout u et v éléments de |- oo ; —g-[. lu<el = [fu) <flv)].

la fonction fest donc croissante sur }— e ; %[.

= Application
 Dans chacun des cas suivants, déterminer le sens de variation de la fonction f sur Vintervalle K. ﬂ
T __ g Rl R a2y ﬁ

_..IP4 Démonstration par l'absurde
smsmems Méthode de démonstration par I‘absurde

Pour démontrer qu'une proposition (P) est vraie, on prouve que sa négation (non p) est fausse.
Pour cela, on peut procéder comme suit :

~ on suppose que (non P) est vraie ;

— on cherche 2 en déduire une proposition (Q) que I'on sait fausse.

Ainsi, lorsque I’on y parvient, on aboutit 4 une contradiction. On en déduit alors que (non P) est fausse,
donc que (P) est vraie.

smemses Application
;ﬁ_nalyser 1_’_uti'l'is:i.ti__t.jn_-;ﬁu raisnhﬂépien{ phr--l*absur.de dans ce 'chap'iﬁ'e'.

Dans chacun des cas ,
— expliciter les propositions (P), (non P) et (Q) ;
— quelle est limplication qui permet d'aboutir & une contradiction ? Expliquer cette contradiction.
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— ] Reso.ut:on d’uil prodleme

: _Le plan est muni di repére orthagpnal (O, L))
-On considere les fonctions Je
Ondésigne par (%) et (¢
On considérela fonctior
1. Détermixier la fonction
2. Construire [‘Ej} (ﬂg) :.et A) ; ‘é
Construire, sans calcul prealahle,z.___ S POin
3. Quel est le sens de variation des fonctions S

En déduire celui de h et préciser la variation df’:‘-- Fiore qu e

1. Fonction h définie par : b = gof.

Ensemble de définition de h

Désignons par Df, D,, D, les ensembles de f, g, h.

Ona: xEDhcz,».tEDf etﬂx]ED | I
xED, & xER et ¥2-120 21 + _E;] +

Donc : Dy=l-eo; =11 U [1;+ o] 3

Détermination de h =t 0

On obtient : pour tout x € D, h(x) = Ja2- 1

Etude de la parité de h _

On obtient : pour tout x €Dy, ~x E Df et h(-x) = h(x)

2. Variations des fonction f, g et h
(6,) est la translatée de vecteur — Of de la parabole d'équation : y = x2.

= Jix > x% -1 est croissante sur R*,

= 0 1 4
€3] \G\_’ E{ﬂ _,,0_.-"15' et décroissante sur R, ;

S 5

7 __ 0 5] On sait que la fonction
%%///////X/%Y/@ ___—Ti5| g:x—/x estcroissante sur R*.
x - 0 1 4 Par conséquent, la fonction h composée de f suivie de g est :
2 &W//A}%ﬁﬁ et | iﬂﬁiﬁiﬁiﬁ: ]—»+:;[— 1].

Lorsque x varie de 1 2 4, fcroif de 0 2 15 et h croit de 0 & (15.

Bt

gx

3. Copstruction de (‘Gf)
(€ L (a)

On conirdle graphique-
ment les résultats obte-
nus dans la question 2.
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ZExercices:

APPRENTISSAGE ] . [

Généralités ¥ i (6
sur les fonctions

Restriction d"une fonction

1 Le plan est muni du repére orthogonal (O, L.
p P

On donne d’une part les cing fonctions f, g b, k, 1 de R

vers R définies par :

fix)=x%-1

gx)==3x+7

hix) =—-38x-1)>+4
kx)=Ja - (x— 1)2 -

On donne d’autre part, dans le désordrs, les courbes o
(@,). (@, (6,), (6,), représentations graphiques des €y
fonctions précédentes.

1. Associer 3 chaque fonction sa représentation gra-

phique. o | \
2. Tracer la restriction & l'intervalle [0 ; 2] de I'opposée
de chacune de ces fonctions.
3. Dresser le tableau de variation de chacune de ces res- 9 On donne la fonction f: R— R
trictions. ’

X +1

x

Donner la restriction de 74 chacun des ensembles :
R: 5 RZ ; [-1;1]\ (o)

3 On donne la fonction f: B— R

x—1

- = Rl-1

: Donner la restriction de fa chacun des ensembles
5 R\ {1) R\ (1)

8 On donne la fonction f;: R— R
x> |2e+1]-1x-3
Donner la restriction de £ chacun des ensembles :
;—%2—] ; {-—é—;Sl et [3;+el

| -

Ensemble de définition

% Déterminer l'ensemble de définition de chacu-
ne des fonctions de R vers R ci-dessous :
fix—>7{3-2x
grxrjx— 3+2/3x-1

h:xvw>

\:.r-—l}

it ——
1 1 1’3I+1"5
O i : 1

Jideey e—
L Jox -1+ 12 - 2x
Y 7xZ+ 1

Jx+3-J2x—1
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[mages el untévédants

& On donne la fonction polynéme f définie par :

fix) =x* - 3x - 4.
1. Déterminer a I'aide de la calculatrice 1’1mage par fde
chacun des nombres réels suivants : \

-3,75 ; —0,5 ;-g—; 0,125 ; JE 7 125 fé i%-
On donnera éventuellement une valeur approchée 2
102 prés de flx).

2. Déterminer les antécédents par f de chacun des
nombres réels suivants: 0:6;-6. »-

7 On donne la fonction fde R vers R définie par :
flx) = 3,125x% — 2,155x + 3.
Déterminer a l'aide de la calculatrice I'image par f de
chacun des nombres réels suivants :
0,24 ; 1,52 ; 3,44.

& On donne la fonction f de R vers R définie par :
x
Ll S

Déterminer a V'aide de la calculatrice 'image par f de
chacun des nombres réels suivants :
-0,25 ; —08 ; 14 ; 2.2

On donnera une valeur approchée & 1072 prés du résul-
tat.
Déterminer les antécédents par f de chacun des
nombres réels suivants 3

- ? H "I—

Comparaisan de fonctions

9 Dans chacun des cas suivants, justifier que les
fonctions f et g de R vers R définies ci-dessous sont
égales,

1 w0 P ' _ . Bt +derd

(1) Ax) x—1 P g = r" 24 4x—4

(Z}ﬁ} |x+2| ) g(x]=—~,i"_—+-—-2__-—
x+2 xZ44x+ 4

(3) fix)=(sinx—cosx)* ;
10 fet g sont deux fonctions définies sur |3 ; + oo

cqay . a2 —1sx+ 11 ¢
par.f(xl——;—_—s—— : g{x}-ax+b+m

Déterminer @, b et ¢ pour que : f=g.

glx)=1-2sinx cosx

11 On donne les fonctions fet g de R vers R défi-
. a2 ~ox—3]
mespax.ﬂ.t)———m—- ; ghx)=x-3

Sur quel intervalle les restrictions de f et g sont-elles
égales ? opposées ?

12 fet g sont deux fonctions définies sur [- 6 ; 6]
de représentations grapliiques ci-dessous.
1. Comparer fet g.

2, Tracer en rouge la
représentation gra-
phique de la fonction
h définie par :

hlx) = max [fx) ; g(x]].

13 ¢ étant un nombre

réel de [0 %], comparer gra- /

phiquement les mesures des

segments [OK], [AIl et de | ) A

l'arc AL i

En déduire une comparaison o i

de: \ . :

1. @ et sin o O H I
1 1

“3a-1 " 3Eme-1

14 1. Déterminer le signe de — 3x? + Br + 8.
On donne les fonctions numériques f et g, définies par :

fix) =2/4— [x —1)2 ;0 glxy=J4—x2.
2. Comparer ces fonctions sur l'intervalle [0 ; + 1]

15 x &tant un nombre réel plus grand que 1,
ordonner les nombres réels :

a ; x : ¥ =3 Jx.
Puis ordonner les nombres réels :
7ix +5 ; 7x%+5 7c+5 ; 72245
Enfin ordonner les nombres réels :
1 i ; S 1 , 1
7/x +5 75 +5 7x +5 732 +5

16 1. Comparer les fonctions polyntmes f et g
définiespar: flx)=2r+4 et glx) =4 —x%

2. Comparer les fonctions fet g de R vers R définies par :

f= 222 et gl)=

47 On considére les fonctions f, g et h définies
par:
) — 1 -
fe)= 2+l 7 g[x}
Démontrer que, pou: tout nornbre réel x de [0 ; 1],
glx) < flx) <h(x). -

18 festla fonction rationnelle définie par :
f) = B+al+2e+1
x242

Démontrer que, pour tout nombre réel ¥,

__x_ +1 h[x];x§+1,

x+—<ﬂx}<x+l

19 Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, L, ).
La représentation graphique ci-dessous est celle d'une
fonction f d'ensemble de définition [0 ; 6].
1. Déterminer graphiquement : f{0), f{1), A2), f(3), fl4),
A5) et f16).
2. Quelle est I'image de f7
3. Résoudre graphiguement chacune des equatlons sui-

vantes :

(1) flu) = (4) flx) = 3
2 flx)=-2 (5) fix)=-86
®) f = 5 6) fix) =1

4. Résoudre graphiquement chacune des inéquations
suivantes :

(1) fle) >0
@) fir)<o

(3) fix)2-2
(4) flx) <2
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20 fest la fonction définie au n° 19.
1. Tracer sur le méme dessin la droite d’équation :-
y=2 (x-4) Y
Résoudre graphiquement Iéquation : flx) = %(x —4).

Résoudre graphiquement P'inéquation : flx) > %—{x— 4).

2. Dresser le tableau de variation de f. la fonction f
admet-elle un maximum ? Si oui, préciser pour quelle
valeur ce maximum est atteint.
3. On suppose que f est la restriction & [0 ; 6] d'une
fonction polyndme du second degré. Déterminer fix}).

R 13 24 8 B D R F EREY AR R

21 Une fonction f d’ensemble de définition
[~ 5 ; 5] vérifie les conditions suivantes :
sa valeur en 4 est 1 et son tableau de variation est :
x -5 -

NN

1, Déterminer les extremums relatifs de f et préciser les
valeurs pour lesquelles ils sont atteints.

2. Résoudre I'équation flx) = 1 et I'inéquation flx) > 1.
3. Discuter suivant les valeurs du nombre réel m le
nombre de solutions de I'équation flx) = m.

22 Le plan est muni du repére orthonormé o,LDN.
On donne la fonction f de R vers R de représentation
graphique ci-aprés.
1. Déterminer graphiquement son ensemble de défini-
tion Dy et les images suivantes : flo), A1), A2), fi3), fid).
2. Quelle est I'image de f?
3. Trouver graphiquement le nombre et le signe des
solutions de l’équation flx) = 0. Donner une valeur
approchée 2 125.10° preés de la solution négative.
4. Résoudre graphiquement chacune des équations et
inéquations suivantes :
f)=4; flxl=—4; fld=-2;
f)=0 ; flr)<0; flr)<s4 ; i) <-4

5. Dresser le tableau de variation et indiguer le mini-
mum et le maximum de f.
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23 Le plan est muni du repére orthogonal (O, ], J).
On désigne par g la restriction 2 [0 ; 44] de la fonction
numérique f définie sur [— 2 ; + o[ par:

fix)=2x + 4.

1. Représenter graphiquement les fonctions f et g avec
des couleurs différentes.
2, Trouver graphiquement I'image de g.
3. Trouver un nombre entier relatif n tel que n est un
minorant de fet — n est un majorant de g.

L

2% On considére la fonction polyndme définie
par: fl)=xt—8x+7.
1. Ecrire flx] sous forme canonique.
2. Démontrer que la fonction fadmet un minimum. pré-
ciser ce minimum et le nombre réel ot f atteint ce mini-
mum.
3. Démontrer que, pour tout nombre réel x de [4 ; 5],

ok R e

8 jlx 9

25 On donne la fonc- ¢ |
tion numérique f définie sur = -———1
}—2; 4] par:

fir) =2 -2x—3)2 -4 i
On désigne par (€ sa repré- t
sentation graphique. E i
1. Trouver les antécédents de ©
—4,de—3 etded. i) (SR
2,—4 estle minimum de fsur -
1- 2 ; 0[, expliquer pourquoi. -
3. Préciser si 21 est le maxi- [ | |
mum de fou un majorantde f. =757
4, Justifier que 12 est un maxi- —
mum relatif de fsur ]0; 2[.

5. Dresser le tableau de varia-
tionde fsur [-2; 4].
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Opérations
sur les fonctions

Somme, produil ef quotient de fanctions
%
261 et g sont les fonctions rationnelles définies
par:
+ 1 2x
flx) = x—-1 ;8= x+1°
Déterminer les fonctions :
f+g i 2f-g ;(@f-8” » fg ;

Préciser leurs ensembles de définition.

oq [~

27 On donne les fonctions fst g de R vers R défi-
nies par :
6-2x

ﬂ]—":{—"i- H g{x1=

Déterminer et représenter graphiguement la fonction fg.

£8 On donne les fonctions rationnelles fet g défi-
nies par :
6x — 2x% — Bx%—8x +2
Déterminer et représenter graphiquement la fonction
f+eg

29 On donne les fonctions rationnelles f, g, h et |
définies par

Vi s . ¥ 2 .

fix x+1 ’ L x+Nix+2)°
3

h(x) = +2 ’ ir) = x+ 1)lx+2)

Justifier que les fonctions f + get h + I sont égales.

30 Démontrer que la somme de deux fonctions
croissantes (resp. décroissantes) sur un intervalle K est
une fonction croissante (resp. décroissante) sur K.
Application
Dans chacun des cas suivants, déterminer le sens de
variation de la fonction f sur l'intervalle K
() frxmsBefx (3) £: x-—>.t3+3111).

K=R" K=[0; %]

2) fixm X —2x+7
K=R '

{4)j':x+—>—lf+msx
K=]0; ]

31 Déterminer I'inverse de la fonction f de R vers
R dans chacun des cas suivants.
On précisera son ensemble de définition.

() frxms EZEZ0

2 -16
2 f:x—>
@ fe 175
(3) frxw Iz.r_ll ~|lx+2]
@ fixr lx=1] —x+1
{5] }(':x,_) J-—2x2 —fzx +5—-x
Camposition de fonctions
3% On donne les fonctions fet g de R vers R défi-
nies par:
= x+4
Déterminer fog.

. - 20 _
poglx) = = 4,

33 Dans chacun des cas suivants, trouver les
ensembles de définition des fonctions fet gde R vers R
puis déterminer les fonctions composées feg et gof :
préciser leur ensemble de définition.

(1) fixr>—-x+5 ! g:xH%.

; Sx-1 : . X
(2) frx— e : gixrr—
B)f:x—~ '?::11 1 gixm>2x+ 3.

5—2x x—1

i ’ it e L
(58) frx—x? : g:xw‘v’x
{6) frx—>x?-x-2 : gixrix.

24 On donne les fonctions suivantes de R vers & ;
frxrat-a ; g:x-—r% s h:xe{x ;
itxe 2x=3 ; jrxe xS

Ecrire chacune des fonctions suivantes de R vers R

. comme composée des fonciions f, g, b, i et j.

a)flzx'—)qu;—B b) fz:.tr—-»,,’xz-4

A d) f, : x> (2x - 3P
e]fB:xH—;zt-T ) x> J2x-3

35 Dans chacun des cas suivants, écrire la fonc-
tion f de R vers R, définie par sa formule explicite,
comme composée de trois fonctions polynémes, ration-
nelles ou de référence.

(1) flx) = (5) fix) =23 + 1
(2) flx) = 3 5 (6) flr)=— —1
(5) fir) = (=2 [?]ﬁt]—;

) flx) —3;’?+z [B}ﬁx]"—?-t?'+3|-1|—

36 Dans chacun des cas suivants, écrire la fonc-
tion f de R vers R, définie par sa formule explicite,
comme composée de trois fonctions polyndémes, ration-
nelles ou de référence.

(1) fix) =3(x -5 +1 (5) fix) = & -
1
@) o) = oo ﬁﬂ-m =5
(3) ﬂx]=5\.x+1+2 (7) ﬂx]=1,*|5x+1[
s
(4) flx) = 3cos2x — 1 (8) flx) = :%1:,3.;_:%

37;. g et h sont les fonatinns de R vers R, définies
par: flx) =  glx) = » h(x) =x%-2.

Déterminer h ngaf[x] el goh uf[n.]
Préciser leurs ensembles de définition.

Applications bijectives

38 1e plan est muni du repére orthonormé (O, 1, ).
fest 'application de [- 2 ; 3] dans [- 3 ; 4] de représen-
tation graphique [AB] U [BCL

Fonctions 79
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Bl 5 ’
-9 :
: 1) # 3
: L3

y
'
'
1
1
I
I
1
1
!

1. Calculer flx) pour tout nombre réel x de [~ 2 ; 3].
z. Démontrer que [ est bijective. Déterminer f-1.

3. Construire sur le méme dessin la représentation gra-
phique de f-1.

39 f est la fonction polyndme définie par :
fx) =82 - 1222 + 6x -1,
1. Démontrer que fest la composée de deux fonctions,
dont la fonction cube.
2. En déduire que f est une bijection de R vers R.

40 f est la fonction polyndme définie par ;
fix) =822 + 1.
Justifier que f est une bijection de R vers R.

81 f est la fonction de R vers R définie par :
fixl=yx3 + 1.
Justifier que fest une bijection de R* dans [1 ; + .

42 fest la fonction rationnelle définie par :
i}
M= i

Justifier que f est une bijection de ]- —;— ; + ool dans
10 ; + oL

43 On donne 'application f: [2 ; + 8] —» R*
x> y2x — 4,
1. Démontrer que f est une bijection. Déterminer f-1,
2. Construire la courbe représentative de f~! dans le
plan muni d'un repére orthornormé. En déduire celle
de f.

#% 0n donne I'application f: R \ (1) >R - (2)
2x -3
xr—1 ~
Démontrer que fest une bijection. Déterminer f1.

APPROFONDISSEMENT

&5 On considére la fonction rationnelle f définie
241
par : flx) = s
1. Ecrire f{x) sous forme canonique (¢’est-a-dire une écri-
ture correspondant & un schéma de calcul séquentiel).

x>

80 Fonctions

2. Démontrer que :

1 1
our tout nombreréel x, 0< < =,
E x24+5 5
3. Démontrer que :
pour tout nombre réel x, % g flx) <1,

&6 0n donne les fonctions fet g de R vers R défi-

nies par :
_4ax?41 e
ﬁx)-—m-i— i 8{3’]—3.1' 2,

1. Démontrer que pour tout nombre réel x, 1 < flx) £ 2,
2. La fonction g est-elle bornée sur R ?
3. Démontrer que fog est bornée sur R,
4. Démontrer que gof est hornée sur R.

87 1. plan est muni du repére (O, 1, J).
On donne la fonction f: R = R
2+1
X

X =—>

1. Démontrer que la représentation graphique {‘G}-) de f
admet un centre de symétrie.
2. D, étant I'ensemble de définition de f, en déduire
I'ensemble des solutions du systéme d’inéquations :
~2< flx) < 2.
3. Démontrer que :
— pour tout nombre réel strictement positif x,
fix)>x;
— pour tout nombre réel strictement négatif x,

fix) < x.

48 o, donncg la fonction rationnelle f définie par :
3x-+1
fix) = S

1. Quelle est ’ensemble de définition de /7
2. Ecrire f{x) sous forme canonique.
3. Ecrire fcomme la composéé de trois fonctions ration-
nelles. S
4. En se référant au TP3, étudier le sens de variation de f.
5. Démontrer que f est bornée sur R.

49 fet g sont des applications de R dans R,
1. Etudier la parité de la fonction gof dans chacun des
cas suivants :
@) f et g sont paires ;
b) f et g sont impaires ;
c) f est paire et g est impaire ;
d] f est impaire et g est paire.
2. Justifier que gof est paire lorsque f est paire.

30 1. g et h sont des fonctions numériques dont
I'ensemble de départ est [~ 3 ; 5[ et 'ensemble d’arrivée
est A pour f, B pour g et C pour h. Tlles sont définies
respectivement par -
fixr)=3x—-5 ; glx)=x—10x+25 ; h(x}=,jT§'
Déterminer les ensembles A, B et C pour que les fone-
tions f, g et h soient des bijections.

Dans ce cas, chercher la formule explicite de chacune
des bijections réciproques 1, g1 et h™.
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- Ewimites
Continuité

Aufourd’hui, le médecin peut disposer d’une gamme compléte d'ouiils de dia-
gnostic scanographique. Il peut procéder & une investigation de la région G exa-
miner par des images séquentielles données par des prises de couches fransver-
sales ef irés fines.

Pour mettre en évidence un maximum de détails, les coupes acquises peuvent éire
reconstruites avec un certain chevauchement. On obfient alors une visualisation
précise et sans rupture d’une région anatomique pour une meilleure interpréiation.
La continuité des images volumiques est obtenue par une technique d’acquisition
spécicle et rend ces images aussi belles qu'une image séquentielle.

Limites - Continuit2 81
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E: R R

» Que deviennent les images f(x) lumqu;x pfénd, dans Dy toutes les valeurs suffis
La représentation graphique suggere de considérer le point A(n ; £); ce n'est pas un point de (€ )J
Cependant (€ f] w {A} est une courbe d'un seul morceau.
Déterminons une valeur approchée de ¢, en calculant les images o '

par f d'éléments de D choisis de plus en plus proches de 7. fxp

« Comment choisir x pour que f{x) appartienne a I'intervalle V, ¢ _i

de centre € et de rayon r, r élant un nombre réel positif aussi petit
gue I'on veut ?

amment proches de 1t ?

(On pourra déterminer graphiquement l'image réciproque de V,)
» Conclusion

Nous admettons que I'on peut approcher le nombre £ d'aussi prés que l'on veut par des images flx), pourvu
que les nombres réels x prennent dans D, toutes les valeurs suffisamment proches de .

On dit que le nombre réel € est la limite de f{x) lorsque x tend vers 7, ou que le nombre réel £ est la limite
de la fonction fen 7.

On écrit : lim flx) = €

X—=n

m Notion de continuité
Tk inie en
o es valeurs suffisamme

pe Quedewen;:ent Ies images ﬂfr)ulbrsqué x prend, dans D, foufes les valeurs suffisamment proches de 3.-27-5 ?
+ Comment choisir x pour que f{x) appartienne a l'intervalle V, de centre - -7-25- et de rayon r, r étant un
nombre réel positif aussi pefit que I'on veut ?

(On pourra déterminer graphiquement l'image réciproque de V) J
« Conclusion o]
La fonction fadmet une limite en 3T ot lim fix} = ﬁ:":E
2 2 2 "
x— —2- -3

On dit que la fonction f est continue en “?’%

@ Probléme d'unicité

On démontre et nous admetions que :
. Lorsqu'une fonction admet une limite en a, elle n'admet pas d’autre limite en a.

32 limites — CAntinaies
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Définition intuitive

‘ fétant une fonction d'ensemble de définition D, a et £ des nombres réels,

' le nombre réel ¢ est la limite de fen a'ou encore ¢ est la limite de f{x) lorsque x tend vers a
i . Signifie que |
| pour tout intervalle ouvert V de centre ¢, il existe un intervalle K de centre a tel que I'image par fde KN D, |
| soit contenue dans V.

|
f n'est pas définie en a. f est définie en a. ﬁ:; I
L 5 |
Notation
Lorsque £ est la limite en a de la fonction f, on note : Iim flx]) = €.

E e

On démontre et nous admettons la propriélé suivanie :

Propniéte — Déhnition

Lorsqu'une fonction f est définie en a et admet une limite en a, alors cette limite est égale a fla).
On dit que la fonction f est continue en a.

lim flx) = fla) < fest continue en a.
xX—a

lllustrations graphiques

¥ 1.a fonction est définie en a

f@)|--= ’ \ L *
L_u | / 5 N 9\
a B __ .
[e) a O a O a
lim flx) = fla) lim f{x) = fla) fn'a pas de limite en @ fn’a pas de limite en a
x—=a X—=a
fest continue en a f est continue en @ fn'est pas continueena | fn'est pas continue en a

¥ 1.a fonction n’est pas définie en a

/ \

2 .. /

+ e
=

Vs
I/_-_B\,zl__ ) Eg e =9 \
= — L | e T
7 a 0 . O a
a |O 4H=d le)

[fix)] devient aussi grand que
I'on veut lorsque x est de
plus en plus proche de a.

lim flx) = € lim fla) = ¢ fn'apasdelimiteena | fn'apas de limite

xX—=a xX—=a [ﬁnie} en a

Limites - Continuité¢ 83
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—te2. Comment reconnaitre une fonction continue en a ?

aemmmmm  Continuité en a et fonctions élémentaires

Par une étude graphique, on vérifie et nous admettons gize les fonctions élémentaires ci-dessous sont
continues en tout élément de leur ensemble de définition.

s
@D RoR (+b R-R @ R—-R
aec R X = ax beR x> x+b ceR x=c
D W ST N L
. x = x2 x> 13 x> Vx
= s
WL ? :Rl @f/{ f :lios.x . f '_—:»Eiinx
. o

pmamemm Critére de confinuité en a

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

— Les fonctions polynémes sont continues en tout élément de R.
- Les fonctions rationnelles sont continues en tout élément de leur ensemble de définition:
— La fonction tangente est une fonction définie en tout élément de son ensemble de définition

En effet, la fonction tangente notée tan est une fonction de R vers R définie par: tan x = %?;——% .
Bemargue . N
Nous ne parlerons de limite en a d’une fonction f . s - -
d’ensemble de définition Dy que s'il existe un inter-
valle ouvert K de centre a tel que K n Dyest I'un des o & g

ensembles représentés ci-contre.
Nous parlerons de continuité en a, lorsque a appartient a un tel intervalle.

A A A AR A

WE YETrCICes v s

1.a Calculer les limites suivantes : b « ) est la représentation graphique d’une fone-
lim (5x+3) ; lim (®+822-2) tion f.
r=12 e Y 0 ettt e
- * T — BT
lim 1_ i lim —— ;
x—1 \G xr=3 £~ 4 [

g A Paide de ce graphique, expliquer pourquoi f

lim (/x -3x) : lim  tanx est continue en b et d, fn'est pas continueen a

K0 i et pourguoi on ne peut pas parler de continuité
de fenc?

84 |imites — Continuité
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1.3. Calcul de limites

La fonction n’est pas définie en a

Il s'agit ici de calculer la limite en « d'une fonctign f qui est une restriction d'une fonction g continue en «.

B Exemple introductif

.r.-" 2.r‘*'+x—

On considére la fonctmn ratmnnellej définie par: flx)= = =
La fonction f n'est pas.d‘éhm_e en 2. On v_i_};u_t e’mdl&l‘la lxmﬂe de.f en 2,

~ Le numérateur el le dénominateur de f{x) s’annulent pour x = 2.
On peut simplifier par x — 2.
Pour tout nombre récl x différent do 2, flx) = x2 + 1.
~ On considere la fonction g : B - R
Fex 2 e
4 st une fonction polynome done continue en 2 et :
lim glxl= 2) =5

= o I

fn'est pas délinie en 2 et elle est la restriction de g a B\ {2},

On constate graphiquement que fet g ont la méme limite en 2 : b
3 i S ) . W O i 9_
lim flr) = lim gly) = ¢(2) = 5.

& i B4 A 2

On démonire el nous rJdnwtmn‘; la pmpnﬂt.e suivania !

« est un nombre réel,

K un intervalle vuvert contenant «,

S une fonction définie sur K \al et non définie en «.
Si g esl une fonction continue en « qui coineide avec f sur K \a}
alors fadmel une limite en « egale a gla).

(€ ,)//

. 6y
lim flx) = gla). Ha) (
X Yu { ,/‘—T

: |
O I3

¥ Exemple 1

Caiculfsns;a- limite en z de la fdnt:_liun_ f déﬁn’ : -p-c_l_f--; o= H:%

* Ensemble de définition de /' D[ﬁ R\ {2 i3

* Transformation de I'écriture de flx) : pour toutl nombre réol x différent de 2 ot de 3

" = Sx+1 _
Donc l-uilz fix} I:m , 2X—3 ¥,

(3.5 % : : f
Pour calculer la Bimite en « do certaines fonctions [ du type }l -
D

g et I étent des fonclions qui s'annulent en a,
on peul pracéder comme suit :
—on détermine I'e msemble de définition de la fonc fion /,
— ou translorme 'deriture de gl of celle de Alx) pour faive apparaitre le Tacteur (x = a).
— on simplific par (v — @) pour abtenic une nouvelle éoviture de )
Pour towl ¢lémoent ade | j"ﬂ.\) o)
G

— un étudie la limite en o de —.

Limites - Continuité 85
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Biixemple 2
Galulons la Jinite en 4 de fa fonction [ définie pac : flx) -=_-g"‘f:;"":
— Ensemble de définition de f: ; 5
D=\ fal = 0 alw s+ =l g =5 !
[l existe un intervalle ouvert K contenant 4 lel quo K\ {4l c By C?-——-——OK

— Le numérateur ¢l le dénominateur de jlx) s'annulent cn 4. -
‘Iransformons I'éeriture de flx) en multipliant 1o numdérateur et le dénominateur par x + 2.5 expression
conjuguée du numdrateur ¥ — 2y £,

. : x—2 %) (x + 2x) £
Dour tout nombre réel strictement positifx, diffcrent de 4, flx) = )l =
(x—4) (e +2/x)

L+ 2,-".1:
Donc la fonction [ coincide sur K \ (4} avec la fonctionyg : R R

B o —
X+ 2,x
Or. g est une {onclion continue en 4, d"apsés le critere de gontinuité.
S 1 I 1
Doug : lim flx} = g4} =+
x-rd =

La fonction est définieen a

la remarque suivante permetlra d'étudicr la continuité en a de fonctions pour fesquellos vu ne peul pas
directement appliquer le critdre de continuild.

Remarque.

Ftant donnd deux fonetions qui coincident sur un intervalle ouvert K, si I'une est continue en wi élément
« de K alors I'outre est aussi continue en a.

BExemple 1
!Et_qdinrl_s ‘E?l'li._lfﬁlt}' en 2,5 de la fonﬂmn]duR \'i:rs"'ﬂ"df’-fﬁlii\é'.paﬁ f{t.]= v: F{t] E el -

[comcide sur |2 ; 3] avec la fonction ¢ R-oR x 9 9
R : = g .
Or g est continue en Z.5. o> 2 E) i 5 | 2 3
Done: Him flx)=g¢(2,5) -5 e |
r 22 t P o l’.l[.f] (4 l 2x i 3]
: t = Lt [
Eixemple 2

Erudlions 1a Hudte en 0 ol la luwite én @ do 1a fonction £ de 1t vars I déGaie par : Jl0) = min bx + 254

— l.a représentation graphique de fest la courbe ci-dessous Lracée on couleur

X -1 z

Jix) v3+2 [1, & 4| x+2

— Ou obtient : lim fle) = imx2=0

=0 x »0

Hio fld) = lim(x+2)=5
xr-=14 £ 3

86 Limites - Continuité
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g Exemple 3 :

Oua; Jim In= lim(-x+3)=1
y <>Z x 32

Im fle)= lim{05x+1)=2

1
A 1 X 22
>

Jn'admet pas doe limite en 2.

Opérations et limites en a

On démontre ef nous adiicilons les propriétés suivantes :

fet g sont des fun.t-:'!i:ms-, wy £ 1 des nombres réels.

Si limflr)=¢ et limgld=( alors lim(frglla) =€+ ; lim fylo) = 66

e X aq e _ X
Sideplus €20 alors  lim % {x) ’%
vora i ;
( as particuliers

Fest une fonction
e, (, 47, I des nombroes réels
a ui nombre entior naturel dillférent de 0.

Sio dimfle)=(¢ alos limkfl&)=k¢t lim{flx)+4&)=¢€¢+k. lm M) -
i3

X =3 &= A e £ ovat

Sideplus 20  alors  lim A(v) =L

e f {

Dus résulleds gai préetdent, on deiduit aisémend les prapriéiés suivantes sur les fonctions continues en a.

- La somme de deux fonctions continues en « est une fonction continue en a.

- Le produit de deux fonctions continues en « est une fonction continue en «.

- Le quotient d'une: fonction f, continue en «, par une fonction g continue en « et telle que gla) soit diflé-
rent de zéro, est une lonclion continue en a.

Ex ercices

l.c  Déterminer N'enssmble de définition de chacuna 1.d  Ou donne les fonetions Ly bk deTd vers B2
dus Touctions f. g, b de E vors R définios par : delinies par :
) = “:] +‘? vl = ..‘.:.i. Jixh=x - Bl vogl) =2 =3
) L o B :
2o Ma)= |20~ -] ¢ k) —lwnal.
hly) = k-t g L _ o
: e, =t Btudier la limdte de fen 5.2 : la tite de g en o
fr'_[“di(_‘r lar Bemites ol ;‘IE.'I] =2 1a limile de G en 4, la limitle defrom = 1: los limites de ken —E— ol en
los limitas de i on = 1 et on 1. E}T
=
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__91. Présentation de la notion

EEEEES Exemple lﬂh'odl.lChf

g v, SR 7 hil2,+el >R

x +— Ex) x — EBElx)

]
]

z z
3 4 3
E(2)=2 g est la restriction deEal-os:2[et h est la restriction de Ea 12+l et
E n'a pas de limite en 2 Lim g(x) 1 lim hlx) =2 i
U, & xr—2 x—=2
i On dit que E a une l;mxte agauche | On dit que E aune limite & droife
en2 égaledal = 0 en 2, égale 4 2
DU €Nncore que ou encore que

Elx) tend vers 1 lorsquex tend vers E(x) tend vers 2 lorsque x tend vers
2 par valeurs plus peht&s que 2. 2 par valeurs plus grandes que 2.

On note : ' On note :
lim E(x) = hm g[x] 1 lim E(x) = lim hlx) =
x-gz _.r—_)2l x;az x—2

La fonction partie entiere n'a pas de limite en 2 ; {i'epén&'a_ht elle admet une limite 2 gauche et une limite a
droite en 2. ST

Deéfinilions

,011 note lim flx) = lim g(x) = ¢ " On note lim flx) = lim hlx) = ¢
L=—=a x—a 2 1 X xr—a
< = >
On lit: € estla limite 2 gauche en a de f | Onlit: ¢ estlalimitea droite en a de f.
ou flx) tend vers ¢ lorsqua xtendversa | . Ou flx) tend vers £ lorsque x tend vers a

Fl

par valeurs inférieures a a. par valeurs supérieures a a.

ss_wm—mnm



www.biblio-sciences.org

2.2. Limite a gauche et limite a droite pour étudier une limite

e lllustrations graphiques

m La fonction est définie en «

_'__? \ ! |'l ﬁﬂ) """""" ?
: )
: i e % / N
fla \xh_ & /,, : \
S S = DS S
; O]— @ O a i 's) 7]
. i fix) = fla) Hlim flwx) = fla) ~lim fle) = fla) lim flx) = ¢
R S ¢ : K= X =l Par—=a
e = < P
lim flx) = fla) . fu'est pas définic pour  lim fla) =€ ; £« [la) lim fle) = € £+ fla)
SX R x> el xr=r [ T ]
P & o %
¢ Lim fla) = fled) flim fla) = fla) J’a pas de limite en «.. | f’a pas de limite en «. ;
T e ] i i

w l.a fonclion n'est pas définie en a

a
_. O
lim fly) = ¢ - /' n'est pas délinie pour
X ba 52,
g
lim flx) = ¢ lim Jlx} = (
L | . r=a
i > ! 3
lim flx) = ( lim fla) = (
A s =

513

- fn’a pas de limile [I.injc)§
4 gauche i de lintile

. [finig) & droite an

lim flx) = €,

[ S I/ §

hmflx) =€, 5 €, & £
e {4

> :
Jr’a pas de limite en . | f n'a pas de limite

E_ (Binie) en .

@ Pour ctudivr la lmite en o, on peul dans certains cas, Studier la limite & gauche, la limite & droite ot uiili-

ser la propridtd suivanle que nous admetlons :

sauf eventuellement en «.

Dans le cas ol f n'est pas définic en « :
J admet une limite { en ¢
si et seulement si
fadmet en @, une limite & gauche et une limite
a droife égales a £.
lim fle) = ¢
™ e | (‘f

si of seulement si
lim fix) = lim fle) = ¢

A P X-ra
< >

Dans le cas ou f est définieen a :

fadmet une limite en ¢
si et seulement si
f admet en «, une limite & gauche et une limite
a droite égales a fla).
= tim fx) = fla)

A=t

fedih=-

si of seulement si
Iim Jlx) = lim flx) = fla)

N A-rqn
< >

Limites — Continuité 89
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¥ Exemple

x 0
o 0
X = | ol I
[x] ey
lim X =lim(-1)=-1; lim X =lim1=1
.\:zﬂlx! x—=0 x—tﬂlxi x=0
=

LE

Donc la fonction fn'a pas de limite en 0.

g
*
x|
2
e X = Tt s0s b X = B e
x=0 le x=>0 x—=0 'II r—=0
[l >

Donc la fonction g a une limite en 0, égale 4 0.

ezsmmmm Continuité en a et fonction « valeur absolue »

v*éutétudm

® Pouraz0

Siae]-e;0[ ; imflx)= lim (-x)=~a=fla)

X X—ri

Siae ]0;+e ; lim flx) = lim x = a = fla).

X—a X—=a

Donc f est continue en tout élément a de R*.

On a ainsi démontré la propriéié suivante :

x 0
x| | —=x @,’]
° Poura=0
lim|x|=lim (~x)=0 ; lim|x|=limx=0
x—0 x>0 x—=0 x—0
< >
or: fl0)=0.

donc : fest continue en 0.

La fonction valeur absolue est continue en tout élément de R.

WEX ercices s i

2.0 On considere les fonctions f, g et h suivantes :
fiR—=R h:R—=R
x — x Ex) x > x—E(x)

Ftudier la limite en 0 de chacune des fonctions
f.geth.

c g:R—=R

& =

2b  ftudierlalimiteen 1 dela fonction fdéfinie par :
1 {pouxxe e 1, i) =—x+ 1
pourxe I1;+ o, fix) = [x— 1 ;
Donner une illustration graphique.

90 Limites - Continuité

£

2c¢

=%
(‘€) est la représentation graphigue de la fonction
Fde R vers R définie par fix) = Vx% — 1
On considére I'application: g: [-1;1] - R
x> xX2+br+c
{€’) est la représentation graphique de g.
Déterminer b et ¢ afin que (€) U (%) soit la

représentation graphique d’une fonction conti-
nue en 1 et — 1. Justifier et construire (4’).
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e

Z Exercicest

APPRENTISSAGE

|_imite et continuité en

Reconnaitre qu'ane fonction est continue en a.

1 Tinoncer la propriété qui permet d'affirmer que
chacune des fonction f. g et h est conlinue en a.

fix—=xt+x : a=-2
g:xi—*»% H =1
It:xw‘:—t;l ; ft=2

2 Emdier la continuité de chacune des fonctions
suivaunles, en tout élément de son ensemble de défini-
tion

(2.\‘3+:c2+3)2 (.Jr+‘l)2
fivws | — = T P g ——=] +1

3x fx—

Calcul de limite en a d'vne fonciion définie en a
3 Calenler les limites suivantes

T o .

(1) lim 3 o] oy AN €4

x-s 1515 x r-h X =2
GenoEn o = . -7
(2) lim .! —-.7 (7) l_lm] i

S i &pap
(3) lim 4,3 (8) lim /x

e T e -‘-'—’1;'
(4) lim 2% 9} limx+5

i3 Xt

2 2 i !
(5) lim {(1~2+ = (10} im —=

.r—.*;;-( .l') rora Wb

& Caleulor les limites suivantes -

(1} Lim sm.t: (4] lim (4sioy — 3uosx)
roan FLOSX e
s 1 ' : el
(2] llm]l —_— (5) lim ‘-:‘—'—-z—
-2 lanx ¢ o 4+ cosx
(3) lim (cos?x — sta) (6) lim 08X
e rom oy

5 Calculer les lonites suivanios =

W tim 2|x|l-8 (3) 'I‘im_ E-2 lx]+7)

X ==
B -3 3 x*l-t‘—zl
(2) lm - 4] lim ——— =1
r +-3 |xt+ 3 { ] x 3 -2 _l'z+3

Calcul de limite en a d'une fonction non définie en a
6 Calenler Jes limites suivantes :

- 244 H 237 —4e+ 8
1) lim Sk 8) lim 2 =
t}.r]—--z w2 (&) _:“-I.I-z x*—4q
i x—4 . oxt_axas+3
Z2) hm el e e [ oo b MR
| x4 X*—3x—4 ) xujla.x‘z—x—ﬁ
A 3x? —Gr-2 . s — 23 —
(3) lim %_—5"-2-—— (20} hm‘h—M)
Xy -

X dx—4

— el A — 2¢E
X (11) Jim 7+ 13¢ v
1 x—1 T ? xr=7

{5) lim 2———-—-—-—"-3 -4
R S R S—

(4) 1im
X

= 14+ 5%
12 iy =
(2 ro-1 2 pdr+ 4

. 3 3
(6 i IZZ0 (13) lim T *3x7+2¢
r——3 X4D ey e
4 h-:i-i—_f—z g 3'(3_3“_2
lim ——mm 14] lim P
) fv1 B exdiixr—3 (14] il -

7 Caleuler les limites suivantes

oyt s Eoui oA @) hm S—X
r—1 \-:I—z r=4 Y=z
2 e
(2) im =—%—°9 _,B T Sl e
r=23 ;X—\-'l-? =2 ‘-4_1.4_ y St
T ; 27
A im = & 6] lim
[}x'n} xr—4 (©) 2 ¥t b3

£ Calouler les Himites suivantos ¢ .
. A 2
: COs“A —sin-x ; lan®x — gin“y
(1} lim , —— = = (z) i ———= =
F o Cos v —sinx r—=n Sl X

Limite & gauche, limife a droite en a
9 Ondonne la fonction fde R vers K définic par -

{ pourx <1 flal=3x—1
xX=1

. ) (1=
pourx>1 =) B

Caleuler la limite A gauche ot la limite & droite en 1 de
f: La fonetion f adimet-elle une limite en 1 7
10 Ou donne lo lonction fde B vers R définic par
pourx <2 fixl=2x"—x+5
{ pour x > 2 fix) =3c+1
Caleuler la limite & gauche et lu lunite 3 draite en 2 de
f La fonction fadmet-clle une limite en 2 7

11 On donne Ia fonction fde B vers K défiuic par:

Zx—1
courx <0 % o 23 ———
pour ¥ flx} T

b ot T L

gurx >0 &)=

P fix) 502
=0

Galewler Ia limite & gauche et la limite 3 droite en 0 de
f La fonction fadmet-elle une limite en 07

12 Dans chacun des cas suivants, fest une fone-
tion de R vers % définie par une formule explicite,
Caleuler la limite & gauche et la limile: a droite en .
M A= le-al : a=3
2 )= le=1] ; w=1

|26 < 1]
B A) s ——

a=A{.5

xlx + 1)

@)= =7~ =0

Limites ~ Continuité 91
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. : Pour gueliss valeurs des nombhres réels « of 4, la fonc-
APPROFONDISSEMENT . tlon f?:st—e]la conlinue en 2 T

43 On considere la fonction fda R vers K définie

par : 17 ©n congiddxe la fonciion f de R vers R définie

2 2-3x pax :
poure s = flx)= - S -
3 !}.x:‘ 4 hooe 2% 3 ﬂx}_.l: x~6+ |x-3]
fE=-% { g
A Ml=a
Déterminer I'ensomble de définition de £. u} Dterminer 'ensembla de délinltion de £
J ast-ello-continve en -;—? B} Calenler la limite & draite et la limite & gaucho on 3.

¢} Existe-il des volours du nombre 1-ﬁal a powr les- .

4 Ou considéare la fonclion Idl‘} K vers (2 ddfinie qualles !3““ contdnueen 37

par

pourx# 3 elxz— 3 fla) = s ° 18 On donne la fonction fde K vars R définie par:

i 14 1 —Gos2r
fi-u)=f3) =8 T T sinze
Déterminer V'ensemble de définition de f; 1. Déterminor 'onsemble de définition de /el dunner
Jest-alls continug e — 3 et en 3 ? une dcrilure simplifide de fle).
Z. Galculer : lim flx)
Cm considdre denx fonctions fel g ds Rvors B K0

déﬁnwspﬂg: ) P i X orsin = |

3., X+2 . r— primer en foncHon de cos S- et ain - les
!L"] e H 8{‘] =x-—3 o5 ]Flr!!gjoﬂs ; 2 2

1. Déterminar Iy fonction fz.

1+eosx+singe ; l-cosx+einx

2. On considire la fonclion £ de R vors R définie pus Calouler:

! pourx # 3, hle) = (fgllx)

par :

h3) =3 lim 1+cusx+sine
dudier Ta continuilé en 3 de o fonction & AR ros %-
16 [h'l Cm'lsidﬁre ].3:&)“‘:“““ fdﬁ R vors R déﬁnll’ 'iim 1—t08 X+ siu i
: . r
urx <2 = +x—6 48 2 sin =

po
: {DO

=2

| T

AR R R R R R R R

gREEREEERAE
L

[a}

Les notations mathdématiques ont §voludos an cours des texmps.

x>z f=2z—qu
fl2)=b

PP PR AR PR PR R fE R PR E R pe e pd R e R PR EE e R R R FlR R R G
”E]E

nformation historigue

Les égualions n'onf pas toujours 616 Gerites aussi simplement guaujourd’hui.

Lo signo d'égalité (=) esl introduit par I'Anglais RECORDE cn 1557.
Los signes + et — sonl utilisés pour la premitre fois par I'Allemand WIDMANN en 1489,
Le signa > est di & ’Aunglais IARRIOT (1560 - 1621),

i el “mﬁﬂﬁﬂum'l 3|

R

g |E-.E
Losigne ¢ 2 PAllemand RUDOLF (1500 - 1545). &l
Lo signa % & I"Anglais OUGITIRED (1574 - 1660). l%‘.

Lus grandeurs connues ou inconnues sont représuntées par des lettres majuscules A, B, G... avec
VIRTE [1540 - 1603) st pax des lellres minuscules g, by... X, ..., avec DESCARTES.

VIRTE résorve les voyelles A, L, B,... pour désigner les inconnues, tandis que NESCARTES ulti-
Jise les dernidres lettres de Palphabet x, y, » 3 cetle {in.

La notation actuzlle dss exposants a 616 introdnite par DESCARTES ainsi que la principe du cal-
cul sur Jes puissances.

R R e e

';@JTHE‘FFJ'JLJ'EF'LJ?JEFLIEJE@“I{Jmﬁ’uﬂﬂlﬁﬂu@ﬂﬂﬂﬂ;ﬁﬂﬂ&@ﬂ@@ EFRERREEEFRRE R RIRIREER O]

92
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erivation

o

e NEWTON (1642 - 1727) . LEBNITZ (1646 - 1716)

1
® HACHETTE

| o P:mr résoudre ‘ﬁs problémes de A la recherchesd'un langage com-
= riherche de frajectolrgs, de vitesses, de mun aux scienced et 6 la phifos%e,.
e ~ fangenes, d'extremum®, NEWTON se LFIBNITZ, indédendamment de n

= dota d'um gutil mathématique adapté : et a la mémd périods, créa, € le calcul
. - «lecalcyl différentiel ». différentiel 5. '/

e T Il utifisa la notatiog y pour lés dérivées, I réussit Blors & expgifner les régles de
SEme Lol ' v'il appela : ﬂuji‘:} dérivatién par def formules de fype

a gébriques.

E SRR e e
P Dérivation BN @i i b e it e e S 04

2. Calculde 1a dérivée oo 97

3. Dérivée et sens de variationN .o cceciiioseserenenns. 101

Dérivation 93
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| .1.,_1._.._JNombre dérive

Exe u-r.n intr :*‘Juchr

Te plan est m du repire (o, L)).0n mmdém i
pnlyuﬁme fdéﬁmc par : fie) = (e 33

(‘8) est lﬂ [eprgmm grap ]ﬂquednf
Aestle pomt ds ) d'abscime4 j

x est un nombre réel quelconque diﬂ'érent de 4 et Mlﬂ point de -
[(¢) distinct de A, d'abscnsse . : _.
| {AM] est une sécante ae.

s On venl éludier la « position hmxte » de la droita (AM} luraquev'
X est d& plus en ,plus proche de ¢. o

Jaux de: vardation do f :
Le coefficient direcieur de (AM) eat : ﬂx e 4}

-~ 3)2 - =
pour lout nombre réol x différent do 4, i[x) ﬁ4) [or— 3% +1] — 2 = fr—2)lx—4) =x—2.

-4 x—4 xr—4
On appelle taux de variation de f en 4 la fonction T, définie sur D[4} par : Tylx) = fx i : :) :
Nombre dérivé de fen 4
Lorsque x tend vers 4, le taux de variation de f en 4 admel une limite appelée nombre dérivé de fen 4.
On le nole ['(4). f'(@) = lim ﬂ'ﬂ f[4] =lim{x-2}=2
E | x—=1

On dit que la fonction f est dérivable cn 4.

Aspect gdoméirigque
La droite (D], « position limite » do la sécante (AM), est le droite passant par A et de coefficient direc-
feur 2. Je nombre déxivé do fen 4. Ello ost appelée tangente en A & la courbe (€).

f est um; innctmn d'ensemble de définition Df
« un nombre réel appartenant i un intervalle ouvert contenu dans ;.

On appelle toux de variation de f en «, 1a fonction notée T , et définic sur DAa) par: T, (9 _ﬂJf) - fla) :

-t
On dit que la fonction f est dérivable en lorsque lo laux de variation de f en a admel uge limi-
 te on «. Celte limite est appelée le nombre dérivé de f en a. On le note ; 1(«).

Le plan étant muni d'un repére, la droile de coefficient directeur £(c) passant par le poini A« ;
fla)) est appelée fangenie en A 3 la représentation graphique de f.

| > 4»-— lm Equation de la tangente en A 3 (%)

"i; i y—fa)=f(la)c-a)
6 1a — .1:

Derivation

94
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5

1.2, Dérivation en a et fonctions élémentaires

sz=m==a Fonchion cnsfunle

Pour tout nombre réel x différent de «a,
flo-fla) _,
r—a

donc @ lim - 0
xoa X—a

sum=ssss Fonclion puissance

Pour toul nombre réel x différent de «,

: TR ; B . 34
fd-jla) | x-a . ogW-gle 2-@ o A -hla) -,
=0 X—ik =8 A — (L X—d X —u

On obtient ¢ Fla)=1 "3 g'(a) = 2a ; Hla) = 3a?

Pour tout nombre réel x

) - fla) 2" -
Bl | —th

On admel que :

pour tout nombre réel x

pour tout nembre enfier nature] non aul n

KM = x= ) [+ @+ L+ a e+ @)

donc: Him ﬂ-———M = flc) =na¥ !

A= A

ditférent de «

yemmms Fonchion inverse

Pour toul nombre réel .« différont de ¢ et de 0,

fx)-flg) tx-Vae 1
r—u R e e 1= X

donc : lim Ax) - Jla) R 5,
yoan XU a*

em=mm=s Fonchion racine carrée

Pour tout nombre réel x positif différent de e,
) -fla)  fx— Ja B 1
xX—a L—-a L+ a
donc ; lim fx) - fla) =
g TG 2ia
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mmms=msss Fonction sinus, fonction cosinus

W Cas parliculier: @ = 0

On admet que la tangente en O 2 la représentation | On admet que la langenle en ] a la représentation

graphique do la fonction sinus est la droite d'équation graphique de la fonction cosinus est parallele 2 (O
y=x - <ost la deoite d'équation g = 1.

Dene :sin’(D] =1 Doug : cos’(0) =0

W CGas giénéral

+ Pour raleuler des nombros dérivés on utilise Pune ou Pautee dos deux formules ci-dessous,

Pour obienir la deuxiéme fornnle ona pusé : =2«
« it ¢tant 1 nombre réel difTéront de 0.

sinfa + h) —sinw sinacos fi + sin fi cos e -sin a
unac =

h h
= sin o {505 h--1 N sin &
- h ' h
: sinfa + h) —sin « . cosh-1 . sinh
dong : lim =—i o wina [ Hm g + gos o [ lim e s tOs
Ao h Nsn B PO,
cdoh - 8in o = tos a

e Fiudier de la misme manitre la dérivabililé de la fonction cosinus.

=] Exeruces =
1.6 On donne la fonciion polvndme [ définic par: Déterminer un vectewr directoor de b tangeen e
' fiv)e Rt ma g 2027 eu A i (). Tracer colto droitu.

Démontrer que celle Jonclion est dérivable on
t et calenler son nombre dérive en L b Ondonae les fonetions f et g de i vers = dddi-
(‘) nst la représamation graphique de la Tonc- nies gar : o) =, xel gla) =,
tion dans le plan memi du repéee orthogonal Etudier la dérivahilité en 0 die chacuue de ces
{01 ]) A est le point de ('€) dabsgigse 1. fometions,

96 périvation
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2.1, Fonction dérivée
meummss Exemple introductif

On considtre la fonction racine caveée f:x 15 | x. "

On sait que celte fouction est dérivable en tout élément « de 10; +ef et que: [a) = e
e

La fonction qui. & tout élément & deo [0 ; + oo, Gail correspondre le nombre dérivé de fen &, est appelée

fonction dérivée de f, ou encore dérivée de S Onlanote friv > —2—

Son ensemble de définition cst intervalle 105 + ool

Définition

Dérivée des fonctions élémentaires

exmmmm Dérivabilité et continuité en a

* Bxaminer les fonctions de véférence ot conjectarer un lien entre la dérivabilité en « et 1a continuilé en
a d'une fonction.

On démontre ot nous ndmettons la proprisié suivante :

Pro pﬂ

eté

Remarque

La réciprogue de cefle propriété est juusse,

Pur exemple la fonction valeur absolue est vontinue en ¢, cependant elfe n'est pas dérivable en o.
En effet. le tauwx de variation on 0 de e fonction valeur absolue est lu fonction Ty définie par

T,lx) = |_x_i
Elle n'udmet pas de limite en 0 car - lim I‘—f‘- ==1 3 lim J'II- =1
x so¥ x ot
< >

Dérivation 97
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2.9, Opérations sur fes fonctions dérivables

S b “z-:fnﬁec*w fondamentales

Pour déteaniner la dérivie de certaines lonctions, par cxunpla, celles qui sont sommes, produits, quotients do
fonctions dérivables sur un intecvalle ouvert, on a souvenl recours aux propriétés fondamentales suivantes.

1 PSS P B T SO B S S

 Propriétés ; S s
felyg sont des fonctions, dérivables sur un mlervalle ouverl K,
¢ un nombre véel,

u un nombre entier plus grand que 1.
£+ g, fg, of, " sont des fonctions dérivables sux Let,

Frar=r+g : Yor=ro+fy ;i f=d ; gy =nfft !

si. de plus, la fonction g ne s'annule pas sur 1, %— et -g sont des fonctions dérivables sur [ et

( _;_ Y f; ! (5) =1’99—;f9

D émonstration guidée
« ost un élément de lintecvalle ouvert K ol k wn nombre réol non nul.

~ Ftoblir les ¢galitds suivantos
i

yVglle) - Frgile) - fla) | g —gla)

X~—=a X =t A=tk

2) ; ??Jhl ~fola) _ _ful) + flalglx) - flalgls) = fla)

L=d A=l

__Jﬂx-z : ‘}f‘_l_ X glx) « g er :‘:’: (@) x flcr)
{3) E(J.'] #I-R(a', = fu[":} -f“[“) W ﬂx) “ﬂ“)

i

X—qu fix) - ﬂa'] e EE
_ [ﬂ-l'}n-l g ﬂu}ﬂ.ﬂn—c Bl +ﬂu)u szf) +ﬁa}""1] X -3':{5“]

(.2 simplification cst obtenue en ulilisanl Ia formule donnant une factorisation de 2* —a”

1 1
) ¥ —gegla 1

- X0l ole) x gl
— On remarque par ailleurs que los fonctions fot g élant dérivables on g, ellos sont conlinues en .
done 2 lim flv) = fla} : lim gl{x) = gla)
5 e ] & = (i

¢ Achever la démonstration des pmpriétt‘.s.

| Remarque

- Toute fonction polynduie est ddrivable sur K.
- Toute fonction rationncile est dérivable sur lout intervalle mdus daus son ensemble de définition.

. Notation pratique
Lorsqu‘une fonction est dérivable en x, on peut ufiliser lu formule explicitce de cetie fonction pour expri-
mer san nombre dérivé en x.

Ainsi pour ; Jlx] = &%,
on éerit indiffé 'mment [ e} = 2¢ ou ()=

QgDérivation
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Dérivée de Ia somme de deux fonctions :
X 2 X+ 0085 X

x étanl un nombre réel
(x+cosx) = [x) + (cos x) =

1 —sin.x

Dérivée du produit de deux fonctions :
X — xsingy

x ¢tant un nombre réel
(xsinx) = (&) sinx+x(sin 2)’ = sinx + x cog x

derivée de l’lm-vrf-.t- d'une fonction :

(‘l] a )—.—J-I]'J]

2>

(2) x [ne N¥]

[(H‘: + b

X ¢tanl un nombre rdol ditférent de Q

X 1— gst dérivable sur }- e ; 0] et sur |0 ; + oo ot ¢
1\ i . e 4
(_134) BN A

h

v étant un nombre réel différent do —
1
[caxr + b)

—£;+m[et;[ 1 j

@ {ax + bi? |

X o est dorivablo sur |- o0 ; — {f{ ot sur

— ¢
(cee + byt

Derwep cle la puissance entigére d’une fonciion

{1)

x = gin? X

£ étant un nombro rés -I
(sin® &)’ = 2(sin x)(sin 3}’ = 2 sin x cos x

1 e + D) = na (o + H)v !

(2] & = [ax+ B [ne §¥]
Dérivée du quoutient de deux fonctions
& s COSX

X

x étant an nombre réel différent de 0

coi_ X est dérivable sur J-eo; O et sur JU; +00] gf:

[Lfi‘x a)x ~ (x) cosx —A B A — DS X

2t X

Dérivée d'une fonction polyndme ;
x—= ad+bFrer+d

a1 étant un nombre réel
(ax? + bx? 4 cx + d) = 3ax? + 2bx + ¢

Dérivée d'une fonction homographique :
Sy -2
3x+8

- x étant un nombre réel dilférent de — 3
bx—2

Ax +6

: ( :3.1:—2)‘ _ (5a-2)(3x+8) — (Ae+6)"(5a—2)
V36 (Bxt6)
' _ 5(3x+6) —3(5x—2)
- (3,\:+b]’

R cst dérivablo sur J—es ; 2] of sur -2 ; 4 cof of :

_ 36
T (Bx+6)°

Dérivée d'une fonction rationnelle ;
3x¥-4v+ 5
X +1

X >

! 1 étant un nombre rée 1
3xid4x+5
A2

, s est dérivable sur B ci :

( 2-dx+5) (% 41) — (x241) (302 —44+5)
(x241)?

_(Bx —4)a%+ 1) — 2x (3x2— 4x + 5)

| I (a241)2

! _ 4l - x=1)

3é—4. 4'+":)‘ (3=
x4
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[a fonction fest "inverse de (& fonction x — iy
dérivable sur |0 : 40| qui ne s'annule pas sur IO +oo|.
Done fest dérivable sur J0 @ +eof ot :

f'”t' — lan A

{tan x)' = ( $in \)

_ la fonction fest lo quotient des fonctions sin ot cos dérivahles ( 'l? “] i il S
sur ¥ : pour tout nambre réol différent de (2k + l)— o WLE) OO - s £
cost x
k étanl un nombre entier relatil. 1a fonclion cos est nen nulle, ot + siite a5t

Dou: f est dérivable sur toul intervalle du type suivant B iy R =
coséy cosiy
][')f\.-'l]u (1\1-'1] = ke Z) ot oy e dhaetd

fix — '13':
La function fest Nionverse de la fonclion v+ X7,

dérivable sur & el ne s'amnule pas sur R

Hond fest dmvabie SUT J=o ; O} et sur ]0 $oof 6 2

Fag wnnt b . lc %0 ( cu-+b) [(I‘.H-b] (w-r-rf) — (e +¢£] {cev+h)
ex el ex+d (Ccxwed)*
La fonclion fest une lonction homographique. _ ulextd) — elaxth)  wd = be
a; P {cesed)? {eetd)?
Done fest dérivable sur froo s — 2] ot sur =324 #oo] oL T

2B Dérivée des fonctions x — gloue + )

{n df-mnn!re of nons admeu orts le mro

riéré suivante @

9 ’.—‘.‘ ::1[’ X+ Bl

5 () = ag'loa + B}
E.wmp!es
frx — sin [ax + b) : fiix o aos (ax +h)
frax = cos (wr +b) ! fP:x = —asin (ax + b}
fix = y[ax +d) g fixrm — -
2ilax+h)
L]
ercices:

2.0 Dans chacwi dos cas ci-dessous, déterminer la 2.6 Dans chacun des cas ci-dessous, détecminer Ta
derivie /7 de la fonction f dérivée fde la Fonction £
[1}]’-1:—)51‘3 Faor 22 [‘llfr-—}—l——--

(2) frx o [Z.k'i- ¥ ‘ y3x+3

I-”f X oEY. xfos.\ . [2]}'.!‘“‘*51114.\}((.083.\':
¥ £ 2 t Hy

. W) x> ton oe- 5,

a4 q
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Le plan est muni du repere (O, 1, J). On considere
la fonction g dérivable et croissante sur la ; bl, de
courbe représentative (€;). Aux points de (%
d'abscisse x;, x,, x;, x, sont tracées les tangentes
(D,), (D,), (D), (D,) & [‘@g)-

(Dg) o—
]
( DQ}{_, //
by 7
(02Y) 4 \
T |
O | a X4 Xo Xy X4 b

e Observer les tangentes a (‘4.) et déterminer le
signe de leur coefficient directeur.

¢ Compléter le tableau suivant :

Abscisses x; X, Xy

Signe de g’(x;)

e t sens.de vangt

e 5 arlahon d’une m"'ncuon denvable'.-dépend t-il du signe de sa denvee 2 ki ]

Le plan est muni du repére (O, I, J). On considére
la fonction h dérivable et décroissante sur ]a ; b[,
de courbe représentative (6,). Aux points de (%)
d'abscisse x,, x,, X;, x, sont tracées les tangentes

[Ll] [Lz) U—‘g] [ ]a(ﬁh)
=3 (L)

\

\.\;Lﬁ
N
i\\w
T | S
Ol |a x x x5 X b

® Observer les tangentes a {€,) et déterminer lg
signe de leur coefficient directeur.

e Compléter le tableau suivant :

Abscisses x;
Signe de h’(x,)

iy Xs Ay

 Vérifier que sa dérivée f’ est définie par:

X

f'x)=(c+1)(x-3)

Signe de f’(x)

* Compléter le tableau ci-contre,

variation de f

Sens de

]
I
s

On démontre et nous admeﬂons les propriétés suivanies :

T—n-q»r.-uﬂ

'Ja-.+$=

R

f est une fonc’tmn déuvable sur un intervalle ouvert K

[’ est positive sur K si ef seulement si
[’ est négative sur K si ef seulement si
[ est nulle sur K si et seulement si

f est croissante sur K.
f est décroissante sur K,
f est constante sur K.
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- re ~ T g -'I-F‘- = il - ra ':#E ?—J-&'w. ! ﬂ-&——h—-—-"‘;l --F—%ML -
f est une fonction dérivable sur un intervalle ouveri K.
Si f” est striciement positive sur K alors f est sirictement croissante sur K.
Si f* est strictement négative sur K aiors f est sirictement décroissante sur K.

Remarque \
La réciproque de la propriété 2 n'est pas vraie car il existe des fonctions strictement croissantes sur K dont
In dérivée n'est pas strictement positive sur K.

Par exemple la fonction x ~ x° est dérivable et strictement croissante sur R et cependant la dérivée s'an-
nule en 0.

==

Ftudions le sens de variation de la fdﬁdigﬁ pdlyn'ﬁm'e; f déﬁhié_ -.pa[___' : ﬁ.ﬁ:’)_ =—x3 + 3x-2_: -3,

Ensemble de définition

D;=R il [0] 2] +-
Détermination de la dérivée e = E)j i [(:):l -
£ est une fonction polynoéme, elle est donc dérivable ) ‘jﬁj
sur R et sa dérivée est la fonction polyndme f’ définie e )
par: f'lx)=-3x% + 6x flx) N P
= 3x(2 ~x) X\ EE >

Signe de la dérivée et tableau de variation
. fx)=0 & lk=0oux=2]

e g g KT S e I P 8T P T S G S G A hu
i o o o TS o PP b
3.0 Ondonne lqa fonction polynéme f définie par : 3.c  On donne la fonction rationnelle f définie par :
f) =% —2x?-6x +7. JC(I]=M_
xr—1

Etudier le sens de variation de f Etudier le sens de variation de f.

3.b  Ondonne la fonction rationnelle f définie par : Vd G T Bction fddiniener:

x2-2x-4 ;
flx) = o R flx) =v3x—4.
Etudier le sens de variation de f. Etudier le sens de variation de f.

_..3.9. Extremum relatif d’'une fonction

m ou un maximum relaht

On considere la fonction polynéme f de l'exemple précédent,
définie par: flx) = —x® + 322 - 3

X =00 Eé:l (A _ @ b +o0o
f’(x] - o g

f )




La fonction f admet un minimum rela@iiew bib li8-S8Ci6ACES \6rgl! on 2

Examinons le comportement de la fonction f dans un intervalle ouvert contenant 2.
De plus sur le tableau de variation on constate qu'il existe un intervalle Ja ; bl de centre 2 tel que :

pour tout x élément de Ja; 2[, f'(x)>0
pour tout x élément de ]2 ; b[,. f'(x) <0.
On dit que f’ s'annule en 2 en changeant de signe.

» Monter de méme que f’ s’annule en 0 en changeant de signe.

On démontre et nous admettons la propriété suivante.

Propniéte 1

; R

_appartenant 3 K,

tremum relatif de la fonction f si ef seulement si ' s'annule en x, en cha

dénvablesnr un intervalle ouvert K,

3

nutdeéugne

a [x,] b | Q\aiZe b /

e, £ e

x | a f X8 b x
f’x) +'[U]— f(x) - |0]+
o alEEaED T | /e
x, est un maximum relatif

Remarque
Une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K x | a
qui s’annule en un élément x, de K n'admet pas ')
nécessairement un extremum €n x,. e
C'est le cas de la fonction cube : x — x° f&x) I —=

szmsssmExemple

o

+ [0} + 7{

On donne la fonction polyndme f définie par : flx) = - 3t +4x® - 2.
A I'aide du tableau de variation déterminons, s'ils en existent, les extremums relatifs de f.

Détermination de la dérivée
(~3x%+ 43 - 2) = 12x%(1 - x)
f est la fonction polyndme définie par :

f'(x) = 12231 - x)

Signe de la dérivée et tableau de variation
f')=0 & [x=00ux=1]

Extremums
Le tableau de variation de f indique que

r 7= _MOF « [ifib+-
flx) + '[i:[ + |:E£|_-i =
fx) S ~1

f’ s'annule en 1, est positive sur |—ee; 1[, négative sur 11 ; + [. Donc f’ s'annule en 1 en changeant de signe.
f* s'annule en 0, est positive sur - ; o, positive sur |0 ; 1[. Donc f’ s'annule en 0 sans changer de signe.
fadmet un maximum en 1 et n'admet pas d'extremum relatif sur ]— e ; 1[ ni sur 11 ; + e[,

X eTCiCes B s a5 AR

3.e On donne les fonctions polynémes f, g, b, défi-

nies par :
W )
ﬂx)_ 4 T

glx) = %+%—%x"‘+&r-—7;

h S

x"'——%+5x+1;

x3 x?
hix)="—+ —+x + g;
(x) 3 2% =
Déterminer, s'ils existent, les extremums rela-

tifs de chacune des fonctions f, g, k.
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L]

__TP1 Tangente a un demi-cercle, aspects analytique
et géométrique

Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
Le demi-cercle (4) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f de R vers R définie par:
A est le point de (€) d’abscisse @ (¢ =3 et a # - 3), ] . |
o Démontrer que f est dérivable en a et f{a) = ————. -3x o te 3

98 = 3 .
 Démontrer que la droite (D) passant par le point A(a : f(a.]) est orthogonale a (OA). Conclure.

13
UL RNt PO ! |

. Approximations

Une configuration remarquable en analyse

Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).
La courbe (@) ci-contre est la représentation graphique d'une fonc-
tion f dérivable sur un intervalle ouvert K contenant a et a + h, (h fa+hy
étant un nombre réel aussi petit que I’on veut en valeur absolue). E
A est le point de (€, d’abscisse a ; Harer' Bk
(A,) est la tangente en A & (€ fa)
M est le point de (¥ d’abscisse a + h.
La configuration remarquable ci-dessus traduit la position de (6] et €z
(a,) autour de a. Elle illustre la méthode suivante d’approxima ion: ‘ /
que nous admetirons :

pour tout

h proché ds 0_, f[a+h)_; fla) + fla)h | @)

i

Application

! Trouver une valeur approchée de chacun des nombres réels suivants ; comaparer les résultats obtenu:
i avec ceux affichés par la calculatrics -

: _ 7 R 1
(1) (5,998)% (2) /1,076 () gao7

pour le (1]

Ona: (5,998)*=(6- 0,002}
On-considere la fonction f: x> x?

On pose: a=6, h=0,002

donc:  fié —0,002)% = f{6) + f(6) x 0,002.

G
15| Information historique
el

La notation f* qui désigne la dérivée de la fonction fest due au mathématicien et astronome fran- |1
iﬁ"‘ gais Joseph-Louis LAGRANGE (1736 - 1813). Il créa la géométrie analytique. E

@

O PR PR R
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APPRENTISSAGE

D' ¢rivabilité en a
Nombre dérivé

L Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion de R vers R définie par son expression explicite.
A P’aide du taux de variation de fen 1, étudier la déri-
vabilité de fen 1.

(1) ixy=—-2x+7 (4) Ax)=yx + 1

(2) fix) = 3a2 + 5 (5) ) =9
(@) fix)=x3-19 (6) flx) = 121

Etudier la dérivabilité en 0 de chacune des
fonctions ]? g, h, définies par :

= |27 g =xlel 5 b =iTx]
3 On donne la fonction f définie par :
{poquEB flx)=x+1
pour x < 3 fix) = ax? - 2x

Déterminer le nombre réel @ pour que fsoit continue en
3. f est-elle dérivable en 3 pour cette valeur de a ?

Le plan est muni d"un repére orthogonal.
Dans chacun des cas de |'exercice 1, on désigne par (€
la représentation graphique de la fonction f.
Construire la droite (A), tangente 4 (¥) au point
A(i ; fi1)}. Donner le programme de construction.

Donner une équation de (A).

Le plan est muni d’un repére orthogonal.
Représenter graphiquement chacune des fonctions f, g,
h, de l'exercice 2, traduire graphiquement les résultats
obtenus.

Fonction dérivée

6 Démontrer que la fonction f de R vers R définie
par:  fi) = |x|x?
est dérivable sur R,
Déterminer f7.
Dans le plan muni d'un repére orthogonal, construire
les représentations graphiques de fet de f.

Démontrer que la fonction f de R vers R définie
par: flo) =x%ix
est dérivable en 0 et sur 10 ; + <[,
Déterminer f'.

Le plan est muni d'un repére (O, 1, ]). La cour-
be (@) est la représentation graphique de la fonction f
définie par : flv) = 2% — 22% + 2x.
Démontrer gque la droite (A) d’équation y = 2x — 1
est tangente en deux points de la courbe (€).

Opérations sur les fonclions dérivables

f étant une fonction polynéme, déterminer sa
dérivée f' dans chacun des cas suivants,

- Exercices?

(1) fix)=-3x+1
(2) fo)=-32+Lx-2

(8) fly=(Bx-2p

4) fo)=2c2+6x—1

(5) floy=0(2-1)*

(8) flx)=3x(x—4)% (3x + 1)°

(1) f)=—gat+ LxdoLathxos
(8) fix)=(2x+1)*(1-5x)*

(6) flx) = x3+ 322 - Sx-5

(10) flr)=xr -2 + 32 -7

(1) f)=-3x8-5x2+ Lx-2

(12) flx) = 2% + 4x = 3)°

f étant une fonction rationnelle, déterminer sa
dérivée f' dans chacun des cas suivants. Préciser l'en-
semble ot fest dérivable. .
Jx+2

W) f) = 52 6 fx)= 53—

(2) fl) = =2 ) foy=s LS
(3) flooy= X2 ® = =gy
@ f0 - e (9) fle)= ;%"735]%

) [0 = 7o (10) ) = S

fétant une fonction de R vers |, déterminer sa
dérivée dans chacun des cas suivants. Préciser l'en-
semble des nombres réels ot f est dérivable,

W f)=dx-a+ =2 (&) f)=li-mg

o) j{x]=3x2—‘1+-g— (5) flx) = x + %

6 fn ==
VX

(3) fie) = x2x + 2=
Jx

12
fétant une fonction de R vers R, déterminer sa
dérivée dans chacun des cas suivants. Préciser 'en-
semble des nombres réels o fest dérivable.

(1) flx) = 2cos?x—3cosx+1  (5) fly) =2x-cosx
(2) flx) = sindx + cos’x (6) flv) =xsinx

2sin x _ sinx

(3) fix) = g (7) flx) = =
(4) flx) =sin?¢cosx—3cos®x (8) flv) = L
1+tanx

f étant une fonction de R vers R, déterminer
sa dérivée, dans chacun des cas suivants. Préciser I'en-
semble des nombres réels ou fest dérivable.

(1) flx)=y2x -3 (5) flx) =sin 3x
(2) fr)=x-2x+3 (6) fix)=tan 2x
(3) fix) = — (7) Ax) =sin(x+1)
V3 - 5x
4) fx) =xjx

(8) flx) =cos (3x+2)

Dértvation
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1%ms chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion polyndme écrit sous forme factorisée.
Donner une forme développer et réduite de flx).
Déterminer la dérivée f* de f, de deux maniéres diffé-
rentes. .
(1) flry=x+1)*(3-2x)
(2) fix) = (4x?~5) (x+9)

13Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle qui admet un schéma de calcul séquen-
tiel.
Ecrire flx) sous forme canonique.
Déterminer la dérivée f* de f, de deux manieres diffé-
rentes.

_ 1-3x _2x%-5
B M=5 _—3 (3) fid) = -
(z) ﬂx)=4xz+7 (4) fix) = 25x% + 30x + 3

x+1

1 ‘Dans chacun des cas suivants, fest une fonc-
tion qui peut s’écrire sous la forme:
flx) =ax + b + glx)
Ecrire flx) sous cette forme.
Déterminer la dérivée f* de f de deux manidres diffé-
rentes.

_ 22?4 5x—2 Lo+l xrl
(1) fix)= Sh e (8) fla) = — )
(2) f{,t):_xe”‘::__%ﬂ (@) ﬁx)=i":13

1 1)" et g sont deux fonctions polynémes définies
par :
fix)=5x2+3 ; gxl=x+2
Déterminer la dérivée de chacune des fonctions sui-
vantes ; préciser les ensembles des nombres réels ot ces

fonctions sont dérivables. e i .i
f-g & +3 i B F ¢ 5 + ¢
18

f étant une fonction polyndme, calculer les
nombres dérivés dans chacun des cas suivants :

(1) f(2) et f'(-2) fix) =22 -5x-3

(2) (@ et f'(4) i f)=2x%3+3%-x+5

@3) f'(3) et f(=3 fl)=at- -4+ x+2
4) F(2) et f/=v2) ; fl=-23-3x*+2

19}‘ étant une fonction rationnelle, calculer les
pnombres dérivés dans chacun des cas suivants :

WPED et f) ;M= e
) f=2) et '8 : fa)= 25:31

’of gétant une fonction de R vers R, calculer les
nombres dérivés en a, dans chacun des cas suivants :

(1) flr)=3x*+5x2+1 : a=-2
_3x—1 .
@ fX=2r3 p At
" 4 ey
(3} ﬁx]_zrz+_x2+1 ;. a==-1
(4) ﬂx]=x"3x+5 . a=90
oz 1 _
&S e 5 =
(6) flx)=cosx+sinx : a:%

106 Dérivation

Qi@".l—c,u%aig—!ll%«il‘i.1:+1 : a=_‘-§_

‘ (8) flx)=(x*+1)tanx : a=%
(9) Ax)=sinxr-3sinx ; a= %’E
(10) fix) = cos {x — 2) 3 a=1:;—+2

21 f étant la fonction rationnelle définie par :
r—a
fx) “x+a’
déterminer le nombre réel a pour que la fonction f ait

un nombre dérivé en a égale & %—
28, plan est muni du repére (O, I, ]). On donne

les représentations graphiques (€], (€., (@) des fonc-
tions f, g, h.

]

Les représontations graphiques suivantes sont, dans le
désordre, celles des fonctions dérivées £, g', A’. -
Préciser pour chacune de ces courbes de quelle fonc-
tion dérivée elle est la représentation.

O] O] 5

|

-

Dérivées successives .

Vi

3

2381‘ la dérivée f’ d’une fonction f est dérivable
sur un intervalle K, elle admet une dérivée, appelée
dérivée seconde de f et notée [, ;
Si f” est elle-méme dérivable sur K, elle admet une
dérivée, appelée dérivée troisiéme de f et notée [
Ainsi de suite pour la dérivée quatrieme (™" ou f&),
cinquigme (f” ou f®),...

1. Pour chacune des fonctions f suivantes, calculer les
dérivées successives jusqu’a obtenir la fonction nulle :

(1) flx)=32—-5x+1
(2) fid=xA-a®+x?-32-1
(3) flx)=—3x%+6x2—-5x+7
(4) fl=>+33-7x+4
2.0On consicilére la fonction f définie sur R — (1} par :
f) = —

x—1

Calculer f'(x), f(x), f(x) et f3)(x).
a"Vérifier qu’un polyndme P(x) du 2° degré peut
P
s'écrire : £2
Plx) = P(0) +x P'lx) + > P”(0).

Vérifier qu'un polynéme Q(x) du 3° degré peut s'écrire :

Q) = Q)+ x Q) + 5 Q')+ Q1)
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25 Le plan est muni du repére (O, 1, J). On donne .

la fonction polynéme f de R vers R définie par :
fR)=x*-3x2+4

1. Démontrer que la représentation graphique »[Eﬁﬂ de f
coupe (O] en deux points A et B dont I'un a pour abs-
cisse —1. %
2. Déterminer les équations des tangentes & (€ f] en A et
en B.

26 Le plan est muni du repére (O, I, J). On donne

la fonction polynéme f de R vers R définie par :
) =3 —x-1

1. Déterminer le point de la représentation graphique
[‘6)3 de f, ol la tangente a [‘6,,} est parallzle & la droite
d'équation : y = 11x - 3.
2. Déterminer le point de la représentation graphique
(@) de f, o1 la tangente & () est perpendiculaire 2 la
droite d'équation : y = 2x + 5f
3. Contréler graphiquement les résultats obtenus.

27 Le plan est muni du repere (O, I, J). On donne

la fonction polyndme f de R vers R définie par :
fix)=x-2x%+ 1 5

1. Déterminer les points de la représentation graphique
(6] de f, ol la tangente & () est paralltle 2 la droite
d'équation : y = 7x— 8.
2, Déterminer les points de la représentation graphique
(@) de f, ol la tangente & (6 est perpendiculaire 2 la
droite d’équation : y = x + 3.

Application de la dérivée

Sens de variotion d'une fonction dérivable

28Dans chacun des cas suivants, étudier le sens
de variation de la fonction polyntme f:
(1) flx) =3x2-5x 4+ 2 (2) Ax)=—22+x-3

B) lr)=-33-+1 (@) flg=xt-2e2+1
(5) fix) = - Ta2 +x -2

(6) flx =——%—x“+%x3+2

(7) flx) = S+ 2x3— x5

(8) flx) = (x? + 1)(5x~7)

2%ans chacun des cas suivants, étudier le sens
de variation de la fonction rationnelle f définie par :

() fl) = =2 L (2) fiy=x+3+

x—-1

30Dans chacun des cas suivants, étudier le séns
de variation de la fonction f de R vers R, définie par :

s s = .
(@) flo) = Ex + 1 @) i) = =

Extremams rolatifs

3 Dans chacun des cas suivants, fest une fonc-
tion de R vers R. Déterminer, si il en existe, chaque
extremum relatif de f, et préciser le nombre réel ou il
est atteint.

(1) f) =x* + Lt - 4x 5

CIONCAS.OME, 5,2 4 4c—7

4 2
(8) i) = -2+ 2 —ax+1

(4) fix)=— %“Ia +§+3x—-1

8 “@
(5) j(x}-.:c-k:-}+":T1

6) fx) =2 +2%-x~1

32 1¢ plan est muni d'un repare orthonormé (O, 1 ).
(%) est la parabole d’équation y = x* —1.
Déterminer les coordonnées des points de (%) dont la
distance a I’origine du repére est minimal.
(On pourra construire () et on recherchera le mini-
mum de la fonction qui, a I'abscisse de chaque point de
(], associe le carré de sa distance & 0).

Appraximations i

Utiliser le résultat suivant, vu en TP2 :
sih=0 alors fla+h)=fla)+ khf'(a).

33 Trouver une valeur approchée de chacun des
nombres suivants et comparer les résultats obtenus 2
cewr affichés par la calculatrice.

(0,999)* ; (1,048)° ; (0,98)* ; /0,998 ;
1 : 1
1,024 ' 1,0123°

APPROFONDISSEMENT

34]‘ étant la fonction de R vers R, calculer les
nombres dérivés dans chacun des cas suivants,
1) ff8) et 12 3 fl)=l1+x| +202
(2) f'=2) et f'0) ; floo=l1-22]-x

a3 f et g sont deux fonctions poiynﬁmes définies

par :
flx] = Bx + 1(2x -1) ;
Comparer leurs dérivées f' et g°.
Retrouver le résultat obtenu a 1'aide de flx) — g(x).

gx)=6x2—x+9

36Il‘ouver trois fonctions admettant pour déri-
vée la fonction polyndme :
x> 3x% 4+ 10x+ 7
Quelle est celle qui prend lavaleur 9en 2 7

3 &Jans chaque cas suivant, trouver la fonction f
définie sur R qui s’annule en 1 et dont f' est la dérivée :
(1) flx)=3x-1 (2) fllx)=x~3x2=7x+1
(3) fFX)=a2-5x+7 (4) fl)=—x*+ 223 +5x% -8

3%‘ompurufsqn de fonctions
Vérifier que :
si h est une fonction croissante sur l'intervalle [a ; b{
et h(a) 2 0 alors h est positive sur [a ; bl.
En déduire une méthode qui permet de comparer deux
fonctions fet g sur [a; bf.
Application
Comparer les fonctions fet g, dans chacun des cas sui-
vanis :

W f=L+a2 ;o g=F-E_ X
@ fl=%+2 o gl)= Zed 1

Dérivation1 07



39 Factorisation de polynéme
P(x) est un polyndme.
1. Démontrer que si P(x) est factorisable par (x — a)?,
alors Pla) = P'(a) = 0.

2. Démontrer que si P(a) = P’(a) = 0. alors Plx) est fac- :

torisable par (x — a)?.

3. En déduire une caractérisation des polyndmes facto-
risables par [x — a)®.

Application

On donne P(x) = x* — 5x® + 2% + 15x - 9.

Démonirer que P(r) est factorisable par (x — 3)% et
résoudre P(x) = 0. J

A0 pP(x) est un polyndme du troisidme degré
admettant trois zéros (distincts) ., 3, 7.
1. Donner une écriture factorisée de P(x).
2. Démontrer que la fonction polynéme P admet en @,
B. v, des nombres dérivés ditgérents de zéro.

: ; o ¥
3. Démonlrer que =0 A ) + N 1]
Dériver la forme factorisée de P et exprimer P'(ct), P'(B],
P)...

&1 On donne le polynéme P(x) défini par
Plx) =4x® —11x% + 10x -3
Démontrer que P(x) est factorisable par (x — 1)2.

A% u et v sont des fonctions dérivables sur un
intervalle K et telles que pour tout x de K, v{x] # 0.
On considére la fonction de R vers R définie par:

_ ulx)
=
1. @ étant un élément de K, démontrer que :

u'(a)

si f'{a) = 0 et v'{a) # 0 alors fla) = 1
2. Application via]
On considére la fonction rationnelle g définie par
2x% — 2% + 1

8lx) = x*-1
Déterminer la dérivée g de g et vérifier qu'elle s'annu-
le pour trois valeurs 0, a et b.
Calculer g(a) et g(b) de maniére performante.

83 1eplan est muni d'un repére orthogonal (O, L, J).
On corsideére la fonction rationnelle f définie par :
— 2x2
fo) = 3x -1
(€] est la représentation graphique de f.
Cziiculer de manidre performante les ordonnées des
points de (€4 pour lesquels il existe une tangente paral-
18le & (OI).
Utiliser I'exercice précédent.

Utilisativn de nombre dérivé pour calculer des limites

&8 On donne la fonction numérique f définie sur
[2 ;4 o] par: flx) = jx — 2
Déterminer la dérivée f* de f.

D
En déduire : lim pEE Aol
x=3 x—-3
A3 En procédant comme dans 'exercice n® 44,
calculer :
e
(1) lim vox +4—12

x—=0 x Xx =>4

108 Dérivation
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‘-?—2.1: ~J5

Jax -5 -1

(2) lim g

xX—+—=2 [4) 1—@2

X2
B& Exprimer sin 2x en fonction de sin x et cos x.
sin 2%

Calculer : lim
Xx—=0 X

Gourhes tangenies

On dira que deux courbes soni tangentes au point A
lorsqu’elles passent par A et admettent la méme tan-
gente en A.

&7 Le plan est muni d"un repére orthanormé (O, L, J).
On considere les fonctions polyndmes f, g, h définies
par: fl)=x ; glx)=3x%—-4x+2

hix) = — 2x% + 6x — 3.

1. Démontrer gue les représentations graphiques de
chacune de ces fonctions passent par le point A(1 ; 1) et
admettent en A la méme tangente (D).
2. Déterminer une équation de (D) et étudier la position
relative de chacune de ces représentations graphiques
par rapport a (D).

&8 Le plan est muni d*un repére orthogonal (O, 1. ]).

On considére la fonction polynéme f,, définie par :

£0) = me? & (2 - 4m)x + 4m [m € R\ (0; 1]
1. Démontrer que :
~ les courbes (%,) et (6,) ont en commun un point A
dont on précisera les coordonnées;
— les coubes (%,) et (6,) sont tangentes en A a une
méme doite (D) dont on donnera une équation.
2, Démontrer que lorsque m décrit R\ {0 ; 1}, 1a cour-

be (%,,) passe par le point A et est tangenté en A & la
droite (D).

Courbes orthogonalas

On dit que deux courbes sont orthogonales en A lors-
qu’elles passent par A et admettent en A des tangentes
perpendiculaires.

49 Le pian est muni d'un repere orthonormsé (0, 1, J).

On considére les fonctions f et g définies par :
flx) = ti_a ; g)=Jx+b

1. Déterminer les nombres réels a et b pour que les
représentations graphiques (6) et (6,) aient en com-
mun le point A(0 ; 2).
Démontrer que (€ et [‘Gg} admettent en A des tangentes
(D) et (L) perpendiculaires.
2. Construire (‘Qf}, (% g}‘ (D) et (L).

50 Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1 ).
On considére la fonction rationnelle f et la fonction
polynéme g définies par:

fix) = x1+1 i gx)=a+bx+c

1. Déterminer les nombres réels b et ¢ pour que les
représentations graphiques (€,) et (€ 3) aient le point ]
en commun et admettent en ]’des tangentes (D) et (L}
perpendiculaires.
2. Construire {‘BJJ, [‘&g), (D) et (L) pour chaque solution
trouvée.

Recherche d’extremum
51 On consideére 'équation : :
(E) *+(2-a)Jx-a—-3=0 [aER]L
1. Démontrer que (E) admet 2 solutions x’ et x”.



2. Déterminer a dans les cas suivants :  www.biblio

-scientes:okgs variations de .

a) la somme x'% + x"% est minimale ;
b)la somme x'x™? + x"x"? est maximale ;

c) la somme 1;2 + _:-'-z est minimale.

PROBLEMES | |

Prablémes d'optimisation

52 On considere un rectangle de périmétre 12 cm.
On note x et i les mesures (en cm) des cétés de 1'angle
droit.
Démontrer que I'aire du rectangle est maximale si c’est
un carré.

53 1. gérant d’'une salle de cinéma a remarqué
qu'en faisant payer 1 000 FCFA la place, il pouvait
compter sur 500 spectateurs et que chague baisse de
100 FCFA lui amenait 100 personnes en plus.
Combien doit-il faire payer la place pour obtenir un
bénéfice marimal et quel est ce bénéfice sachant que
chaque séance lui cofite 100 000 FCFA de frais fixes
(location du film, personnel, éclairage,...) ?

54 un taxi-brousse consomme. par houre, un

nombre de litres de gas-oil égal & ol » est sa vi-

2p?
1 000
tesse en km/h. Le gas-oil coiite 275 F le litre et les
charges fixes s’él&vent 2 58 800 F par jour.
Quelle est la vitesse la plus économique pour un voya-
ge de 100 km effectué sans arrét ?

55 mr Bamba, artisan télier, désire fabriquer des
cantines métalligues avec du métal de récupération
qu'il achéte par plague, 2 2 200 FCFA le m?. Une canti-
ne est un parallglépipede rectangle de longueur 1 m et
de volume 0,25 m3.

Déterminer la largeur et la hauteur de ces cantines pour
que son prix de revient soit minimal.
Calculer dans ce cas le prix de revient d’une cantine.

36 Un stade de football peut accueillir 80 dbo
personnes.
Les charges fixes de fonctiommement du stade sont de
1D 000 000 FCFA par match et les charges variables
sont évaluées a 500 FCFA par spectateur,
Le nombre x de spectateurs est une fonction affine
décroissante du prix p du billet d’entrée définie par
x =—25p + 80 000.
1. Déterminer quel doit &tre le prix du billet pour cou-
vrir les dépenses et avoir le maximum de spectateurs.
2. Déterminer quel doit étre le prix du billet pour cou-
vrir les dépenses et avoir un bénéfice maximal.

57 Mr Youssouf veut créer dans une grande sava-
ne, une ferme de deux hectares de forme rectangulaire.
Comment doit-il choisir les dimensions de sa ferme
afin de minimiser le cofit de la cléture ?

58 On donne un cylindre de révolution de volu-
me ¥, ayant pour base un cercle de ravon x.
Exprimer en fonction de x et de % la hauteur h(x) et I'ai-
re totale &(x) de ce cylindre.
On considere la fonction o : x —>sl(x).

Dresser son tableau de variation, vérifier qne la fone-
QV

tion & admet un minimum en a tel que a® = =~

2. Quelle est la hauteur de la boite cylindrique de volu-
me ¥ ayant une aire minimale ?

39 Avec un £l de lon- X
gueur [, on forme un triangle v -
équilatéral de coté x et un T
carré. ;
On désigne par dfx) la
somme des aires du triangle
et du carré.
1. Exprimer #(x) en fonction de x et de L
2. Pour quslle valeur de x, #{x] est minimale ?

Quelle est alors la valeur de —'E:—?

60 .. plan est muni d'un \
repére orthonormsé (0, L, ]).
On considére le point A(3 ; 1)
et une droite [D) “assant par A.
(D) coupe JOI) en BetlOenC.
Trouver une équation de (D)
pour laquelle le triangle OBC a
une aire minimals.

"1 Le bouchon d’un fla-

con de parfum est un cone de f ¢palssel
révolution dans lequel est : négligeat
creusé un cylindre droit sni- 91 .

vant le schéma ci-contre : :

Calculer x pour que le volume gl "y
du cylindre soit le plus grand ST

possible.

b Un paysan désire clgturer un terrain rectangu-
laire situé le long d'une riviere (supposée rectiligne a
cet endroit) pour parquer ses chidvres pendant la nuit. Il
dispose pour cela de 200 m de grillage et ne pose pas de
clature le long de la rivigre.

Déterminer les dimensions du terrain d'aire maximale
que ce paysan peut cl8turer avec ses 200 m de grillage,

62 ABG est un friangle A
équilatéral de coté a.
MNPQ est un rectangle inscrit
dans ABC.
On pose MN =
1. Calculer I'aire du rectangle —
MNPQ en fonction de x. BQ H PC
2. Déterminer la position du point Q pour laquelle I'ai-
re du rectangle est maximale.

64 u, producteur de jus de fruit envisage de
conditionner ses jus dans un récipient en carton obtenu
par pliage et assemblage d'une feuille carrée dans
laquelle on a découpé deux bandes de méme largeur.

[

s Jus
de de
frot FTut
| P 'x
36cm
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Le cdté de la feuille mesure 36 cm st la 1axgva‘Nu:r‘—'glizbl'atLIC

bande découpée est x (en cm).

1. Déterminer en fonction de x, le volume V(x) d’une
brique de jus. Tracer la courbe d’équation y = V(x).

2, Pour quelle valeur de x, V(x) est-il maximal ?

3. Trouver la valeur de x, 2 0,1 cm prés, pour que la
contenance d’une brique soit d’u& litre.

Utilisation des approximufions
&0 Coiit Marginal
1. En francs CFA, le cotit de fabrication de n objets par
une entreprise est : 1 000 + 100 + 0,1n* [n € N*].
Calculer le cofit de fabrication de 1 D00 abjets, de 1 001
objets.
Calculer 'augmentation du cofit de fabrication corres-
pondant 4 la fabrication du 1 001® objet.
2, Dans la pratigue, on considére la fonction cofit, défi-
nie de R vers R par:
Clx) = 1 000 + 100x + 0,142
Exprimer en fonction de x le coit de fabrication de
(x + 1) objets.
Calculer 'augmentation du coiit de fabrication corres-
pondant & la fabrication du {x + 1]° objet.
Clx + 1) — C(x) est appelé le colit marginal au rang x.
Déterminer la dérivée C’ de C.
3. [l est d’'usage de prendre C'(x) comme valewr du cofit
marginal au rang r .
Quelle est 'erreur commise ?
A I'aide de C’(1 000), contrdler le résultat obtenu dans
la question 1.

$6Mécanique Relativiste
On désigne par m, la masse d'un corps au repos, ¢ la
vitesse de la lnmigre, m la masse de ce corps a la vites-
se o, :

(1) :

=

.
-2

Liénergie cinétique E d'un corps est donnée par :
2) E = (m — mg)c?

. 110 Dérivation
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-SCIENCES-0lD.i ':” est suffisamment petit, on a:

(3)

E= %mtzz
2
(Poser f:?: x et utiliser la fonction f ci-dessous pour

trouver une approximation de E pour x assez petit.

___1 -1

a—-x
Les formules (1) et (2] sont utilisées en mécanique rela-
tiviste ; la formule (3) est utilisée en mécanique clas-
sique. On remarque qu’elle est une approximation de la
formule (2). :

$7Madame Fatima, boulangére, veut construire
un four en géobéton, formé d'un cylindre droit d’épais-
seur h de hauteur x, recouvert d’un céne de revolution
de hauteur 3-d'épaisseur k, conformément au croquis
ci-conire.
Exprimer en fonction de x le volume intérieur V(x) du
four.
Exprimer k en fonction de h.
Exprimer le volume total V(x + h) du four en fonction
de x et de h.
Donner en fonction de h une appraximation de la quan-
tité de géobéton nécessaire & la construction du four.
Application numérique
x =1 (en matre), h = 10 (en cm).
Calculer % et le volume de géobéton nécessaire a la
construction du four.

1=t fa
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=xtension de la
“ notion de limite

4
L homme de F'antiquité et du Moyen-Age qui ne faisait ses observations qu'a I'ceil
nu ne pouvait imaginer ce que cachent l'infiniment grand et I'infiniment petit !

J
L exploration de I'infiniment grand démarre
aux environs de 1610 avec GALILEE qui scrute le
ciel a Vaide d2 luneties grossissant 30 fois.

De nos j8urs, lss Wﬁ"s '
copes. L& lus pudsani es

(USAT GO BB rmi erepoum" i
milliard nnées-bMvéle i
golaxies ...

Le iélescope élecironique dont on instafle un spé-

cimen & Saint Michel de Provins est encore plus
puissant. ;

© CNRSLAL

7
L exploration de l'infiniment pefit démarre vers
1350 avec des bésicles, verres grossissanfs. Le

ricroscope opfiqueliitéio XVille siécle,

se pPerfectiorme dep recule 188 [imites
observables de [nf; [ . ophoto- B
+ Pty ity W e . [
graphie en ulfra-viOlere cope électro- &
nique améliorent considérablement cefte observa- -E
tion ... 43
3
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__1.1. Limite infinic en a — Notion d’asymptote verticale

smme=ma Limite infinie en «

R e i e i = S ST S Y

Le plan est muni du repére (0, T, J):
On considére la fonction rationnelle h définie par :

h(x) = o ; . {
de représentation graphique (%), d'ensemble )
de définition R \ {2} = ar -

3 |

On veut étudier le comportement de la fonction b g
~ pour des nombres réels de plus en plus proches de 2. O

s Que deviennent les images h(x) lorsque x prend dans D), toutes les valeurs suffisamment prochesde 27

A I'aide de la calculatrice,
calculer les images par k d'éléments de Dy, choisis de plus
en plus proches de 2.

|

A I'aide du graphique,

M étant un point de (6) et x son abscisse, on peut observer

que, lorsque x prend dans D, toutes les valeurs suffisam-

ment proches de 2,
— Je point M se rapproche de la droite d'équation x =2 ; Rl :\

— I'ordonnée h(x) de ce point M prend des valeurs de AT
plus en plus grandes.

+ Comment choisir x pour que h(x) appartienne a l'inter- / gl 0 " % _
valle |B ; +«[ , B étant un nombre réel strictement positif, ————] ol -
aussi grand que I'on veut 7 0 I P

On pourra déterminer graphiquement l'image réciproque de D)
l'intervalle 1B ; +el.

» Conclusion

Nous admettons que les images h(x) peuvent étre aussi grandes que l'on veut, pourvu que les nombres
réels x prennent dans Dj, toutes les valeurs suffisamment proches de 2.

On dit que + = est la limite de h(x) lorsque x tend vers 2 ou que + - est la limite de h en 2.

On écrit : lim
x=2 (x—2)*

=+ oo

 Interprétation graphique
On considere la droite (D) d'équation : x = 2.
M étant un point de (4;) d'ordonnée y, M’ le point de (D) d'ordonnée y, pr — 2| est la distance entre MM'.

e () =0 signifie que (,) se rapproche de plus en plus de
e ] (graphiquement} [ (D), lorsque h(x) devient infini. ]

On dit que la droite (D) est une asymptote verticale a la courbe (€,).

112 Extension de la notion de limite
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s Limite & gauche, limite & draffeinfnies-2"d

Afin d'étudier la limite infinie en a de certaines fonctions, nous étendrons aux limites infinies, les notions
de limite a gauche et de limite a droite en a.

Définitions
f est une fonction d'ensemble de définition D, a un nombre réel
« Lorsque la restriction defa Dyl ; al + Lorsque la re riction defaD,N]a;+ oof
admet + = (resp. — =) pour limite en @, on dit que  admet + o (resp. - o) pour limite en a, on dit que
+ oo (resp. — =) est la limite a gauche de fen a. + o (resp. — =) est la limite & droite de fen a.
On écrit : lim flx) = + c (resp lim fla) = — =) On écrit : lim flx) = + = (resp lim_ﬂx) —
x;» a ._I.':i_-il x;—)a x;b-a
JL im%:—m lk lim -}_;=+m

L)

£ est une fonction d'ensemble de définition D;, @ un nombre réel n'appartenant pas a Do
(on suppose qu'il existe un intervalle I de centre a tel que I \ {a] c Df]. Ona:

-

lim flo=+~ & lim fl)=kim fla) =+
Ir—a xa IR

< >
lim fl=-= & lim flx) =lim flx)=-eo
x—=Qa x?a .\';-}a

smsmsm Asymplole verticale
Définition ;
Lorsque la fonction f admet une limite infinie en a, on dit alors que sa représentation graphique
admet une asymptote verticale, la droite d’éguation : x = a.

PV N T N\
:'{li’/i/ l|-\b:~ l I/ /ll;n]a lo

limflx) =+ o lim flx) = —o0 lim flx) = + o
x—2a x—a Sl
< %
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__1.9, Limite a I'infini — Notion d'asymptote horizontale

Le plan est muni du repére (O, I,D >

On considére la fonction raﬁonnellé-'fdﬁﬁniélpaf g %) . :
. 3a%_5x+1 - ' i A . Peris '
-ﬂ'F)g':é’-+._t_+2 ; Siam heas : . | =
de représentation graphique (@ f)’ d'ensemble de dé_ﬁnition.R‘-. _ _JI A
On veut étudier le comportement de la fonction f pour des nombres O‘ 7

réels de valeurs absolues de plus en plus grandes.

Que deviennent les images f(x) lorsque x prend dans D; toutes les valeurs suffisamment grandes
en valeur absolue ?
A I'aide de la calculatrice,
calculer les images par f d'éléments de D, ayant des valeurs absolues de plus en plus grandes.
_ On constate que f{x) prend des valeurs de plus en plus proches d'un nombre réel qu'on désignera par b.
A I'aide du graphique,
M étant un point de (%) et x son abscisse, on peut observer que, lorsque x prend dans D, toutes les
valeurs suffisamment grandes en valeur absolue,
— le point M se rapproche de la droite d'équation y = b ;
— l'ordonnée fix) de ce point M prend des valeurs de plus en plus proches de b.

_Comment choisir x grand en valeur absolue pour que f(x) appartienne a1 'intervalle I, de centre b
et de rayon r, r étant un nombre réel strictement positif, aussi petit que l'on veut ? '
On pourra déterminer graphiquement l'image réciproque de I, et ne s’intéresser qu'aux intervalles des
types - ; —Al et A ; + .

Conclusion
Nous admettons que l'on peut approcher le nombre b d'aussi prés que l'on veut par des images flx) pourvu
que les nombres réels x prennent dans Dy toutes les valeurs suffisamment grandes en valeurs absolues.

On dit que le nombre réel b est la limite de f{x) lorsque x tend vers — o et vers + <,
ou que le nombre réel b est la limite de fen — < et en + .

Onécrit: lim fix)=b ; lim flx)=b
X—F—nue X—+oo
Interprétation graphique

On considare la droite (D) d'équation : y = b.
M étant un point de [‘6,) d'abscisse x, M’ le point de (D) d'abscisse x, | fix) — b | est la distance entre M et M.

lim [ffx) - B = 0
. ;t" o signifie que (€] se rapproche de plus en plus de (D),
(graphiquement) lorsque x tend vers — oo et vers + .
lim |flx) - b]=0
b

On dit que la droite (D) est une asymptote horizontale 2 la courbe (€] en — o et en + oo
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Le plan est muni du repére (0,1 i _

On considére la fonction polynéme g définie par : \ Al / ’\

g ==+ 222 +5¢ -6 oy

de représentation graphique (€ ), d'ensemble de définition R. ‘*\ ,f‘ \ (%)
On veut étudier le cumpurtefmenl de g pour des nombres réels de S \
valeurs absolues de plus en plu§ grandes.

* Que deviennent les images g(x) lorsque x prend dans D toules les valeurs suffisamment grandes
en valeur absolue ?

A I'aide de la calculatrice,

calculer les images par g d'éléments de D ayant des valeurs absolues
de plus en plus grandes.

A I'aide du gmph;que

M étant un point de (€)) et x son abscisse, on peut observer que,
lorsque x prend dans D “toutes les valeurs suffisamment grandes en
valeur ahsolue, le pomt"{\d a son ordonnée g(x) qui prend des valeurs
de plus en plus grandes en valeur absolue.

* Comment choisir x grand en valeur absolue pour que g(x) appar-
tienne @ l'intervalle [B ; +o[ (resp. ]~ o ; = B]), B étant un nombre
réel sirictement positif, aussi grand gque I'on veuf ?

On pourra déterminer graphiquement 1'image réciproque de |B ; + <[ ainsi que celle de ]—c< ; — B[

® Conclusion
Nous admettons que :
— les images g(x) positives sont aussi grandes que 1'on veut pourvu que les nombres réels x soient néga-
tifs et prennent dans D, toutes les valeurs suffisamment grandes en valeurs absolues.
— les images g(x) négatives sont aussi grandes que 1'on veut en valeur absolue pourvu que les nombres
réels x prennent dans D, toutes les valeurs suffisamment grandes.
On dit que :
+ oo est la limite de g(x) lorsque x tend vers — = ou que + o est la limiie de g en — o,
— o0 gst la limite de g{x) lorsque x tend vers + < ou que — - est la limite de g en + <,

Onécrit: limglx) =+ ; lim g(x) = -
X—— X —3 + =
szaxamms Limite a 'infini des fonctions élémentaires

On admet les résultats suivants illustrés par les graphiques ci-dessous.

..—[)’_.__
limc=c; limec=c¢ Iim.rz—oa.; Imx=+o0 hmx2:+m_;]jmx2=+m lilllxg—"-‘—f-‘ﬂ;ljﬂf,lﬁ.'3=+m

X —e X+ o0 X —3—oo X3+ X —— X =3+ b oy Ead X—r+w

“@{\/ﬂuﬂ W@Mﬁ

les fonctions sinus et cosinus n’admettent pas de

limite a 'infini.

O|
limJx =+

X =+
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= 1

—-2.1. Limites et opérations

", TN 1
EEEEEES r’?'r)pfauﬁfe;

pLimite et somme de fonctiofis
On démonire et nous admettons les résultats résumés dans e tableau ci-dessous :

f et g sont des fonctions numériques, Exemples
a, € et £’ des nombres réels. 1) lim x2+x=+eo
Lorsque x tend vers + o, — o0 0u @, L TS '
- : car: Hm x%*=+90 et im x=+oe.
sifa etsiga alors (f+g) a x>+ x4
pour limite pour limite pour limite 2) lim B+x=—ce,
2 PR Do .r—);;o
car: lim =—oc0 et lim x=-—oe,
2 € i x—— x—3 -
¢ ¢ t+& 3) im x4+ L =40,
— 0 f — oo X =» + oo x
g o ek car: lim xZ=+e et i 1o
X=—2>+too X—‘}i‘“x

plLimite et produit de fonctions
On démontre et nous admettons les résultats résumés dans le tableau ci-dessous :

f et g sont des fonctions numériques, Exemples —
a, £ et € des nombres réels. 1) lim x2Jx=+-e0
Lorsque x tend vers @, + o Ou — o, . '
- : car: lim a%2=+e et lim Jx=+o.
sifa etsiga alors fga x =+ X +o0
pour limite | pourlimite | pour limite 2) im —5x% =+ oo,
+ o + oo + oo Fop=
o €:€>0 oo oy B @wsas o R SETS
i £:€6<0 = 3) lim 5= — o,
+ oo —_— 0 -— OO X —y—oo
I Fz ex ¥ car: lim x2=+e et lim x%==—co
e X — —o0
— 0 K + oo — 00
=80 £:€>0 —oe emargue
—5a £;€<0 +o ke désignant un nombre réel non nul et f une fonction,
JpS — o + o0 pour calculer la limite de la fonction kf, il suffit de

considérer que cette fonction kf est obtenue comme

produit de f par la fonction constante x — k.
plimite et inverse d’une fonction

On démontre et nous admetfons les résuliats résumés dans le tableau ci-dessous :

g est une fonction numérique, Exemples 4 .
¢ et a des nombres réels. 1) lim ra 0 car lim xf=+e
Lorsque x tend vers a, + e ou — oo, TS L
" o Nars A i lim <=0 car lim % =-oo
si g a pour limite ors - a pour limite gz, T g T
+ <o 0
X b 4
£;84£0 7
S— 0
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2. Calculs de limitevweibiblie-gseigpero@t d’'un produit

saus les exemples précédents, nous avons utilisé directement les propriétés des limites et opérations.
Ces propriétés ne nous permettent pas de calculer la limite

— de la somme de deux fonctions dont l'une a pour limite + = et I'autre — o ;

— du produit de deux fonctions dont 'une a pour limite + = ou — e et I'autre 0.
Examinons ces cas. . '

¥ somme de deux fonctions

Dans chacun des cas ci-dessous; on considere les fonctions f et ¢ définies par leur formule explicite.
Calculons la limite en + « de leur somme f + g.

= +x; gl)=~-22 - = +2 ; glx)=—22 | | _ﬂx):.’t'?- 3 g{x)z'nl.xl‘f—x.z"

Ona: (f+g) (x)=x Ona: (f+g)x)=2 Ona: (f+g) () =—x°
et lim (f+g)(x)=+e et lim (f+g)lx)=2 et lim [f+g)(x)=—oc =

On peut remarquer que dans chacun des cas on a: lim flx) = + 0o 6t lim g(x) = - e,
X =+ e X =3 + oo

Cependant, la limite en + = de la somme f+ g n'est pas la méme.

¥ Produit de deux fonctions

Dans chacun des cas ci-dessous, on considére les fonctions f et g définies par leur formule explicite.
Calculons la limite en + « de leur produit f g. _ _ e o “

= sgh]= L ﬁx} =2 ; glx) = %2 l | f[lx}= 31-2’9{1.]: _33

Ona: fglx)=x Ona: fgx)=2 Ona;fg(x}:% 1
et lim fg@)=+e et lim fgx)=2 et lim fgkl=0
X =) +ee ! X = oo X =yt o=

On peut remarquer que dans chacun descasona: lim flx) =+ et lim gx) = 0.
X =+ X 4o

Cependant, la limite en + < du produit f g n'est pas la méme.

Rem 3@9&

— Pour calculer la limite d'une somme de deux fonc- | — Pour calculer la limite d’un produit de deux fonc-
tions, lorsque I'une des fonctions a pour limite + « | tions, lorsque I'une des fonctions a pour limite + o
et I'autre — s, on ne peut utiliser aucune des pro- | et Pautre 0, on ne peut utiliser aucune des pro-
priétés de : LIMITE ET SOMME DE FONCTIONS. ! priétés de : LIMITE ET PRODUIT DE FONCTIONS.
On calculera alors la limite en choisissant Pécriture | On calculera alors la limite en choisissant Pécriture
adaptée de (f + g) (x) qui permettra le calcul de ' adaptée de f g (x) qui permetira le calcul de cette
cette limite. ' - limite.

%&ﬁ&mEx'ercices S

3.a Calculer les limites en + = et en — = des fone- 3b Calculer les limites en + o et en — = des fonc-
tions mon6mes définies par : tions définies par :
- B, - R O T s T .
ﬂ.r]_——?-.r-_ ; gl =53 ; hx)=—23 ; Ix) = —= m[x]. 32 n(x) o

klx) =724 ; l(x) = - % x* )= 2d8 p(x]=~j; ; gle) = 5—3{4 ; rf-t‘)=—3%5.
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—2.3. Limite en a d'une fonction rationnelle non définie en a
— 11 s'agit d'étudier la limite en @ d'une fonction rationnelle %, d'ensemble de définition D, p et g étant

des fonctions polynémes telles que : p(a) # 0 et g(a) = 0.

* Vérifier que : pour tout x élément de D, £ (x) = : ja)" xrx) [ne N#:
r étant une fonction rationnelle définie en a. On a : lim r{x) = r{a) et r(a) = 0.
=

Ti

Limite des fémﬁons X > I ae R ne N*]
_ C r=a)" lee R, ne
q‘.lude d’un exemple

, A l'éide de la représentation graphique de f, on peut observer que f n'a pas de limite lorsque x tend vers 2.

Toutefois, la restriction de fa J—e ; 2[ tend vers — « lorsque x tend vers 2 et la restriction & ]2 ; +[ tend
vers + o lorsque x tend vers 2.

jt

_ o 9|

" lim — 1 =—w lim =+ oo
x—+2 X2 x—=2 X— i
< >

N

Par ailleurs, on a vu dans I'activité introductive du paragraphe 1.1 que : lim =+

= x-aZ(x'zlz

*Plus généralement,
“lorsque n est un nombre entier naturel pair, on peut remarquer que les fonctions du type x—

— sont positives sur leur ensemble de définition R \ {a].
— ont + e pour limite & gauche et pour limite & droite lorsque x tend vers a ; leur limite en a est donc + oo

(x-a)"

“lorsque n est un nombre entier naturel impair, on peut remarquer que les fonctions du type x —

— changent de signe en a : elles sont négatives sur |- = ; a[ et positives sur Ja ; + .
— ont pour limite & gauche — « et pour limite 2 droite + « lorsque x tend vers a.

k-ar’

On démontre et nous admettons les propriétés suivantes :

‘ Pour tout nombre réel ¢ et pour tout nombre entier naturel n différent de 0,

sinestpair lim A it
r—a [I—'a] :
SInastlmpan- lim 1 =— oo et Hm 1 = + oo,
X—-a [:'r a]ll r—oa [x_ a’].n
< >

Le tableau des signes de x — a confirme le signe de la limite & gauche en a et de
Ia limite a droite en a de la fonction x — ——
x-a| - + lm 1 4 i
’ xﬂax_a:_m 2 E?ax_a=+m
< >
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Etude de la limite en 2 des fonctions rationnelles f et g définies par : flx) = =t glx) = =
2x+3_ 1 Xx=7 o 1
f=E e R
Ona: lim . T ¢ M 1o =wes] Dha: lim e ik i ; lim E SR
I—)ZI—Z x—32 xr—2 x—ﬁz-r—z x—=>2 x—2
< > ' = 2
lim (2x+3)=7 im (x-7)=-5
xr—2 x—=2
Donc: lim 2+3__ o | lim 2x+3 _, .| Donc: lim B2 cmee vl £ o
r—2 x—2 g T xos2 X—2 ¥z X—2
< < < >
Les fonctions fet g n’ont pas de limite en 2. .
Etude de la limite en 1 de la fnnctitm rationnelle f définie par f) = T:Lx*j‘?ﬁ
3x — 1
X] = = 3x—8) 0
fx) [x-1)2 ( )[x—l)z
1 . 3x-8
Ona: lim —— =+« et lim (3x—8) =~ : donc: lim =—o0
r—=1 (x 1)2 .1'1—-3 1[ ) =1 [X.' 1)2
Etude de la limite en - =4 de la fonctiﬁn ratmnnelle T définie par th) X=X+
Z+3x-4
T olx- 1){.r+4) x+4 x-1
Ona:lim l -« et lm gx_—_ZA{—_Iﬂ=_5 ;  'donc: lim flx) = —
x-4 X+4 x—=-14 x—-1 PG
£ . <
Ona:lim 1 4o et lim ofke-3) _ 2 ;  donc:lim flx) = + o
ro-4 X+4 x—-4 =1 3 r—=-4
> > i
Pour calculer la limite en a de la fonction rationnelle £
p et q étant des fonctions polynémes telles que : pla)#0 et qla) =0,
on peut procéder comme suit ;
_écrireéf(x]somiafonna - ' ]n rix) [n e N*|, r étant une fonction rationnelle définieena;
e G ; 1 :
— étudier les limites en a de chacune des fonctions o et r{x) ;
- appliquer les propriétés « limite et produit de fonctions » et conclure.
ke L o - - - .
gt XCICICCS Bt ot o i o P RIGIs ob 5 k
1.a Quelle est la limite en 0 de chacune des fonc- 1.b  ftudier la limite en - 7 de chacune des fonc-
tions suivantes : tions suivantes :
T 2 . Z : " On -
® iy 5 X e § E e [n € N*]; Lk e | x’—*(x+7)2 H
zx-1 x+1 ‘ o % et S k1l
S | R ST e CTY
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—2.4. Limites a I'infini des fonctions polyndmes et rationnelles
e imite & 'infini de x— 1 etde »+— JFT

~ On sait que : m x=-e 7 Hm x=+ e,

»
X—3 —ea X = +o0

— Les propriétés sur la limite du produit de fonctions permettent d’obtenir les résultats suivants :
im x2= (limux) (lim x) = + o0 : lim »2=(imx) (imx)=+c

* X =) —oo X——o X—=—eo X3+ X— 400 X =3 + o0
lim x= (limx?) “(limx) = — : lim 2=(limx? (limx) =+
X —oa X —oo X —os X— 4o X— +oe X — +oo

On démontre les propriétés suivantes :

(3 'l , _ .
~ Pour tout nombre entier naturel n différent de 0

lim ¢ = { et lim x = 4 o
x5-=  L=oo sin estimpair st
~ Pour tout nombre entier naturel n différent de 0
lim L -0 ; lim =0
= et
oy e X—3—

s imite @ |'infini d'une fonction polynéme
“  Exemple introductif

= Pour calculer la limite en — o de cette fonction, on
mais pas pour calculer la limite en + , car :

lim (8x2) = 1 o et lim (= 5x+ 2) = — os.
X+ X =+

*  Transformons l'écriture de f{x) afin d'exprimer f comme le produit de deux fonctions dont 1'une a une
limite finie différente de zéro et I'autre une limite infinic.

pour tout nombre réel x différent de 0, fix)=3201- %'_ + éz?). S X

peut utiliser les propriétés de la limite d'une somme

l

¢ lim (3x%) =+ i ey B
o SRTSs B Inlesgegle
Donc : lim flx) = lim (3x2) = + oo,

X3 +oo X +oe

En utilisant cette méme écriture, on obtient - lim flx) = lim (3x2) = + o0,
T——eo X3 —ee

Plus généralement, on peut démontirer la propriété suivante :

lim (@, x" +a,_, x"“".+ et @ X + ag) = lim (a, x7)

X =3+ oo X =) 4 oo
lim (@, x* + @ X" e+ A X + @) = lim (a, x7)

X3~ X =3 —0e

a e SR AR o %i@% %;
—1) =lim (-555) = + o, ; lim (523 + 722 - 1) = lim (- 5x3) = — o0,
X——oco X——ca X400 X3 4oe
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pmmmess Limite & I'infini d’une fonction rationnelle

@ Exemple mtroducnf

: o de Ia fom:hon polynnme £ définie par: j{x) = _3&}_2:&%_1

» Pou.r calculer la hmlte en + co OU en — o o de cette fonctlon on ne peut pas utlhser les propr;etes de la
limite d'un produit de fonctions car :

lim (3x3 =222 —1) =+ et lim —— =0

x5 4o x—H—»x"'l

* Transformons I'écriture de flx) afin d’exprimer f comme le produit de deux fonctions dont l'une a une
limite finie non nulle et I'autre une limite infinie.

a}t:u]nns Ia llmlte en— et e

3x3(1 — 2= La SO SRR
-3
Pour tout nombre réel x différent de 0, flx) = 32 ad -—Bf— X 3x? 30 .
x(1-31) 1-1
2 1 = o
a2 38
Or: lim = =1 et lim 32 _im 3=+ e
X 4o 1 x4 X3 toe
x
Dong : lim flx) =lim 3—§-=h‘m 3x2 = + oo,

L= ¥ 00 X =+ e xX— 4o

3
En utilisant cette méme écriture, on obtient : lim flx) = lim 3% - lim 3x%=+oo
X —3—eo X = —c = 2 B

Plus généralement, on peut démontrer la propri¢té suivante :

Lalimite 2 l'infini (!'une oncti melle
par Ie quohent dasmﬁmm lierpl __:Jlaut eg
A a P+ a, XL+ e X+ a anx"
im s = lim
EyEes beP + bp_axl" et hyxt bo Eipoong bpxP
R T gt P + xn
lim o ki |8 lim In
bas b b xP+b_1xr’ 14 4+ Bbix+ho X=adee bp.rP
u Exemple
Calculons fiinites en+ ~eten Gl de chamme des fonchons Iatmnnelles f, ah déﬁmes ar
s e e zif o
lim flx) = lim 2 _ lim2=2 : hmﬂx) 22 _ fim2=2.
X—=—oa T—=—u= T o = +oo .r—)+-=e x3 X =3 00
limgld) = lim 52 = lm(53)=+= ; limg() = lim 52 _ Jim (- 52%) = —co.
x—r—oe T —ee — X X ——o X — tee x>+ — X I+
lmh(t) = im =% = lim ;=0 . limh() =hm X =lm :,=0.
Jr—)—eEx] x_,_..2x3 x—>-—w2xz .r—++a£x) x—-3+w2xs x—}+-=2
WE X @I CICRS BEzr At o s
3.c Calculer les limites en + = et en — o= des fonc- 3.d  Calculer les limites en + = et en — < des fonc-
tions polyndmes définies par : tions rationnelles définies par :
mfx) =~ 2x* +5x—1 . ) =208-72+3} i fe) = 2:3 s ;o) =< 17.:
p)=—3a3+6x2-5x+1 ; glx) =% —3x% - 2. i
hix) = 3xr+2 P 3x2—-5xr+1
5xr—1 2x+ 3
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mmmEmmm Infrusion de la notion de limite dans la Mathématique grecque
C'est par le biais de la découverte des grandeurs incommen-:zables que Vinfini fait irruption dans la
Mathématique grecque. Deux conceptions de la limite ¢'opposaient :
— la conception continuiste imaginait le nombre, 'espace et la matidre comme divisibles 3 I'infini ;
— la conception atomiste supposait I’existence d’éléments premiers indivisibles. :

ZENON, philosophe grec d’Elée (environ — 480), tenta par ses célebres paradoxes d’établir que ces
deux hypothses aboutissent a une impasse.

-

R R R R R R

Le paradave d' « Achille et la tortue » s'oppose a la divisibilité infinic de l'espace et du tempy

E’_’J;’ Description du paradoxe ’ Arguments dans la dichotomie

J fe | A B

= i & ‘ 0 1

a Pendant qu’Achille parcourt Iz distance qui le sépa- = Avant de parcourir une distance entidre, un point
% te de la tortue, cette derniére avance encore, et ainsi | mobile doit d’abord couvrir Ia moitié de cette dis-
E"J de suite..., la tortue gardant son avance. Achille ne | tance, puis la moitié de cette moitié, et ainsi de

pourra donc jamais rattraper la tortue !... | suite jusqu’a I'infini !...

Le paradoxe de « la fléche » suppose que Pespace et le (emps soni composés de parties indivisibles :
les « points » et les « instants »

Description du paradoxe Arguments dans la vitesse instantanée

' Quells valeur atiribuer au rapport %—-‘: (Ax étant la
distance parcourue et A¢ I'intervalle de temps),
lorsque At devient trés petit ? ‘
— Les anciens, incapables d’imaginer At trés petit
sans étre nul, lui donne la valeur 0, d'oi1 blocage !
— Aujourd’hui nous savons que la vitesse instan-

tanée v(t) est la limite de ‘g—ilursque At tend vers 0.

= Al o)
2R

lic

el e et

R REIRE

A un instant de son vol, une fléche occupe un
« point » de 'espace et ¥ est au repos. Cela étant
vrai & chaque instant de son vol, la fléche ne peut
pas étre en mouvement !...

smemmmm Méthode infinitésimale d’ARCHIMEDE et Analyse algébrique

ARCHIMEDE (- 287, — 212), dans la quadrature du segment de parabole, adopte une démarche présen-
tant une investigation infinitésimale (c'est-a-dire qui concerne des quantités aussi petites que I’on veut).
Dans son étude, on ne peut donc pas nier une idée de limite méme si celle-ci n’est pas explicite.

La méthode infinitésimale d’ ARCHIMEDE est reprise par les Arabes. Le gott des mathématiciens pour
les considérations infinitésimales se développe peu 2 peu 2 partir du modéle d’ARCHIMEDE.,
L’étude des algorithmes illimités de nombres conduit & I’Analyse algébrique qui a été au cceur des
recherches des mathématiciens du XVIII® sidcle. Ainsi, EULER et 2 sa suite les autres géometres aban-
donnent le langage, le choix et I'organisation des mathématiques qui leur sont antérieurs et c’est le
concept de fonction qui devient la base de I’édifice.

R e

A e

2 R R Il i [ RN A el [ e e e R e el

=i

£

mmmmmm Avénement des concepts de base spécifiques & I'Analyse

eI Rl [El 3]

E:_{ Cependant, le refus d'utiliser la notion de limite crée un blocage qui sera levé par deux séries de travaux :

(i —GAUSS, CAUCHY, BOLZANO, ABEL se caractérisent par des préoccupations nouvelles de rigueur |
I? et de fondements qui conduisent & préciser des concepts de base spécifiques a I’analyse : @
@ infiniment petit, limite, continuité, convergence, etc... =
i — Les recherches menées par FOURIER, LEJEUNE-DIRICHET, RIEMAN prennent leurs sources dans |5
il les problémes posés par la physique et ouvrent une nouvelle voie  la recherche mathématique. Ej"-‘
E Un long processus 2 propos des notions de limite et de fonction, et de la pratique de I’Analyse algé- |5
=l brique, vient 3 maturité au début du XIX® sidcle. %
% Le désir d’asseoir les mathématiques sur des bases plus rigoureuses est général. %
i2l CAUCHY et BOLZANO précisent la notion de continuité, donne une définition proche de celle d’au- a
“'_%_ jourd’hui et posent la continuité comme une propriété locale d’une fonction. Cependant cette défini- g
2| _tion n'étant pas guantifiée entraine des ambiguités. i
G R R R P PR e e R e A P R A P R P R D R R
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APPRENTISSAGE

(alcul de limites |

Limite infinie en a

7 Dans chacun des cas suivants, f est une fone-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite 2 droite et sa limite a gauche en a.

—7

M fx)=gig ¢ @=-2
@) fi= g2 : a=5

(3) flx)= x_+21 i a=-1
@) f)= g2y i a=-08

2 Dans chacun des cas suivants, f est une fone-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite 2 droite et sa limite 2 gauche en a et
en b.

M) W= copmoy ¢ @-1ib=08
(@) f) = m Ty
@) = Gromy ¢ ec-2ib=-3
@ fid)= gy ¢ @=-1ib=-2
(5) flx)= 'axz——‘lgxi? . a=-05;b=2

3 Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite & droite et sa limite & gauche en 0.

o f[ﬂ=% 6 i 6500
@ f=5 © fw)= ?5—“
®) fd =S ) fo)= S
() flo) =2 (8) fix)= =5

& Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite 4 droite et sa limite a gauche en a.

) ﬂﬂ=g___12ﬁ a=2
@ =z 23]5 . a=3 '

(4) flx)=
(5) flx)=

(x + 4)® 4)5 :

X — 1 k2 0= 3
5 Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite A droite et sa limite & gauche en a.
2x—-3

W fy=Z=2 ; a=s
(3) )= 5 s =g
(4) flx)= —— l+1 ; as=-1
(5) ﬂ't]=7x_-ffl ; a=3
) =37 322§ e

x+7

& Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite & droite et sa limite 2 gauche en a et
en b.

W = = B
o g0 EHES]  anaio
(4) flx)= ﬁ:@ *; ~a=3 ; b=-05
(5) flx) = %}i R
) ==L 5 a=5 5 b=0s

Asympiotes verticales

7 Dans chacun des cas suivants, f est une fone-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Déterminer I’ensemble de définition de f.

Trouver les asymptotes verticales 2 la représentation

graphique de f.

(W fig= E22 R .
@ = = 8 fix) = %31.5
T
(4) flx)= ?;%2 (10) fid) = %zﬁa%:_%
(58) )= x+% (1) flx) = I_1+J-t_5:_3
O - Z2EL a2 = B
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Limile 4 U'infini d'wne fonction palynéma

£ Dans chacun des cas suivants, fest une fonc-
tion polynéme définie par une formule explicite.
Calculer lim flx) et lim flx).

X—+ea X ——oo

(1) fix)=2x-3

(2} flx) = (3x +4)(2¢ - 5)

(3) fld=- 1—52—.x3 ~ 565

4) flx) =—11x% + 2x° — 522 + 11 000
(6) fid) = 1155 — 16:7 322 + 122 4 55
(6) flx)=-6x*+68x° + 1422 - 7x

(7)  fl) = 3«5 + 362 + 25a% + 25

(8) flx)=(—2x+8)(3 + 52)

© f=-2tc+Le

(10) flx) = 7x135 4 6x39 — 5x122

(11) flx) = = - 23x%5 + 69 6962 — 23x2
(12) Ax)=65x*1 + x3-3x% +2x -5
(13) flx) = 11561 — 212398 _ 321221 4 421x — 1
(14) flx) = — x2001 4 51999

Limite @ l'infini d'une fonction rationnelle

9 Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer lim fix) et lim.flx).

R
@) f= 2 @) ﬂxl=5:;2";
. G— i _ Sad+4x—7
(8) fle)= 3x+2 (®) ﬁxJ_—2I3+3I+1
__3x-7 _=xt+3xf-1
WMy OM-———
_ x4 5x2-1 _ 4x
WIS Ceieasy gy

Asymploles horizoninles

10 Dans chacun des cas suivants, fest une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite,
Déterminer l'ensemble de définition de f.

Trouver les asymptotes horizontales éventuelles A la
représentation graphique de f.

W fg=E22 O . T,
@ = 2 ®) fy= 22

(@) fir) = ) fi= B Ue-2)
@ = 5 0 o= S

124 extension de la notion de limite
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Tableau de variation
11 fest la fonction polynéme définie par :
fx)=x*+ax+b [ea€R,beR]
1. Déterminer a et b pour que fadmette en — 1 un extre-
mum égal 4 4.
2. Etudier le sens de variation de f et donner son
tableau de variation.
3. On considére la fonction rationnelle g définie par :
)
X2+ 3x +2
Etudier le sens de variation de g et donner son tableau
de varijation.

glx) =

12 festla fonction rationnelle définie par:
-3
L
1. Etudier le sens de variation de f et donner son
tableau de variation.,
2. Trouver les asymptotes verticales et horizontales
éventuelles 2 la représentation graphique de .

13 fest la fonction rationnelle définie par :
2xt+x—-3

Ll -
1. Etudier le sens de variation de f, donner son tableau
de variation et préciser les extrémums relatifs éventuels
de f,
2. Trouver les asymptotes verticales et horizontales
éventuelles 2 la représentation graphique de f.

Caloul de limites

14 Dans chacun des cas suivants, f est une fohc-
tion définie par une formule explicite.
Calculer lim flx] et lim flx).

e X} —ea
() foy= % - 20 4 200
@ fy=Ei . B8
(3) ﬁx):z%_%x
6 B B 2
(5) ﬁx}=_%x+1l+ %_}2%
] BB

15 fest la fonction numérique définie sur
(o, +w[par:j{x] =I—J.::
1. Donner une autre écriture de f{x) en mettant /x en
facteur dans l'expression x - /x.
2. A l'aide de cette nouvelle écriture, calculer : lim fix).

X3 oo

16 £ est la fonction numérique définie sur
x+1

fx

i .
1. Donner une autre écriture de f{x) en divisant numé-
rateur et dénominateur par Jx.

2. A l'aide de cette nouvelle écriture, calculer : lim flx).

X =) ¥

10, + e[ par: flx) =
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thde de fonctions

Des méthodes de résolution approchées basées sur 'analyse ont été imaginéés
par certains mathématiciens du XVIIIe siécle tels que :

& BOVER - VIOUET

Daniel BERNOULL Louis LAGRANGE
(1700 - 1782) (1736 - 1813)

Cerfaines méthodes approchées, basées & la fois sur F'algébre et Fanalyse, furent
frouvées par d’aufres mathématiciens, dont HORNER (1818),

SOMMAIRE

To  EOUE B IOTCHONS otirer cnme ommscommmsas el 496
2. Calcul approché des zéros d'une fonction. 133
TP, Travaux pratiques —........cocoocoovoovoooieossesoesseesoes 136
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¥ Variations de la fonction f

Ensemble de définition R
D F= R - 0 —
Calcul des limites
lim_ 09 = lim 8=+ = ¢ lim )= lim ==
Détermination de la dérivée Tableau de variafion
f est une fonction polyndme ; '
elle est donc dérivable en tout nombre réel. ® = =1 1 i
) + @ - g -
Pour tout nombre réel x, e FE
fllx) = 322 —3 =3(x - 1){x + 1) fix) S e ,

M Représentation graphique de f
Le plan est muni du repére (O,L)). (6 désigne la représentation graphique de f.
Points et droites remarquables du graphique
Le tableau de variation donne les informations suivantes :
— la fonction f admet un maximum relatif en — 1, 6gal 3 3 et un mipimum relatif en 1, égal 2 - 1.
— aux points A(-1;3) et B(1; - 1), la courbe (‘ﬁf) admet des tangentes paralléles a (O1). '

Table de valeurs ; Tracé de la représentation graphique
x ._3 _2 _1 f| 0 1 2 3 4«4—:-:,.:._ + s At , ; g
fol-17 =11 3 | 1 -1 3 |18 EIS

A partir du tableau de variation et de la table de va-
leurs, on peut tracer 4 main levée une esquisse de (6 9

Cette esquisse permetira de choisir un repere et une
fenétre afin de rendre plus lisible la représentation
graphique.

Esquisse de (6 ﬁ]

8
Y
- : 6 e
B propriétés géométriques de (€ Pour construire (4, on a choisi un repére ortho-
La courbe [%f] semble admettre le point J(0 ; 1) normé et une fenédire de dimensions 6 X 8, avec :
comme centré de symétrie. X == X = 8
e Contrdler cette conjecture par le calcul. Yoin = =3 Yo =9+

196 Etude de fonctions
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PER E ercices WMWWKMW

l.a Fiudier lss variations de la fsnction polynbme 1.b  Ftudier les variations de la fonction polynéme
f définie par ; f définie par:
fx)=x* + 3x + 1. fix) = xt -2x% + 8.
Construire sa représentation graphique (‘ﬁ ; Construire sa représentation graphique (4)).
Donner les propriétés géométriques de (€ Jr] Donner les propriétés géométriques de («zﬁ).

—1.2. Exemple d'étude d'une fonction ratlonnelle -
Notion d'asymptote oblique.

Etuchons la fonctlon ralmnnelle f deﬁme par ﬂx) =x+2+ ll 5

Pour les grandes valeurs dex (en valeur absolue}, etuclmns Ies jpnsz o1
graphlque {‘Gfl de f et de la dl“mte {D) d'équatiun y=x = 2.

Variations de la fonction f

Ensemble de définition

Dp=R\ {1} =]-0031[ U1 ; +eof = o e =
Calcul des limifes 1
Pour calculer les limites, on peut choisir une écriture de f{x) qui convient parmi les suivantes :

agss 1 Xrx-~-1

pour tout nombre réel x différent de 1, flx) =x + 2 + oy T = % g —q) .tL—l
On obtient : 2 e

hm )‘[vc) == lim x=—w ; lim flx) =lim =—=lm x=+0

.r—)vno X =0 r—+o X = $oa I= 40

P;nlﬂx]=}1$(x2+x—1}xi_-1=—m; lim (2 =P$[x2+x—1);—1:—i=+w
Détermination de la dérivée Tablean de variation
f est une fonction rationnelle ; elle est donc déri- L 0 1 9 e
vable en tout élément de son ensemble de défi- : :
nition Dy fx) + @ = F = @ +
Pour tout nombre réel x différent de 1, : Fea e

Fla) = x(x-2) fx) ’ _ :

(x—-1)% i =

Sur D¢, (x - 1)? est strictement positif, donc le signe de f(x) est celui de x(x - 2).

Représentation graphique de f
Le plan est muni du repare (O,1]). (/) désigne la représentation graphique de f.
Points et droites remarquables du graphique

Les limites & gauche et 2 droite en 1 de f montrent que (€J admet une asymptote verticale (L) d'équation :
x=1.

Le tableau de variation donne les informations suivantes ;
— la fonction f admet un maximum relatif en 0, égal & 1 et un minimum relatif en 2, égal a 5.
— aux points J(0 ; 1) et B(2 ; 5), la courbe [‘Gf] admet des tangentes parallgles a (OI).

Notion d’asymptote oblique

x est un nombre réel suffisamment grand en valeur absolue (donc différent de 1)

M est le point de (‘6},) d'abscisse x Position de (% f’ par rapport a (D)

M est le point de (D) d'abscisse .x.

X — oo 1 + oo
Ona:MM =|[fix) - (x + 2)| = |x1_1| _ o) -(x+2) ia %
. 2} (6p en-dessous || (€p au-dessus
Qr: hm_ l-l'- T = lim i =0, . (Bp 1 (D f de (D) de (D)
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Par conséquent la distance entre M et M’ a pour M
limite 0 lorsque x tend vers + e ou vers — =, ce BB Lot
qui signifie géométriquement que (6] se rap- - x+2

proche de plus en plus de (D) lorsque x tend vers
+ eo OU VErs — oo,

=

~
N
B L i e g

On dit que la droite (D) est une asymptote J
oblique & (€.
Table de valeurs # e T
x | -4/ -3/ -2/-1] 0 [o05] 115 2 | 3| 4 | 5. 1.6
flx) |-2,2/-1,25-0,33) 0,5 | 1 .' 05 W 55| 5 | 55 |633]7,25)|82
Esquisse de (6) Tracé de la représentatlion gfaphique

i

FhEraad
1 i

- 10

Pour construire (6 ), on peut choisir
— un repére crlhononné
— une fenétre de dimensions 10 x 12,
avec: X, =—4; x,..=86;
ymm 3 ymax

Propriétés géométriques de (6
(‘ﬂf} semble admettre le point O'(1 ; 3), point d'intersection de (D) et (L) comme centre de symétrie.
* Contrdler cette conjecture par le calcul. s -

La représentation graphique (cgf] est une hyperbole d'asymptotes (D) et (L), de centre O'.

mmmmsm Nolion d'asymptote oblique

Le plan est muni du repére (0,L]).
(6) est la représentation graphique d'une fonction f
(D) la droite d'équation: y =ax+b ; [a=0]
La droite (D) est une asymptote obligue 2 la courbe (3,) en + == (resp. en — oo}

 signifie que
lim ) - (ax + bl=0 (resp llm [(ﬂ-lz) {ax + b]] ﬂ)
)
2| T {“ / o
ax+b|" T ; """"""" M x ' R
o ; o
ol | e
lim [flx)=(ax+b}l=0 . lim [flx)—(ax +b)]=0
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Remarque
La fonction f étudiée dans ce paragraphe est telle que : flx) = ax + b + glx) ;
avec  lim glx)=0 (resp. glf.l‘ glx)=0)

- Lorsque @ # 0 la représentation graphique d'une telle fonction admet une asymptote oblique
en + o (resp. en — =), la droite d’équation : y = ax + b.

- Lorsque a = 0, nous avons vu que la représentation graphique de f admet une asymptote horizontale.
Dans les cdeux cas, on dit que (€7 admet en + = (resp. en — ) une asymptote, la droite d’équation :
De cette remarque on déduit la méthode suivante :

Lorsque f est une fonction rationnelle définie par : f{x) = P(f ’
plx) et q(x) étant des polynémes tels que : [degré de p(x)]= 1 + [degré de q(x]],

la division euclidienne de p(x) par g(x) donne : flx)=ax +b + glx), avec lim glx) = lim g(x) = 0.

X—+o X =)=

WE XErCICes Zrr i

7 o o oA B R 7 o ot
1.c  Le plan est muni du repére (O.1]). d'équation y = ax + b. _ .
Etudier les variations de la fonction rationnel- Construire la représentation graphique de f.
le définie par:
_x*-6x+5 1d Le plan est muni du repére (O,1])
fix) = x-3 _ Etudier les variations de la fonction rationnel-

Emheﬂx]souslafoune:ﬂx)=ax+b+f-f—§ le f définie par:

olt @, b et ¢ sont des nombres réels. ﬂx}:_:{tz-l-l

Justifier que la représentation graphique () oxE-1 ) 3 _

de f admet une asymptote oblique : la droite - Construire sa représentation graphique (6.

_.1.3. Etude de la fonction tangente
s=mmmm (Jiilisation d'un ensemble d'étude

Des propriétés géométriques de la représentation graphique d'une fonction paire, impaire ou périodique,
on déduit la méthade suivante :

_Emdt de fonctions 129
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Vocabulaire

On a’jt que :
Dsn [o; + oo[ est un ensemble d'étude pour la fonction paire ou impaire f ;

D:n0 - ? ] est un ensemble d'étude pourla fonction périodique f de période T.

seumma [Ffyde de la fonction tangente

On a vu dans le chapitre Trigonométrie, la définition et les premiéres propriétés de Ia fonction tangente
notée tan. On se propose dans ce chapxtre d etud:er cette fonctxon

'Etudmns }es vanahans de la fonctmn {an et constru:sons sa representatmn graphxque Q.. ] dans le
plan muni du repere orthunormé (O.L]).

= Vanahuns dela functmn tan

Ensemble de deﬁmtwn D,, .
xED, ox#-5 +kn [k € Z]. O Or

tan :Sg 3n n 0 T 3n
¥ 9 2 'l 9
Ensemble d'étude
La fonction tangente est impaire et périodique de période . e
On peut donc prendre pour ensemble d'étude 'intervalle [0 ; %[. 0o =
En effet, =z

— la fonction fétant périodique de période , on peut prendre pour ensemble d’'étude : ]- % ,-T—zt- L
— la fonction étant impaire, on peut prendre pour ensemble d’étude : [0 ; 2.

Cualcul des limites
Ona: tanx=sinxx —
cos ¥

Or: lim sin x=sin—=1
x—r% 2 X 0

.7
2
De plus, le tableau ci-contre montre que : ' — % [@ '
e
—pourx €10; 51, cosx>0,

; T
—lim cosx = cos - = 0.

n
Xy
2

On démontre et nous admettrons que : lim —— =+ o

1
X2 7

donc: lim tan x = + o.
27

Détermination de la dérivée Tableau de variation

tan est le quotient de deux fonctions dérivables sur R ;

elle est donc dérivable en tout élément de son ensemble x 0 g3

de définition D,,  : , N Pt D:‘

pour tout nombre réel x élément de D, , —
tan’(x) = {smx)’ =1 _14tan’c tan x é] |

_

kCDS X cosix

mReprésentation graphique de tan

Le plan est muni du repére orthonormé (O,L]).

Points et droites remarquables du graphique

La limite & gauche en % de tan ma;tltre que sur [0 ; —g—[, la représentation graphique (4,,,) a une asymp-
tote verticale (L,) d'équation : x = -

Le tableau de variation indique que la tangente & (%, ) au point O a pour coefficient directeur 1.

Tracés de (€,, ) sur [0 ; [etsnr] 2:2

Désignons par (6,) la représentahon graphique de tan sur [0 ; > Zlet par (46,’) celle de tan sur |-
(6,’) s’obtient a partir de (€,) par la symétrie qentrale de centre O.

2
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Table de valeurs Tracé de [‘ﬁmn) sur [ﬂ 7[

2

tan x

0
3
3
1
’l_
v

wlalwla(ola (o | H

Tracé de (6,,,)
On obtient la courbe (‘ﬁm) a part:r de (6,) pa:r des translatmns successives de vecteurs kn Ol [k € Z).

* Propriétés géométriques de (€, )
k étant un nombre entier relatif, chacun des points O, (k= ; 0) est un centre de symétrie de la courbe ()

- N Exemples d’'études de fonctions

pmzme  Plon d’étude d’une fonction
Des exemples qui précédent, on retiendra le plan général d'étude d une fonction de R vers R.

Variations de la fonction f | 1 Représentation graphique de f . & Propriétés géométriques de (4

— Ensemble de définition  —Points et droites remar- . — Axes de symétrie
— Ensemble d'étude i quebles du graphique . —Centres de symétrie
— Calcul des limites ] — Table de valeurs ‘:
— Détermination de la dérivée .~ — Esquisse de (€)
— Tableau de variation — Tracé de la représentation
graphique

L]
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J5E i e
G f l
fl)=xt+ 23 —2x—1 _ f)=x*+2x> -1
J_
1
o O |
|
O I
b o xt+1
flx) = ﬁ+1 =
JF
1
JF = ;
) I
3 2+l
Jc[:‘:)=;.z:+11 M= as
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y qoi annulentla fonction, |

Ces éléments sont appelés les zéros de f.
— Graphiquement, ce sont les abscisses des points d'intersection de (% 7 avec la droite (OI).
— Algébriquement, ce sont les solutions de I'équation flx)=0.

La propriété fondamentale ci-dessous, que nous admettons, nous permet de résoudre un tel probleme.
LT A IR R S _
On appelle zéro d'une fonction numérique f, d'ensemble de &éﬁnitiun.Df , tout élément de qum
annule cette fonction.

= étant un élément de D, ¥ T F N b

azestun zéro de f signifie que flo) =0

R
U R O R NS BT

K est un intervalle ouvert contenant [a ; B).
51 f est une fonction dérivable sur K, strictement monotone sur la ; b} et telle que fla) et J(b) sont
de signes contraires, alors f admet un zéro et un seul dans Ja ; bl.

ﬁb) -”---"_"'-“___"'"--T;-_:.-"- —
It » : f est dérivable sur I'intervalle ouvert K :
ki l A I [ est strictement croissante sur [a ; b] :
Qf i e b
: fla) < 0 < fiB).
. a est I'unique élément de Ja ; b| tel que : flo) = 0.

WE XErCICes Brrr rpmts

2.a f est une fonction strictement croissante sur 2b 1a condition d’existence d’un zéro unique
[1 ; 3] et telle que f11) < 0 < A(3). d'une fonction f sur un intervalle Ja ; b[, décri-
Peut-on affirmer que f admet un zéro unique te dans la propriété fondamentale ci-dessus
dans ]1;3[? est-elle une condition nécessaire ?

Mustrer graphiquement I'argumentation tsou- Nlustrer graphiquement 1’argumentation trou-
vée, vée. :
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__92.9, Calcul approché des zéros d’une fonction

LACTE e GEITITINNGNONY 2
t

Ondl:mne -.la.fum;tio'n: polynéme f deﬁnie par f(x}-:— — 24+ 35~ 3. o
‘On veut déterminer le nombre de zéros de la fonction f et trouver un encadrement d'amplitude
de chacun de ces zéros. 5 e g e

Etude de la fonction f
On a obtenu le tableau de variation et la représentation
graphique de la fonction f.

x — oo 0 2 + o

fx) = @ + @ -

2 A

Localisation des zéros de f
La fonction fest une fonction polynome ; elle est donc
dérivable sur R, strictement décroissante sur ]— o ; 0],
strictement croissante sur [0 ; 2], strictement décrois-
sante sur [2 ; + <<[.

De la propriété fondamentale qui précéde, on déduit
que la fonction fadmet exactement trois zéros a, Bety
telsque: <0 ; 0<f<2 ; 2<7

Premiére approximation de chacun des zéros
Sur la représentation graphique (6] de f, on constate que les trois zéros o, B et v sont tels que :

-1<a<0 i 1<B<2 - 2<y<3.,
Recherche d'encadrements de o, de B, de ¥
Encadrement d'amplitude 1: 0. € |- 1 ; o/ @
Le centre de cet intervalle |- 1 ; 0[ est — 0,5. >l
Pour situer o dans l'un des intervalles ]-1;—0,5{ou |- 0,5; o, _1 0
déterminons le signe de f1-0,5). Famg A
Onobtient  fi-1)<0<fl-05) | (@)
Donc —1<o<-—0,8 _ & R T
Encadrement d'amplitude 0,5 : 0 € J-1; - 0,5] i -0,5 0
Le centre de cet intervalle 1-1 ; — 0,5[ est = 0,75.
De la détermination du signe de fi— 0,75 ), @
on déduit : —1< o< —0,75 I
——o0 o

Encadrement d'amplitude 0,25 : 0. € J-1; - 0,75[ o 075 05 0

Lorsqu'on utilise la méthode ci-dessus pour obtenir des encadrements des zéros d'une fonction, on dit
qu'on a procédé par dichotomie. Les encadrements successifs obtenus sont :
—-1<a<0 : ~1<a<—-05 ; -1<0<-075,

« De la méme manizre, trouver un encadrement d’amplitude 0,25 pour f et v.

Pt

On donne la fonction polynéme f définie par )= -’E— - 3x% + 8x - ;‘32 S e
" On veut déterminer le nombre de zéros de la fonction f et trouver une ";c. drement de chacun de ces
zéros par deux nombres décimaux--t:onsécutifs d'ordre 2. S drsaois Ly el

Etude de la fonction f
On a obtenu le tableau de variation et la représentation graphique de la fonction v
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fix) + [(?_] - BJ] +

=10l - _ LR
x) : 3] -~

* Localisation des zéros de f

La fonction f est une fonction polynéme ; elle est
donc dérivable sur R, #

strictement croissante sur |- e : 2], strictement
décroissante sur [2 ; 4], strictement croissante sur
[4 ; + oo[. De plus, f ne change de signe que sur l'in- - ' G e
tervalle |- oo ; 2]. ’
De la propriété fondamentale qui précdde, on déduit que la fonction f admet exactement un zéro, o tel
que : ot < 2.

Premiére approximation du zéro

Sur la représentation graphique (€ de f, on trouve un enca- ) i
drement de o par deux nombres entiers consécutifs : 0 < 0. < 1. 0 1

¥ Recherche d'encadrements de o

Recherche d'un encadrement de o par deux nombres décimaux consécutifs d'ordre 1

A l'aide d'une calculatrice, déterminons une valeur approchée de I'image par f des nombres décimaux
d'ordre 1 de l'intervalle ]0 ; 1[, du plus petit au plus grand et arrétons-nous dés qu'on observe un chan-
gement de signe.

T

X 0,1 0,2 0,3 0,4 05 06 07 ' 08 09 1
fle) |-256 -1,85 —1,19 -0,59 ~0,04 046 | |

On obtient:  f{0,5) < 0 < f{0,86) &

Donc : 05<0<0,6 —('l—‘ == '0"5 06 ! :;
Recherche d'un encadrement de o par deux nombres décimaux consécutifs d'ordre 2

A l'aide d'une calculatrice, déterminons une valeur approchée de I'image par f des nombres décimaux
d'ordre 2 de l'intervalle 10,5 ; 0,6[, du plus petit au plus grand et arrétons-nous dés qu'on observe un
changement de signe. S
T T ]

x 05 = 051 | 052 053] 054 055/ 056057 058 059 | 06
f) | —004 o011 | | _' ' i. |
On obtient : fl0,50) < 0 < fl0,51) 2 @
b, g - 1 1 1 L i 1 ;T | 1
Dong : 0,50 < o < 0,51 050 0,51 0.6

Lorsqu'on utilise la méthode ci-dessus pour obtenir des encadrements des zéros d'une fonction, on dit
qu'on a procédé par balayage.
Les encadrements successifs obtenus sont :

D<a<1 ; 05<0<0,6 ; 0,50 < o < 0,51

WE Xercices sz

e o s f' cti b détini Trouver l'approximation décimale d'ordre 2
P:f ;:DHSI 6l 3 tRb N, PUNIEEY i par défaut de chacun de ces zéros,
1 2 1
=t - x?+ 21
fl) =37 g¥ 2T 2.d  On considere la fonction rationnelle f définie
Etudier la fonction f. par : . i
Déterminer graphiquement le nombre de zéros fl) = X -5x"+7
de f et donner un encadrement de chacun de 222 -3x+ 1
ces zéros par deux nombres entiers consécu- Trouver un encadrement d’amplitude 0,25 de
tifs. ) chacun des zéros de cstte fonction.
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Ensemble de va]idlté de (E]
L'ensemble de validité de l'équation (E) est I'ensemble de définition de la fonction tan : D, .

Recherche graphique dans [- 2= ; 2] des solutions de I'équation (E)

- i £ 17 B S pAn 3 b s A B g Hanw : s T Ty T

Graphiguement on constate que dans [~ 2xn ; 2x], (E) admet pour solutions : ;- = :— =%

" Résolution de (E) dans R

-3[3— est une solution particulitre de I'équation (E) car tan-g- = 3.

Soit x un élément de D, on a: tan% = \fé & tanx= ta.u-g—
o x=xz+kxnlkez

On peut remarquer que les solutions de (E) appartenant a [ 2r ; 2n] sont celles obtenues en remplagédnt

w
[#%]
w
-
w

ke dans l'expression 33‘- + k x 7 par un nombre entier relatif tel que : — 2n < —g- +hkxn=s2n
31‘;1@ 2, ouencore: — L <k=< )

k est un nombre entier relatiftel que: -2 < 3 EL

Onocbtient:k=-2;k=-1:k=0;k=1.

—JP2 Inéquation du type : tanx < a

R_é_su__lvo 1S

graphxquement nhacune des méquahims smvantes dans 1‘1n1ervalle [- 5 -f[

Renherche dans {_ g [ des suluhons l:les equatmns [E] et (E’]

(E):tanx=—-1 [E).tanx—?3
- %:-— est une solution particuliére de (E). ‘ L est une solution particalidre de (E).
Dans [-m; 5 *r (E) admet une seule soluho - —-. Dans [-=n ,7[ (E") admet deux solutions : -6- et — 56

Résolution graphlque de (I] dans [— i W Résolution graphique de (I} dans [~ ;= 1:

N
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J& Résolution d' un probleme

Le plan est muni d un repére orthnnorme (0O, I I]

AR f‘-_fa Bare

On consulere la fonctmn fde R vers R deﬁme On considére la ftmctmn g de R vers R délinie

par: : £ par:
) x-z =2c a2 : : L =tm+2)l?+2m-1xr-2 [ImER]
x=i - S ~ On désigne par (I} sa représentation gra-
1. Etudier le sens de variation d¢'la foction 1 phique. :
2. Veérifier que la courbe (‘6) représentative de f 1. Démontrer que toutes les courbes (r,,) repre-
admet deux asymptotes ; donner leurs équan(ms ~ sentatives de g, passent par deux points dont les
3. Déterminer une équation de la tangente a(€) coordonnées sont indépendantes de m. _
au point A d'abscisse 3. 2. m étant différent de 2, calculer les coordon-
4, Construire les asymplotes, la tangente en Aa  néesdusommetS, de(T,). ;
(€). = 52 Démontrer que : pour tout nambre réel m d1l’fe-'

rent de 2, S = (‘é]

1. Erude du sens de variation de la fonction I ‘ 1. Les courbes (T, ) lorsque m décrit R

Ensemble de définition Dsde f | Points d’intersection des courbes (T’ o et (T,)

Dy=R\ {1} ... 1 i (T,) a pour équation : y = 2x% — 2x — 2

Calcul de limites 25 "~ (T,) a pour équation : y = 2% - 2

On obtient: lim flx) =—e ; lim flx) =+ ‘ Les coordonnées des points d'intersection de (T')
L Xz et (I';) sont solutions du systéme :
iiﬂ,.ﬂx}=“m; 11_1::1_.-)‘[x)-+m S @ o

5 - £ il [E]{y=.t3—2
Détermination de Ia dérivée ( 2) 0
Pour tout nombre réel différent de 1, -~ or (Z) est équivalent au systeme { '; e I
x(x—2]
fla) = [PEE | (Tp) et (['y) ont deux points communs :
Tableau de variation E(0;~2) et F(2; 2).
X J-oo 0 1 ? + oo

| . Démontrons que : pour tout m; (T, ) passe par E et F
fo] =+ @ = = @ #* | m est un nombre réel. Considérons la courbe ).

g + oo + o0 (T',,,) a pour équation :
ol . E'g : _ - y=FFm+2xZ+2m—-1)x—2

On vérifie que :
2. Recherche des asymptotes a (€) gg$ ; = (2) gyj - (— Zm e B g
- La limite & gauch ni: TN i
etﬁt mﬁmesg [(g;: ;égfeltaul;?lgyigfg:: 3: r£ :alel Par conséquent : E€ (I, ) et F € (T, ).
la droite (D) d’équation : x = 1. :
— Ecriture de f{x) sous la forme : 2. Sommet S, de (T';,)

fix)=ax+b+ f—Ll | L'abscisse de S, annule donc B

" Or: g =2[m+2x+m-1]

On obtient : flx) =x—1 +_1...

w o A =3 1 donc : pour tout nombre réel m différent de 2,
Dnu:}r}rr::l_“[ﬂx] (x- 1]]— lim le=0 | i,
1 EnX)=0 & x= = >
lim f)--1)1=lim <=0 = k=
ra3e X—1 : Squent : S m-—1 . mz-—4m+5
(@) admet donc une asymptote oblique en + o et Parconsequant :: 9., ( m—2 ° m-—2 )
— oo, la doite (L) d’équation : y = x - 1. On vérifie que - f(m - ) _ mP—4m+5
3. Tangente a (€) en A[3 ; f(3)] - ' HL:== m—2

La tangente (T) & () au point A a pour équation : par conséquent : S, € (€).
y—fl3) = f(3)(x — 3) ou encore : y = TET |

L] i
4. Construire la courbe (€) |
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" tude de fonctions

Le plan est muni du repére orthonormé (0,1, ]} '

On considére une fonction polyndme f admettant le
tableau de variation et la table des valeurs ci-dessous.

- = -
Flx) + Enj s @] "
jilts) . [ 184, . L

=8 -16]

x |-4}|-3|-2] 0 4 5 6
flx) |-65|-16| 9 11 |[—-11| 16 | 173

On veut construire la représentation graphique (€) de f
dans un carré de 9 cm de coté.
Tracer une esquisse de (€).

. La courbe ci-dessous est la représentation gra-
phique de la fonction polynéme f définie par :

S By A0 s B, T

fx)=gop P - s Tt — 5T

P —————— A S
L T O T
[ 3.8 | e esL 1 b 1 ¥ b G
i in % i 4 L i i i : i i £
EEYJZEENERRYE NN

Cette courbe admet un axe de symétrie.
Déterminer graphiquement une équation de cet axe et
contrdler par le calcul, le résultat obtenu graphiguement.

La courbe ci-dessous est la représentation gra--

phique de la fonction polynéme f définie par :
flo) =x* - 322 + 3.

L

i
|

HI.‘] .

'i
|
L

ol | _
B td G

B T S A S i

Cette courbe admet un centre de symétrie. Déterminer
graphiquement les coordonnées de ce centre et contrdler
par le calcul, le résultat obtenu graphiquement.

Le plan est muni du repére orthonormé (O, L J).

Dans chacun des cas suivants, étudier la fonction poly-
néme définie par:

138 ftudes de fonc

7

xXercices:

‘WA =22+ x

2)flx)=x®+2x+1

(3) fix) =—3x> + 2x2 —3x + 2
(4) flx) =5x° — 1122 + 7x - 10
(5) flx) =3 = 27x + 26

6) flx) =x® —4x? + 5x -2
ANfR)=—-3+x2+x

(8) flx) =—3x% + 9x* + 27x

Le plan est muni d’un repére orthonormé.
On donne la fonction f définie par :
ﬁx)=—ér‘] + —;—xz +2r-1.
1. Etudier les variations de f et construire sa courbe
représentative (4]
2. (D,,) est la droite d’équation : y = mx — 1.
Discuter suivant les valeurs de m le nombre de points
d’intersection de (€} avec (D).
3. Déterminer les points de la courbe (67 ot la tangen-
te est paralléle  la droite d’équation : y = 2x.

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, ).
1. Etudier la fonction polynéme définie par :
Ax) =2 -zt
On désigne par {‘6!) sa représentation graphique.
2. Etudier la fonction polyndme définie par :
glx) = ax* [ae R*]
On désigne par (€] sa représentation graphique.
3. Suivant les valsurs de a, étudier la position relative

de (€] et (6y).

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, L)
On considére I’équation (E,) : x* —-mlx-1) +4 =0,
dépendant du paramétre m. -
1.Vérifier que 1 n'est pas solution de (E ).
2. Déterminer une fonction f de R vers R telle que
Péquation (E’) ci-dessous ait les mémes solutions gue
I'équation (Em) ; (E') : flx) =m
3. Etudier la fonction f. On désigne par (%] sa repré-
sentation graphique.
4. Déterminer graphiquement, suivant les valeurs de m,
le nombre de solutions de I’équation (E,,).
5. Résoudre 1'équation (E,,)

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
On considere une fonction rationnelle f admettant le
tableau de variation et la table des valeurs ci dessous.

S -
f@| o+ [0 - [0] +

@l l:z,‘i\ F =

X -4 | =3 | =-2|-1 2 3 4
flx) |[-36|-25|-12 0,5 2 2,9 | 3,2

On veut construire la représentation graphique (%) de f
dans un rectangle de 9 sur 13 cm de cOté.
Tracer une esquisse de (€).
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Dans chacun des cas suivants, étudier les varia-

tions de la fonction rationnelle f définie par r

(W) = 7552 (6) fix) = 5x+4
ﬂ]‘7x_9 (6) fix) = x> +2't-,

3] fix) = 5.t5x 3 (7) fla) = a_+4_3?x+-1_2x2

@) o =25 @ fir) =212

Le plan est muni d'un repére orthonormé.

On considare la fonction rationnelle f définje par:
o) = 2x% 4 3x

x+2
1. Etudier les variations de f.
Déterminer 'asymptote verticale de (€).
2. Trouver trois nombres réels a, b, ¢ tels que :

firx)=ax+b+ .
En déduire que la représentation graphique (€) de fadmet
une asymptote oblique dont on précisera une équation.
3. Démontrer que le point de concours des asymptotes
est un centre de symétrie de (€).
4. Construire (€).
5.(D,,) est la droite d’équation : y = mx — 1. Discuter
suivant les valeurs du parametre m le nombre de points
d’intersection de (D) et de (€).

11 plan est muni d*un repére orthonormé.
On considére la fonction rationnelle f définie par :

f[.x}— ax+b

On désngna par (‘@ ) sa représentation graphique.
1. Déterminer les nombres réels a, b et c pour que :
- (6] admette les asymptotes d’équations res-

pectives i x==2;y=1.

— la tangente & (6 au point d'abscisse — 1 soit
parallzle a la droite d’équation y = —x. .
2. Construire (‘6.
3. En s'aidant de (€], construire la représentation gra-
phique de la fonction rationnelle g définie par :
-ax+b

. (a, b et ¢ sont des nombres réels).

glx) = ol @, b, ¢ sont les nombres réels déter-

minés a Ia premiére question.

Le plan est muni du repére orthonormé (0, L, J).
On considere la fonction rationnelle définie par :
28 —x%-x+3
f[‘x] i Iz -1
1. Ecrire f{x) sous la forme flx) = ax + b + g{x)
[ae R;beR]

limglx)=0
Xy —ee

RUY 19 glx)=0
Xy s

2. En déduire que la représentation graphique (€] de f
admet une asymptote oblique (D).

Donner une équation de cette asymptote.

3. Etudier la position reletive de (€ et de (D).

" Le plan est muni du repére orthonormé (G, I, J).
On consideére la fonction rationnelle définie par :

S |
fix) 14+ x2

1. Démontrer que f est une fonction positive qui a pour
maximum 1.

2. Etudier les variations de f et construire sa représen-
tation graphique (¢ sur [- 3 ; 3].

3. Suivant les valeu:s du nombre réel m, résoudre dans

s T
R1 ?qt:latwnl o m.

Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J).
On considére la fonction rationnelle définie par :
(x-1P
fo) = 1+x
1. Etudier la fonction f.
2 Etudier graphiquement, suivant les valeurs du nombre
réel m, le nombre et le signe des solutions de ’équation
E)(m-1)2+2x-1+m=0
~ Le plan est muni du repére orthonormé (O,‘I, .
On considére la fonction rationnelle définie par :
e x*—2x+3,
fo) ==
1. Etudier la fonction f, on désigne par () sa représen-
tation graphique.
(On donnera les équations de Pasymptote oblique et de
Pasymptote verticale a (€;)).
2. Démontirer que le point d’intersection des asymp-
totes & (%)) est un centre de symsélrie de (6.
3.En utilisant (€), construire la représentation gra-
phique de [f].
4 Résoudre graphiquement, suivant les valeurs du
nombre réel m, les équations suivantes :

x*—2¢+ 3
E): Z—x
1252 ‘

" Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).
Cn cons; idere la fonction rationnelle f définie par:

x% -1
f[-t] : .
1 Eludler la fonction f. On désigne par ( {) sa repré-
sentation graphique (on précisera I'asymptote vertlca]e
et 'asymptate O&Jque]
2. Démontrer que le point d'intersection des asymp-
totes est un cenire de symétrie de (€]).
3. On désigne par g la fonction de R vers R définie par
g [x) = fllx]) (voir ch. 1 — TP1).
a) Démontrer que g est paire et qu’elle coincide avee f
sur R*.
b) Construire la représentation graphique (€ ) de g sur
le méme dessin que {Cﬁ ).
4. Résoudre graphxquement suivant les valeurs de m le
nombre et le signe des solutions de 1'équation :

Z-mld+1=0.

Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).

On donne la fonction rationnelle f définie par:
flx) = ok

2x+3
1. Etudier les variations de f et tracer la courbe (€) de f.
2. On considére la fonction g de R vers R définie par:
o) = 21

2x] + 3
(voir ch. 1 - TP1).
a) Etudier la parité de g.
b) Déduire de (§) et de la parité de g le tracé de la repré-
sentation graphique (%’) de g.

, de représentation graphique (6’).
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18 1, plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
On considére la fonction rationnelle f définie par :
2(x—3)?
ﬁx{‘xz—?xﬂo'
1. Etudier les variations de f et construire la représen-
tation graphique (¢) de f.
2. Discuter suivant les valeurs du parametre réel m le
nombre et le signe des solutions de 1'équations :
(m-2k?—(7m-12)c+2(53m—9)=0.
Le plan est muni du repére orthonormé (0, T, .
On donne la fonction rationnelle f définie par :
' _x=1)%
=

1. Etudier les variations de f (justifier que f admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation).
2. Démontrer que le point S(0 ; 1) est un centre de symé-
trie de (€). Donner une équation de la tangente (T) & (6)
au point S.

3. Construire (T) et (€).

4. Tracer la courbe (%'} de la fonction g définie par :
glx) = fllel). (voir ch. 1 — TP1.)

5. Résoudre graphiquement I'équation :

(1-m)x®+ 1) —2x =0 olt m est un paramétre réel.

" Le plan est muni du repére orthonormsé (O, L, ).
On considére la fonction rationnelle f définie par :
3x+ar+b
fix) = *2+1
1. Déterminer les nombres réels a et b pour que la cour-
be représentative (4) de f soit tangente au point d'abs-
. cisse 0 a la droite d'équation y = 4x + 3.
2. Pour les valeurs de a et b trouvées a la 1 question,

démontrer que : pour tout nombre réel x, fix) = 3 + =F =%

3. Etudier les variations de f.
4. Démontrer que le point (0 ; 3) est un centre de symsé-
trie de (@).

5. Tracer (€) et sa tangente au point L

b) En déduire la courbe (4') de la fonction g définie par
glx) = - flx).

Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
1. Construire la représentation graphique de la fonction
sinus.
2. Dans chacun des cas suivants, en déduire la Tepré-
sentation graphique de la fonction fassociée a la fonc-
tion sinus.

(1) Ax) =—sinx
(3) fx) = sin (- x)
(5) fix) = — |sin x|

(2) flx) = sin (x + 2)
(4) ix) =3 +sinx
(6) flx) =2 + sin (x—1)

Le plan est muni du repére orthogonal (O, L J).
1. Construire la représentation graphique de la fonction
tangente.
2. Dans chacun des cas suivants, en déduire la repré-
sentation graphique de la fonction fassociée a la fonc-
tion tangente.

(1) flx) = — tan x
(3) flx) = tan (- x)
(5) flx) = — |tan x|

(2) flx) =tan (x + 2)
(4) fix) =3 + tan x
(8) fix)=2 +tan (x =~ 1)
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~“ Le plan est muni du rep2re orthogonal (O, 1, J).
1. Construire la représentation graphique des fonctions
sinus et cosinus sur un méme graphique.
2.Cn considere la fonction fde R vers R définie par
fix)=sinx +cosx ,
—Construire point par point la représentation gra-
phique (6] de f, sur I- = ; n] (voir ch. 4 — TP1).
— Vérifier que f est une fonction périodique de période
2r. Déduire de la question précédente la représentation
graphique (‘ﬁf) de f sur |- 3x ; 3x].
3. Déduire de [‘6},] le tableau de variation de f sur I'in-
tervalle [- = ; =].

~ Résoudre graphiquement les équations sui-
vantes, ol x est exprimé en radian.
(1) tan x = 11 (3)tanx=/3
=

(2) tanxz‘% @tanx=—-2

. alcul approché des zéros
d’'une fonction

* Dans chacun des cas suivants, vérifier que la
fonction s’annule pour une unique valeur.
En utilisant la méthode du balayage, tronver un enca-
drement d’amplitude 1072 de cette valeur.
Wfx)=—F+2+x+1
2) flr)=2x3—4x + 4
B flx) =33 +x2+1
(4) fr) =—x* + x - 12

Dans chacun des cas suivants, en utilisant la
méthode de dichotomie, trouver un encadrement d’am-
plitude 0.25 de chaque zéro de la fonction f.

(1]ﬂx}=%13—%x3—31+1
(2) fix) = - 22 + 2% + 20x +12
(3) fle) =32t —4x® — 1

(4) fle) = 201 — 422 + 2

Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).

7 On considére la fonction homographique f
définie par :

=22l e

1. Construire la courbe représentative (4) dans les deux
cassuivanis ;0 <a<1eti<a.

(On prendra 0,5 et 2).

2.0n donne la droite (D) d'équation y — m x = 0.
Démontrer que les abscisses des points d'intersection
de (€) et de (D) sont les racines d’un polynéme du
second degré que 1'on déterminera.

En déduire la condition d’existence de ces points.
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1. Déterminer 1’ensemble des nombres réels x |

4—-x

telsque: -1 de==rn
2. Tracer la représentation graphique de la fonction
homographique f définie par : flx ) = zi__‘:

Vérifier les résultats de la premiére question.
3. m et n sont des nombres différents de 2 et de somme
égale & 6. Vérifier que le produit flm) x f{n) reste constant.

1. Tracer la représentatiod graphique de la
fonction fdéﬁnie par .ﬁx) = E[I’+_‘1) i

La droite (D) d’équation : ¥ = 2(x + 1).

Déterminer les coordonnées des points d’intersection
de ces deux courbes.

2. Par un point M de (D), on meéne la droite parallele 2
I'axe des ordonnées, qui coupe (€) en A et la droite
paralléle & I'axe des abscisses, qui coupe (€) en B.
Tracer le rectangle AMBP, et justifier que P est un point
de (D). Quel est I'ensemble parcouru par le milien H du
segment [AB] quand M parcourt (D) ?

@k étant un nombre réel, on considere la fonc-
tion f, définie par : f(x) =x® - 2kx + K2+ k + 1.
1. Déterminer k pour que la fonction f; ait un minimum
égal 3 — 4.
2. Tracer la courbe (%) représentative de la fonction f
correspondant 3 k=— 5.
(D) est la droite d’équation y = mx.
Trouver les abscisses des points d’intersection de (D) et
de (¢). Donner la condition d’existence de ces points.
Zn déduire I"équation des deux tangentes A (€) passant
car l'origine O. M est le milieu des points d'intersection
de (€) et (D). Démontrer que M appartient 2 une para-
bole dont I'équation ne dépend pas de m.

Ar+3

On di les foncti =
n donne les fonctions flx ) T

'_:-"I;i = a.r"" + bx + 3.
1. Calculer les valeurs des nombres g, b, A et D pour
sue chacune des courbes représentatives (€] et (€))
passe par les points M(— 2 ; — 1] et N(- 3 ; 0).

2. Tracer alors {‘6,] gt (‘ﬁg) et calculer les coordonnées de
‘zur troisiéme point commun P

et

On considere la fonction rationnelle f définie
" _ax+b 2
par: flx) = —5—- [(a, b) = R?].

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

2. Calculer la dérivée de f.

A quelle condition portant sur a et b la fonction f est-
elle strictement monotone sur chague intervalle ot elle
est définje.

3. Déterminer a et b pour que la courbe représentative
(€3 de f passe par le point de coordonnées A(0 ; - %) et

admette en ce point une tangente de coefficient direc-

1
teur -

4. a et b ayant les valeurs trouvées a la question 3), étu-
dier les variations de f. Déterminer les points d’inter-
section de (6 avec les axes de coordonnées et donnbr
les équations’des tangentes en ces points.

5. Tracer (6 ) avec ses tangentes en A et aux points d’in-
tersection avec les axes de coordonnées.

6. Discuter graphiquement l'existence et le nombre de
solutions de l'équation : mx? + 2x — (4m + 5) =0 (od m
est un parametre réel). On précisera la position des
solutions par rapport aux nombres 1 et 4,

I) Le plan est muni du repere orthonormsé (O, L, J).

On considére la fonction g de R vers R définie par :

—x?+3x-1
glx) = — 2
Etudier les variations de g et construire la représenta-
tion graphique (€) de f.
1T} m étant un paramatre, on consideére la fonction f,, de
R vers R définie par :

fon (¥) = Bm x? — 222 —8m + 3.
On désigne par (€,,) la courbe représentative de f,, dans
le plan muni du repére (0,1,]).
1. Démontrer que les courbes (€,) passent par deux
points dont les coordonnées ne dépendent pas de m.
2. Etudier les variations de f,, sur [0 ; + o[ et dresser son
tableau de variation. (On distinguera lescas m <0, m=0
etm > 0).
3. Tracer sur le méme dessin que (%) la courbe (€ 1).
2

On donne la fonction fde R vers R définie par :

x+1
f[x]=x2+1'

On note (€) la courbe représentative de f dans le plan
muni d'un repére orthonormé (O,1, J).

1. Etudier les variations de f.

2. Déterminer les coordonnées du point A d’intersec-
tion de (€) avec l'axe des abscisses et le point B d'in-
tersection de (%) avec la premiére bissectrice.

a)] Donner les équations des tangentes D, et D, a la courbe
(%) en A et B respectivement.

b) Etudier suivant les valeurs de x le signe de chacune
des expressions suivantes:

fle)- S+ 1) 5 fix)— 2 (x-3).

En déduire les positions relatives de (€) et D, d’une
part et de (%) et D, d’autre part.

3. Construire (‘€).

4. Discuter graphiquement le nombre de solutions dans
R de I'équation :

mx?—x+m—1=0 (ol m est paramgtre).

Le plan est muni du repére orthonormé (0, L, ).
m étant un parameétre, on considére la fonction f,, de R
vers R définie par :
£ 22— (m +x2}r1+ 2m + 2
de représentation graphique (%,,).
1. Démontrer que toutes les courbes (€,,) passent par un
point A dont les coordonnées ne dépendent pas de m.
2. Etudier la fonction f,.
3. On suppose que m est différent de 0.
Etudier les variations de f, suivant les valeurs de m.
4, Déterminer en fonction de m les nombres réels a, b

etctelsque:f, (x)=ax+b +xCT

et en déduire une équation de 'asymptote & (€, ) a 'infini.
5. Démontrer que B(1 ; — m — 1) est un centre de symé-
trie de (€,,).

6. Construire les courbes (¢,) et (4_,) sur le méme dessin.
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7. Discuter graphiquement suivant les valeurs du para-
métre a le nombre de solutions de 1'équation :
x*—(7+alx+10+a=0. :

Le plan est muni d'un repére orthonormé. On
consideére la fonction f, : R —» R

=} 2
X Zx_m,*..B_zg:"_
x—2m

(o1 m est un paramétre),
(€,,) est la représentation graphique de ;

~ Partie A =
1. Etudier le sens de variation de la fonction f, corres-
pondant a m = 0,
2. Démontrer que la représentation graphique (6y) de f
admet un centre de symétrie et pour asymptote la droite
d’équation : y = 2.
3. Représenter graphiquement (€,).
4. Utiliser la courbe (‘@f] pour discuter ['existence et le

signe des solutions de I'équation :
ac®—kx+8=0

- Partie B -
1. Démontrer que toutes les courbes (6,,) passent par
deux points A et B dont on déterminera les coordon-
nées.
2. Représenter sur le méme graphigue que (€,), les
courbes (€,) et (4_,).

Le plan est muni d'un repére orthogonal. On
considére la fonction f: R — R
x> sin (- 2x +—§~]
1. Démontrer que f est une fonction périodique de
périade 7.
2. f* est la fonction dérivée de f. Vérifier que sur I'in-
51

tervalle [0 ; ], %et - sont les deux solutions de I'équa-

tion : f'(x) = 0.
3. Etudier le signe de cos(— 2x +%] dans chacun des cas

suivants :x € [0 ; %] LA [1;-; %t-] e [56—“;:&].

4. En déduire le sens de variation de la restriction 3 [0;n]
de la fonction f Donner son tableau de variation.
Calculer f{0) et fir).

5. Vérifier que sur I'intervalle [0 ; ], & ot Z% sont les
deux solutions de I'équation : f{x) = gl 12

6. Donner un tableau de valeurs de la restriction de fa
[0;x].

7. Construire la représentation graphique de la restric-
tion de f 2 [0 ; n]l. Comment peut-on obtenir la repré-
sentation graphique de fsur R.

8. Résoudre graphiquement dans I'intervalle [- & ; 7]

I'équation : flx) = m (ot m est un paramétre).

Le plan est muni d'un repére orthogonal. On
donne la fonetion :
fRoR
X+ 1-2 cos (3x 4 %}
1. Vérifier que f est une fonction périodique de
période 23_?:
2. En s’inspirant de I’exercice précédent :

a) Etudier le sens de variation de Fsur Vintervalle [0: 23—“}.
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b) Construire la représentation graphique de la restriction
de fa l'intervalle [0 ; %?E].
¢) Construire la représentation graphique de f.

Pour un produit donné, q étant la quantité produite, on
désigne par :

%(q) le cotit de production

% la fonction cofit

6,,(g) le colit marginal au niveau q (€, (q)=%(g+1)-¢lg)

<o),
q

Une entreprise fabrique un produit A. La fone-
tion cotit € est définie par :
@(x) = 23 + 322 + 3¢ + 200, (€(x) est le cofit on prix de
revient en FCFA d’une quantité x de produit A).
1. Etudier la fonction % sur [0 ; 10].
2. Calculer le cott marginal €,,(x) au niveau x :
€6,.(x) = Clx + 1) — B(x)
Etudier la fonction 4, sur [0 ; 10].
3. Comparer 6, et la dérivée ¢’ de la fonction coiit €.
Etudier la fonction €’ sur [0 ; 10]. Etudier la position
relative des représentations graphiques de €,et€7
4. Sachant que le produit A est vendu a 7 500 F CFA
I'unité, exprimer en fonction de x le bénéfice B réalisé.
(On suppose que la production est entidrement ven-
due.) Déterminer la production X qui procure un héné-
fice maximum.,

(g) le cotit unitaire moyen ($,(q) =

Le cofit unitaire moyen d'un produit est
donné par la formule : “Culg) = g% - 20q + 200
(o1 g est la quantité produite). ‘8[:;}
1. Déterminer la fonction cofit ‘@ définie par Cplq) = 5
En déduire la fonction cofit marginal €, (@, =%).
2. Etudier les fonctions 8, @y, 6,,. (Construire lours
représentations graphiques sur le méme dessin.)
Vérifier que les représeéntations graphiques des fonc-
tions €, et €, se coupent en un point dont 'ordonnée
est la valeur minimum du cofit moyen.

Dans une entreprise, le codt de fabrication
d’une pitce dépend du nombre n de pidces fabriquées.
Sachant que dans ces conditions, la fabrication dune
piéce d’un type donné cofite C,(n) avec une machine A
et Cg(n) avec une machine B telle que :

Culn) =1 400 + —%{E
300 000
CB[H} =1200+ ""‘n—'

(n est un nombre entier relatif compris entre 400 et
2 000).

On veut étudier la machine la plus économique.

1. Construire sur le méme dessin et sur [400 ; 2 000], les
représentations graphiques (€ 7 et {€,) des fonctions fet
g de R vers R définies par :

80 00D 300 000

flx) =1 400 + glx) =1 200+
X X
2. Utiliser les graphiques pour déterminer, suivant les

valeurs de n, la machine la plus économique.
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1.1, Définition

On donne le segment [OA] de longueur 1. Ar 1
On construit, de proche en proche, les segments Ag
[0A,]. [0A,], [OA,] de sorte que :

—les triangles OA A, OA A, 0OA,A,, soient :
rectangles respectivement en Ay, A, A, | Aq
—OAg = Aghy = A Ay = Aphy =1
e Construire de la méme manidre [0A,], [OAg]. 1
e Calculer OA,, OA,, OA; , OA,. .
s n étant un nombre entier naturel, formuler une conjecture pour OA,. Q0 1 Ay

A chaque nombre entier naturel n, on peut associer la distance OA,.
On définit ainsi une fonction de N vers R, appelée suite numérique.

n~ u(n)
'On note cette suite : (1), c g

'Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, la suite (u,), ¢ g est notée plus simplement (u,).

']

'On note u,, l'image de n par u ; c'est le terme d'indice n aussi appelé le terme général de la suite

| ————— e -
0 A i A < R A TS PR T g AT T o o A S LS L 0 [ g T SR SR M T - o3 ST e

Bemarguz

Lensemble de définition d’une suite numérique est I'ensemble des rombres entiers naturels supérieurs
ou égaux & un nombre entier naturel donné.

1.2, Modes de détermination d'une suite

Une suite est déterminée par la donnée de tous ses termes ou par la donnée d'un moyen de les calculer.

GBS Suites définies par une formule explicite
# On considére la suite numérique u: N — R
n— nn+1)
Cette suite numérique peut étre définie par la formule explicite : u,, = n(n + i 5
e Calculer u, ; u, 5 u g s Ugy 3 Uqgqr
» Exprimer en fonction de n, chacun des termes suivants : w, ;i Uy, 5 Uzn 5 Yansa-
M Plus généralement, .

on peut définir une suite numérique (u,), c g par la donnée d'une formule explicite qui détermine le
terme général u, en fonction de n.

Une telle suite est dite définie par une formule explicite.

Exemple
f étant la fonction de R vers R définie par : flx) = —t§1+— ;

on peut définir une suite numérique (u,) par 12 formule explicite : u, = fln).

144 sultes numériques
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L'activité du §1.1 met en évidence la suite de terme général OA,, et de premier terme OA égal 4 1.
On pose : u, = OAg;su,=0A,, %
En appliquant la propriété de Pythagore au triangle rectangle OA A, .onobtient:u, ., =J1+ u .
Cette formule permet de calculer la valeur d'un terme quelconque de la suite dés que la valeur du terme
précédent est connue. Ainsi, connaissant iy, on peut calculer de proche en proche tous les termes de la

suite. il

u1=‘1+u%:,/2; uzw\)1+u§=f?;....
e Calculer uy ; u,.
* Exprimer u, , en fonction de u,,,, puis de u,.

: : . § =1
La suite (u,) peut donc étre définie par : { u, =41+ .

Plus généralement,
on peut définir une suite numérique (u_), g, par la donnée :
— de son premier terme ou d'un terme défini par sa valeur numérique et son indice,
—d'une formule de récurrence explicitant le calcul de u,,,, en fonction de u,
Une telle suite st dite définie par récurrence.

g étant la fonction de R vers R définie par : g(x) = x + -%_-— X .
=2
on peut définir par récurrence une suite numérique (u,) par : { :iﬂ = gty
n+l T n

Définir par récurrence une suite définie par une formule explicite

La '_snigq.;[_i_c_;,]-g;t-ffdéi‘_if;_:lie par : un on€d  La suite (v_) est définie par : v
Définissans cetfe suite (u,) par récurrence. Définissons cette suite (v,) par récurrence.

Calcul du premier terme de cetie suife : Calcul du premier terme de cette suite
Uy =2x0+3=3 ! v .__i=5
= 0 40
Expression du terme u,,, en fonction de u, Expression du terme v, ; en fonction de v,
2., =2[@+1)+3 5 ; W
D = = 5= X —=—
=(2n+3)+2 n+l T gndl T g 7 R
=u, +2 | !
i ; : : Uy =3 —4 s =5
= suite (u,) est définie par: { U S8+ 20 . La suite (v,) est définie par : { ”Eu i %Un‘

Définir par une formule explicite une suite définie par récurrence

On donne la suite [un]. déﬁmepar . a0
Définissons cettesmte (u,,}par "i:l{z__ formule explicite. -

Fecherche d'une conjecture pour I'expression du terme général -

—zlculons quelques termes afin de formuler une conjecture pour l'expression du terme général.
U =08x5; u,=08x5 ; u;=08x5 ; u,=0,8x5%; u;=08x5%; ..

I semble que ::

pour tout nombre entier naturel n, u, = 0,8 x 5™,

Contréle de cette conjecture .
“onsidérons la suite de terme général : 0,8 x 5.
Son premier terme, le terme d'indice 0 est : 0,8.
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Exprimons son terme d'indice n + 1 en fonction de son terme d'indice n.
08x5™ =5x(0,8x5")

terme d'indice i + 1 terme d'indice n
Donc la suite numérique de terme général 0,8 x 5" n'est autre que la suite (i,).

Oﬁ'-'dbniié Ia suite (v, 3

Deﬁmssuns tte sulte (v,

e =
‘a;: une fnrmule s,xplacﬁe.

Recherche d'une con}ecture paur I'expressmn du terme général

Calculons quelques termes afin de formuler une conjecture pour l'expression du terme général.
b;=5-23 0,=5-2%X2 ; 0,=5-3X2; v;=5-4X2 ; v;=5-5X%X2}

Il semble que : =
pour tout nombre entier naturel n, v, = 5 - 2n.

Contréle de cette conjecture

Considérons la suite de terme général : 5 — 2n.

Son premier terme, le terme d'indice 0, est : 5.

* Exprimer son terme d’indice n + 1 en fonction de son terme d’indice n.
 Conclure.

WE ereices sl

l.a (u,) est la suite définie par : 1.b (w,),,  p+ ©st 1a suite définie par :
iy =10 u, =4
{unH:%un—l { Wi —{u 0]
Galeuler u,; u,, 1, u,. Calculer le 3° terme de la suite. .

—=1.3. Représentation graphique des termes d'une suite

Comme toute fonction, une suite numeérique peut éire représentée gmphzquement dans le plan muni
d’un repére. Cependant, une suite étant définie sur une partie de N, il est possible d’en représenter les
termes sur un axe. Une telle représentation permetira aussi de con;ecturer Ie comportement de la suite.

Suites du type : u, = fin) ?

o donne la smte [u ) daﬁme par"

:--011 veut I‘Bprésenter SUr un axe 7_'183 premiers
rmes de cette suite. . : i

termes de cette smt

2 113) R
uﬂ_10!u1_43u2—1;u3=—"2"*,u4———4—'.

Sur la droite de repére (O, I), nous marquons les Sur la droite de repére (O, I), nous marquons les
points d'absmsses iy M W W W - points d'abscisses ug, uy, u,, ts, U, Us,.

S | |
Apres calcul, on obtxent : ‘ Aprés (:alcul on Obtlant
uu.—.a;u1=z;u2:5;u3=[l;u4=7;u5zl-2. |

|

o |
O . O I DO SPE.: JRW: S| -B '
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Suites du type : u_ = jln)

s

Ondormela Sﬂlte{un) déﬁ:ﬂie par: s

S -_El;;_'-:?'.'v! n

termes de cette suite.

Dans le plan muni du repére orthogonal (O,L]), on
a tracé la représentation graphique (€7 de la fonc-
tion fde R vers R, définie par : flx) = { x .

s | On veut représenter sur un axe les'p

Dans le plan muni du repére orthogonal (O,L]), on
a tracé la représentation graphique (4 o) de la fong-
tion g de R vers R, définie par : glx) = —%—x + 4
et la droite (D) d'équation : y = x.

| ; 4
D o i e o i s o it ol

e R N R s M " " | I B A
---------- we e S e e
+ ''''' W ol i ” i -
S Fprde ne ) e AT mtrntm , "
el = N s : ; : i ! : e

""""" Me ¢ L F 1 | : -

i N DU R N S i o ! -

T o T N N S I B T AT S

0 1 - 3 4 5 6 7 QO |

Dans le plan, la représentation graphique de la
suite (u,) est I'ensemble des points A (n ; u,),
points de [‘Gf] ayant pour abscisse un nombre
entier naturel’

Cette représentation graphique détermine, par pro- |

jection orthogonale des points A sur (OJ), une
représentation graphique de () sur l'axe (Q]).

emarque

On peut également obtenir la représentation gra-
phigue de (u,) sur I'uxe (OI) en utilisant la droite
(D) d’égquation : y = x.

ME XErCICes ooy

l.c (u,) est la suite définie par u, =2n-8.
Représenter sur 'axe (OI) les termes d'indices
0 4 5 de cette suite.

(u,) est la suite définie par { U =7

s, —1

1.d

n+l

Représenter sur l'axe (OI) les termes d'indices
0 a 6 de cette suite.

Marquer u, sur (OI)
Construction de u,

A T'aide de (8,) construire B, (u; , glu,)).

On obtient u, sur (0]).

A T'aide de (D), reporter u, sur (O]
Construction de u,

A l'aide de (€ ) construire B,lu, , glu,)).

On obtient u, sur (OJ).

A l'aide de (D), reporter u, sur (OI) ...
Cette méthode permet de déterminer de proche en
proche les premiers termes de la suite (u,).

Uy =3

l.e (u,) est la suite définie par { Uy, =—u +1

Représenter sur I'axe (OI) les termes d'indices
0 a 3 de cette suite.
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L

__9 .1, Variations d'une suite numérique

Une suite étant une fonction de R vers R, on peut lui appliquer les définitions et propriétés générales
des fonctions numériques d'une variable réelle.

Ainsi, une suite numeérique (u,), -  est :

: ] = g
— croissante lorsque, — décroissante lorsque,
pour tous nombres entiers naturels m et n de E, pour tous nombres entiers naturels m et n de E,
m<n = u, <Uu, m<n = u,>u,
— strictement croissanie lorsque, — strictement décroissante lorsque,
pour tous nombres entiers naturels m et n de E, pour tous nombres entiers naturels m et n de E,
m<n = u. <u, m<n = u,>u,

Une suite est dite monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante.
Une suite est dite strictement monotone lorsqu'elle est soit strictement croissante, soit strictement
décroissante.

Les propriétés suivantes sont plus simples d'emploi que les définitions précédentes.

On démontre et nous admettrons ces propriétés :

(u,), c g est une suite numérique

Si, pour tout nombre entier naturel n de E, Si, pour tout nombre entier naturel n de E,

u, < u,,, alors la suite (u,), c g est croissante. u, > u,,, alors lasuite (1), c g est décrois-
sante.

Si, pour tout nombre entier naturel n de E, Si, pour tout nombre entier naturel n de E,’
u, < u,,, alors lasuite (), c g oSt sirictement U, > U, alors la suite (u,), ¢ g est strictement
croissante. décroissante. 4

emargue

En général, on compare u,, et u,,, en étudiant le signe de leur différence.

On donne la suite (2,) définie par: ©, = n?+ 22— 2.

: : g R B S =T
Etudions le sens de variation de cette suite.

Méthode 1 : étude du signe de la différence de deux termes consécutifs

=i, =m+1?+2n+1)-2-(n*+2n-2)
= 2n+3

Pour tout nombre entier naturel n, u_,; —u, > 0.
La suite (u,) est donc strictement croisse}te. :

/4
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Méthode 2 : utilisation du tableau de variation on de la représentation graphique de f
On suppose que I'on dispose du tableau de variation ou de la représentation graphique de la fonction f.

x — oo J '":'E :'.
fo | - —1, Of
£ §

La fonction f étant strictement croissante sur [0 : + [ ona:
pour tout nombre entier naturel », fln) < fin + 1),
c'est & dire : pour tout nombre entier naturel n, u,<u,

La suite (u,) est donc strictement croissante.

1-

On donne la suite (,) définie par : | '
Etudions le sens de variation de cette suite.

iai R

Cette suite est du type : u + = &lu) A

g étant la fonction affine définie par : g(x) = %x + 1.

Dans le plan muni du repére orthogonal (0, I, J), . I
on a tracé la représentation graphique (6,) de la
fonction g et la droite (D) d'équation : y = x.

Puis on a représenté graphiquement sur (OJ) les pre-

miers termes de (u,)-

II semble, sur le graphique ci-contre, que la suite
(u,) est strictement croissante.

................................

La suite (u,) esi-elle strictement croissante ?
Calculons et déterminons le signe de (2, ~uy).

85 _ 47
Uy — Uy "_ﬁ+12_ﬁ

donc : U-u, >0

Exprimons en fonction de (e, — u,) les différences suivantes - (uy~w,), (uy— u,), (u,—u,) ;

ona: u,-u, =%(“1_"~o]
8\?
uy—u, = (g3) (,—up)

U=y, = (2) -~ )

. n
On peut conjecturer et nous admettons que : pour tout nombre entier naturel, u, ., —u, = (%-) (2 — uy).

Nous admettons que cette conjecture est vérifiée ; on en conclut alors que :

pour tout nombre entier naturel, u,,, —u, >0

La suite (u,) est donc strictement croissante.
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et T
On donne la suite (

- Tn—0 '

u,) définie par :

le sens de variation de (u,).

La suite (u,) est du type : u, = fln), |
f étant la fonction de R vers R définie par :

_ 3x-2
B =2=s
L'étude de la fonction f permet d'obtenir :
x |- 0
fo] - &
fx)
i el 5T 9. 3.
e e
]! EEEN
f SR EREE
Ghdine IR

Du tableau de variation ci-dessus, on déduit que f
pst décroissante sur [0 ; -g-[ et sur ]-g— ) + oef.

Donc, pour tout nombre entier naturel n plus
grand que 4, u, > u, . ;

la suite (u,) est décroissante sur N N[5 ;+oof.

(u,) est donc décroissante a partir de l'indice 5.

‘La sulte[un] est du type : u,,, = glu,) (g

Dans le plan muni d'un repére, on a tracé la repré

(D) d'équation : y = x.

Par le calcul et par le graphique, il semble que tous

égaux & 2. Contr6loes cette conjecture.

Considérons la suite de terme général 2.

Son premier terme, le terme d'indice 0 est 2.

Ses termes d'indice n + 1 et d'indice n sont égaux a
U, = 3u,— 4

Eneffet, 2=3x2-4.

La suite (u,) est constante.

150

On donne la su’ité (

1a suite (u,) définie par :

Etudions le sens de variation de ().

La suite (u,) est du type:u, = fln),
f étant la fonction de R vers R définie pas
fix)=(x-3)*+ 1.
L'étude de la fonction f permet d'obtenir :
| ol e
fo | - '
fx)
Bh e
T N . S L
" i s G R R

Du tableau de variation ci-dessus, on déduit que fest
" décroissante sur [0 ; 3] et croissante sur [3 ; + <[
Donc, pour tout nombre entier naturel n supérieur

ouégala3d,u, <u,;;

! la suite (u,) est croissante sur NN [3;+ el
| (u,) est donc croissante 4 partir de l'indice 3.

est la fonction affine définie par : g(x) = 3x — 4).
sentation graphique (6,) de la fonction g et la draite

/

les termes sont

1
L]
1
i
'
i
1
!
I
'
l
]
1

2 et sont tels que :

((3))
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WE X CTCICOS BErr A i o AR o S A

2.0 On donne les suites numériques, (u,) et (vy) 2b  On donne la suite numérique (u ) définie par :

définies par : U= o
u, =17n—-289 et vn=%nz+3. X Upyq = 3u,—6
Etudier le sens de variation de ces suites. A l'aide d'une représentation graphique, étu-

dier le sens de variation de la suite (u,) dans
chacun des cas suivants :x=1; a=3;0=4.

__92.2. Notion de convergence d'une suite numeérique

E=E=E® /\pproche de la nofien

u Convergence d’une suite du type : u, = fin) m Convergence d’une suite du type : u,,, = glu,)
On donne la smte mnnénque W) On donne Ia smte numenque (u o) définie par:
déﬁmepar u, —"'""‘n+5 = = ,“1—04{“ _1} —

‘On veut étudier le comportement de {u ) pour les On veut étudier le comportement de (u ] puur les
grandes valeurs derz=c= s : grandes valeurs de n

Approche graphique
La suite (u,) est du type : u, = fin), | La suite (u,) est du type : u,,, = g(u,),
f étant la fonction de R vers R définie par : | g étant la fonction affine définie par :
fie) 2543 1 glx) = 0,4(x - 1).

La droite (D) d'équation y = 2 est asymptote 2 la 5 La droite (D) d'équation y = x coupe la fePféseél‘
représentation graphique (4 de f. | tation graphique (%) de g au point d'abscisse — -

rO
i
]
|
I
i
|
\

Elscnsdasenensrmmnnnneses

B

U-.I_‘__,__......,_,,....-..‘\

Les termes g, uyq Uys, Uy €t Uy, sont de plus en | Les termes u, u,, u,, et u, sont de plus en plus
plus proches de 2.

proches de — &,

3
Approche numérique
Calculons quelques termes de la suite. - Calculons quelques termes de la suite.
n i Uy, n Uy, n uy
1 000 000 { 1,999 993 000 1 1,600 00 7 — 0,657 38
1 500 000 | 1,999 995 333 2 0,240 00 8 — 0,662 95
10 000 000 1,999 999 300 3 = 0,304 00 9 — 0,665 18
15 000 000 1,999 999 533 4 — 0,521 60 10 . —0,666 07
100 000 000 1,999 999 930 . 3 — 0,608 64 11 | -—0,66643
150 000 000 1,999 999 953 6 — 0,643 46 12 — 0,666 57
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Conclusion

La distance entre u,, et 2 devient aussi petite que | La distance entre u, et — 2 devient aussi petite
l'on veut ddES que n est un nombre entier suffisam- | que I'on veut dés que n est un nombre entier suffi-
msnt.grand, u =2 « | samment grand, 2

u, =-— —3-
On dit que la suite (i) est une suite convergente | On dit que la suite (u,) est une suite convergente
et qu'elle converge vers 2. |

| et qu'elle converge vers — .

u Suite divergente »

Si on ne peut trouver aucun nombre réel dont les termes d'une suite (v,) se rapprochent de plus en plus
dés que n est un nombre entier suffisamment grand, cette suite (v,) n'est pas convergente ; on dit qu'el-
le est divergente.

Exemples
Les suites (u,) et (v,) définies respectivement ci-dessous sont des suites divergentes.
e Expliquer pourquoi.

(,) est définie par:  u, = (- 1)";

(v,) est définie par : {v Ry e

nt1 = Up + 2

B! Propriéteés
On démontre et nous admettons les propriétés suivantes :

Proprietes R T A e L R TS et s e

¢ est un nombre réel, f une fonction numérique, (u,) la suite définie par : u, = fln).

. Si lim flx)=¢ alors la suite (u,) converge vers €.

X = b oo

.8i im flx)=—c, oulim flx}=+c alorslasuite () est divergente.

X~ + o> X3 + o0

Remaraue

Si la fonction f n’admet pas de limite en + <, on ne peut rien conclure quant & la convergence de la suite
(u,) définie par : u, = fln).

Exemple

Considérons les fonctions f, et f,, définies par : f,(x] = sin be ok fesnk )

2 6
Ce sont des fonctions non constantes, périodiques (de période 1 pour f; et de période 3 pour f,) ; elles
n'ont donc pas de limite quand x tend vers + o. Cependant,

a suite (u,) définie par u, = f,(n) est convergente  la suite (v,) définie par v, = f,(n) est divergente

et f,(x]) = sin

i
...‘\ ] (? v‘_‘ T {.ﬁl 'ﬁl \ .ﬁl \ n» |-, ,'r\\ " ..’.
L BV By Y Y By F B T 8. £
\ / 1 If ] IER J‘I i \ [ 1 Iy ‘\Il i 1 3'“‘“':'{ i :ﬁ: f-_f" r F“
\ O 4 P L Y 5 O L }_ L ot 2 %N & N F 0. .
\1\ , \ { R\ [ r{ 1\ } \ ! E\ | L = \ ¢ I;)[ EE / "» \ i /
f 1 ) ' td \} . \ / \{) L \i
viv VVV VLV | VI V WV 4
uD=u1=u,2=u3=uq:u5=u.a=‘...=1

WE XCTCICOS B st

2.c  (u,) est la suite numérique définie par : 2.d (o) est la suite numérique définie par :
2.8 Lot g
=atm . “n=3n+1-
Démontrer que () est convergente. Démontrer que (v,) est convergente,

1
K
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fj._S-.uzte:s geometnques

~=3.1.. Notion de suite arithmétique

mpmmm=mm Exemple introduct?t

: Un pu;satter luue ses serv:ces aux condilions suwanles 3
- =le pre:mer meétre creusé coite 2 000 F

— chaque métre supplémentalre creusé cofite 100 F de plus que le pl‘ecedenl :
Quel est Ie prix du 3¢ meétre creusé 7 s

Trouver nne formule expliclte dmmzmt en fonction den le }mx du n® méh‘e creusé

Eaea

Calcul du prix du 3° métre creusé

Le prix du 1°" metre est 2 000 ; le prix du 2° meétre est 2 000 + 100 ; le prix du 3° metre est 2 100 + 100.
Le 3° metre creusé cofite 2 200 F.

Recherche d'une suite permettant de décrire la situation

On désigne par u, le prix du n® métre creusé.

Chaque métre supplémentaire creusé cotite 100 F de plus que le précédent.
u, =2 000

On définit ainsi la suite numérique (u,), ¢ p+ déterminée par : {  =u, +100

Définition de la suite (u,),, o - par une formule explicite
* Calculons quelques termes afin de formuler une conjecture pour 'expression du terme général.
u;=2000 ; u,=2000+100 ; u;=2000+100%x2 ; u,=2000+100x3
11 semble que :
pour tout nombre entier naturel n non nul, uz, = 2 000 + 100(n — 1}.

* Confrolons cette conjecture.

Considérons la suite définie sur N*, de terme général : 2 000 + 100(n — 1)
Son premier terme, le terme d'indice 1 est : 2 000.

Exprimons son terme d'indice n + 1 en fonction de son terme d'indice n.

2000 + 100n,= 2 000 + 100(r — 1)+ 100

terme d'indice n + 1 terme d'indice n

Donc la suite numérique de terme général 2 000 + 100(n — 1) n'est autre que la suite (i), ¢ -

! ocabulaire

Une suite (u,) dont chaque terme est obtenu en ajoutant une constante r au terme qui le précede est
appelée suite arithmétique ; la constante r est appelée raison.

5 [uy=a
(u,) est définie par : { W =u +T

Exemple

=-1
La suite (v,) définie par : { %0

U,,1=0,+2

est une suite arithmétique de raison 2 ; c'est la suite des nombres entiers naturels impairs.

Sultes numériques 153



www.biblio-sciences.org

mmmmem Défermination par une ‘Eormuie explicit

a et rsont des nombres réels.
Counsidérons la suite arithmétique de raison r et dont le lerme d'indice 0 est a. =
Demontmns que cette suite n'est autre que la suite (u,) définie par la formule axph{:]ts u,=a+nr.
En effet
— calculons le premier terme de (u,) 1 uy=a +0r=a

— exprimons le terme u, ., en jonctmn eu,
T l.a+[n+1]r =a+nr+r=u, +r.

Remarque

Une suite arithmétique (u, ), c n de raisonrt de premier terme a est définie explicitement sur N par :

un=a.+nr. '
T P oy * T | T | e
BEEEEEE oomme C termes consecu..[s a une suite Ehﬁﬁi:f{u@
Exemple

Consndémns les dix premiers nombres impairs. Calculons la somme S de ces dix nombres. £

Ona: 'S=1+3+5+7+...+17+19 (1).

Ecrivons cette méme somme en changeant l'ordre des termes.
§=19+17+ ... +5+3+1 (2).

En additionnant membre 2 membre les expressions (1) et (2] et en regroupant les termes 2 & 2, on obtient:
2S=(1+19)+ (B3 +17) + ..+ (17 +3) + (19 + 1).

28 est ainsi écrit sous la forme d'une somme de dix termes égaux chacun a 20.
Dou: 2S=20x10=200

La somme des dix premiers nombres impairs est donc égale 2 100.

¥ Plus généralement,

(u ) étant une suite arlthmethue de rmson r, calculons la somme S de p termes consécutifs :
U U + - Upsp-2 - l'llc+p—‘l = 5 3 s x =2
11 s'agit de trouver une expression de la somme des p termes de u; 3 Uy, 4-
Ona: S=u +Up, +FlUys Flgpy
ol : Upg = Up+T 3 W =U+ 2r- 5 e 3 gpa™ U P-2r ; Upp =Yt p-1r
On écrit les termes de 1a somme S de deux manibres différentes, puis on additionne membre a2 membre
les deux égalités ; en regroupant les termes 2 3 2, on obtient:

S=u, +u +T + +uk+[p—2)r +u + (-1
S=y.+(-1r +u, +(p-2)r + + UL+ T + Uy
dott: 25=[2u + (-1l +[2y+ (p—1)rl - e #l2uy+ -1 +[2y+ (p-1)r]

28 = pl2u, + (p — Vr] = ply; + wy + (0 - 1)1
L=

1
donc: S=up+Upq+ ¥ Uyt Upp g =5 ply, + ‘j‘k'rp_—l)

le nombre de termes p* terme
1¢f terme
WEX eI CICeS B s 7 o A
3.a (u, ) est la suite numérique définie par : 3b (v,) est la suite numérique définie par :
= 3n +1. v, =n-1

Démontrer que (u,) est une suite arithmétique Démontrer que (v,) est une suite arithmétique

dont on déterminera la raison et le premier dont on déterminera la raison et le premier

terme. terme.
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3.2, NOtion de suites geometnques

Exe np!& mimdm:tzf

_,_Le 1er octobre 2 BUD ;uste .ap Ia na:ssance de sa ﬁlle,
.;;deposant la somme de 100 000 F. Chaque année, le 1%
pnme égale 3 ¢4 % des sommes restees 1mmob1hsees dou

'I‘muver une formule explicite pgﬁrmeﬂant de coxmaitre le montant dlspo ble apres
posant qu'aucune somme n'aura é : retlrée :

Calcul du solde au 1° octobre 2 001 et au 1°F octobre 2 003

Solde du compte le 1/10/01 : 100 000 + 100 000 x 4% = 100 000(1 + 0,04) = 104 000.
Solde du compte le 1/10/02 : 104 000 + 104 000 X 4% = 104 000(1 + 0,04) = 108 160.
Solde du compte le 1/10/03 : 108 160 + 108 160 X 4% = 108 160 {1+ 0,04) =112 486,40.

Recherche d'une suite permettant de décrire la situation :

On désigne par u, la somme déposée le 1% octobre 2 000 et par u, le solde du Compte aprés n années,

Chaque année, le solde du compte est celui de 'année précédente augmenté de la prime de 4 %.
Uppyg = U, +U, X4 % =u,x1,04

uy = 100 000

On cé&finit ainsi la suite numérique (u,), qui est déterminée par : { w. . =1.04u
3 M n

Définition de la suite (u,) par une formule explicite
* Calculons quelques termes afin de formuler une conjecture pour l'expression du terme général.
u; =100 000 x1,04 ; u,=100000x1,04% ; u, =100 000 x 1,043

11 semble que : !
pour tout nombre entier naturel n, w, =100 000 x (1,04)".

* Contrdlons cette conjecture.

Considérons la suite de terme général : 100 000 x (1,04)™.

Son premier terme, le terme d'indice 0 est : 100 000.

Exprimons son terme d'indice n + 1 en fonction de son terme d'indice n.

100 000 x (1,041 = 100 000 x (1,04)%x 1,04

terme d'indice n + 1 terme d'indice n

Donc la suite numérique de terme général 100 000 x (1,04)" n'est autre que la suite (u,).

M ocabulaire

Une suite (1, ) dont chaque terme est obtenu en multipliant par une constante g, le terme qui le précede
est appelée smte géométrique, la constante q est appelée raison.

(u,) est définie par : _ {u o f gu
- n
Exemple
i . iy =1
La suite (u,) définie par: § , L =2u,
n+

est une suite géométrique de raison 2 ; c'est la suite des puissances de 2 dont l'exposant est un nombre
entier naturel.
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sumemmn Détermination par une formule explicil

a est un nombre réel et g un nnmh"e__ree '_d1ﬂ’erent de
_Considérons la suite geométrlque" de raison g et dont d'
Demontrnns que cette suite n'est autre que L suite () déﬁma P

En effet
— calculons le premier terme de (1) : uy = @ X =a

— exprimons le terme v, en fonction de u,,.
Uy =ax g™ =aXq*xq=4,Xq
Rgmargue

Une syite géometnque {u,), < n de raison g et de premier terme @ est définie explicitement sur N par :
w,=axq"

ar la | ormule exphmte :un,

). larmans AANLE e Aliina ciite oI Atriane
Somme de termes consecuinns d unc suite geomeinque

HEE
“ Exemple

tal voulant récnmpenser Tinventeur du jeu d'échecs Tui demanda ce qu'il désirait.
: moi un gram de blé pour la prem:ere case; deux grains de blé pour
_i;la d uxxeme case, quatre pnur la troisiéme case et doublez ainsi la qutmtllé de i grains de blé Iorsqum
_yous passez d'une case Alas vante et cela ]usqu'z‘t la soixante-guatrieme casen». Le souveram etalt
tout heureux \d'avmr a offrir ce qu'il croyait étre un modeste cadeau. : ‘
De ¢ _mbxen de grains de blé doit-il disposer pour respecter son engagement 7 : S
La suite géométrique (u,), ¢ n+ de premier terme 1 et de raison 2 permet de décrire la répartltmn des
grains de blé sur I'échiquier. %ﬁle est définie sur N* par la formule explicite : u, = 2nl,
Le nombre S de grains de blé recherché est égal a la somme des 64 premiers termes de cette suite.
Ona: S=t142+32+2% % ..42044 208,
On a vu dans le chapitre 6 que :

pour tout nombre réel x différent de @, X' —a® =(x—a) (! +ax 2 + ..+ a*Zx + avl)
Xt — gt
“x-a '

;’_Un sou\reram {

clest-a-dire : pour tout nombre réel x différent de a, o liad?+ . +ad X +a =

Donc : §=2%~1.
La production mondiale de I'an 2000 ne suffit pas pour respecter I'engagement du souverain !

Plus genérajement,

p termes consécutifs ¢

_"'uk + uk+1+ - uk+p—2 + uL+pu—1 e
Dna S =y + Upyq +

cF Uip2 * Upewp—1
=y +ug gttt u, g
= Ty l+g+q*+..+q? 1

L B8

=uy "

donc :S = Uy + Uy g + o+ Upyn o+ Upupy =

q — gl

1-q
19T terme T " Io nombre de termes
la raison

WME ercices %yij? R o o P

3¢ (v,) est la suite numérique définie par : Démontrer que (u,) est une suite géométrique
v, = 3m. dont on déterminera la raison.

Démontrer que (v,} est une suite géométrique 30

dont on déterminera la raison et le 1% terme. (vg) est la suite numérique définie par :

IJ = n-.
) ] e
3.d (u,) est une suite numérique telle que pour (v }95t elle une suite géométrique !
tout nombre entier naturel r, les termes d'in-
dices n et (n + 1) vérifient : L

5un+1 + 3“;1 =0.
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| -‘...Q" Travaux pratiques .

W;LB;L Etude d’une suite pos:twe

Lobjectif de ce TP est de donner une autre méthode pour étudier le sens de variation d'une suite positive.
Une méthode spécifique a I'étude du sens de variation
d’une suite positive
¥ Définition &
Une suite numérique (u,) est dite positive lorsque :

pour tout nombre entier naturel , u, 2 0.

¥ Méthodes

Lorsque la suite (u,) est strictement positive, les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(1) pour toutn, u,  <u, ;

(2) pourtoutn, u,,, —u, <0;

115
(3) pour tout n, =% <1,
uﬂ

e Démontrer 'équivalence des trois propositions (1), (2) et (3).
» Expliquer pourquoi la proposition (3) n’est valable que pour une suite strictement positive.

EnmrTmEE E}( cm p‘ e

On veut étudier le sens E.gl'g varlatlondﬂl sui

n étant un nombre entier naturel différentde 0: u, = 3
Signe de la différence u, ,, —
n+l n _2n+3

U, -, =—F"‘l— - ?S-E= —é}-l-ﬁ- - Pour tout n, U — U, > 0.
* Congclure.
Comparaison 3 1 du rapport —— ot

Ye1 _n+1 3" n+1 ‘

u, gnel n 3n
Or: nz1;
done : 3n22n+1>n+1;
u

par suite : n;— leas pour tout n élément de N*, =1 <1,

n

e Conclure.

EEmemmmm ADD am*mn

On veut éhldler 1e sens de vanahon de la smte (u } deﬁme par u zn T
£ 1.Le plan étant muni d’un repere' nrthogonal constrmre pomt par pomt la representatmn graphlque
& delasuite (u ],pou.rnG{O 1;2:2;4;5;6;7:8:9;10} :
Emettre une t:n:anctux'e _...Lr. sens de variatlan tle la smte :
2. Etudier le signe. dewu,, nclur
3 Compamr u’:’ et 1; coudure
. = -5 = =t = =

On pourra exploiter la représentation graphique de () pour comparer | a 1 dans chacun des cas

suivants :0<n<3 et n=3. Un
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r

=
&

~ APPRENTISSAGE

(5 énéralités
Calcul de lermes

1 La suite (u,) est définie par: v, =3n - 1.
Calculer les termes d'indice 20 a 25.

@ Calculer les 3 premiers termes de chacune des
suites ci-dessous définies de manigre explicite

(1) u, =n*+2n (8) u, = cos =

2
n+1 snf-n+2
@ u =735 @, = -1
Ly a1 i e i s
B)u,=2n+1 (10]un—1+2+3+...+n

@) w, =Y Gy, ={m+l-2n
(5) u,=(-1)"n?+1
0 1,=1-(-3)

(7) v, =cosmn

(12) u, =n%+ 2¢n — 36

(13) u, = |2n-1[ + n?

2 On donne la suite (u,,) définie par :
- 3
e A

Calculer, 3 1072 prés, les termes d'indice 02 7.
% On donne la suite (u,) définie par :
{U.u =05
T R ugl =1
Calculer, 4 102 pras, les termes d’indice 12 6

2 On donne la suite (z,) définie par :

u, = 2,88
{ 11
.= —a-un -1

Calculer les termes d’indice 1 et 2.

& On donne la suite (u,) définie par :
{uu =18

u +2
u’m-l = nzuu
Calculer les termes d’indice 1 2 4,

7 On donne la suite (1,) définie par :
g

— 942
Uper = zuﬂ =29
Calculer les termes d’indice 1 et 2 dans chacun des cas
suivants:oe=—8; 0=~ % ;o=4,
Passage d'un mode de détermination @& l'uutre

£ Lasuite (u,) est définie par : u, = 3n-1.

J(E:x;])rime;é u, en fonction de u,_,, puis définir la suite
u_) par récurrence.
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“Exercicesi

T

9 On donne la suite (u,) définie par:
w, =7

“’n+1

a) Calculer u, et ug.

b) Vérifier que cette suite est également définie par la
formule explicite : v, =7 — 5n.

=un—5

10 On donne la suite (u,) définie par :

=7
{umi =u, +14

Exprimer u,, en fonction de n.

11 On donne la suite (u,) définie par :
u,=0
{un = 2u, +1
a) Calculer les termes d’indice 1 a 3 et exprimer chacun
de ces termes en fonction d’une puissance de 2.
h) En déduire Vexpression de u, en fonction de n.

suite
Pour les suites ci-dessous, du type u, = jln), on pourra

représenter graphiquement la fonction fde R vers R
définie par f : x v flx).

Représenfalion graphigue des termes d'unp

12 Dans chacun des cas suivants, on donne la
suite (u,) définie par : s
(1)u,=2n-8

2 5
{2] u,=- Tl‘l = —i
(3)u,=n*+3
[4] !.ln = \'J;— 2 :
Représenter les termes d’indice 0 & 5 sur I'axe des
ordonnées. ;
Pour les suites ci-aprés, du type u,,,, = glu,), on pourra
représenter graphiquement la fonction g de R vers R
définie par g : x > glx).

12 Dans chacun des cas suivants, on donne la
suite (u,) définie par:

=3
® {um-‘l oy

uy=7
(2) {un+1=un-1

uy= 3
(31{ TR g
unﬂ:-?un—‘.l-

Représenter les termes d'indice 0 a 4 sur Taxe des abs-
cisses. :

14 On donne les suites («,) et (v,) définies par:

() { :ﬂ= 1,8 (nﬂ] { vy = 0,6'_

u, +2
- =Jv
n+1 ¥

e

n+l n

Pour chacune d’elles, représenter les termes d'indice 5
3 10 sur I'axe des abscisses. (On utilisera de préférence
du papier millimétré).
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E‘ tude d'une suite
numérique

[

1

Varialions d’une suife numérigue \ j

12 Dans chacun des cas suivants, on donne la l

suite (u,) définie par :

(1) w, = 17n - 289, (3} u, =-3,5n + 12,25.

(2w, =2n-2. (4) u, =n%—12n+3 I,
Etudier les variations de la suite (u,)-

14 Dans chacun des cas suivants, on donne la

suite (u,,) définie par :

3
(1]uu=—~4—n+3

-n+1
@, =<5

—4n% + 3
O T T

() u,=n-25n2 +3
Etudier les variations de la suite (ue,).

7 On donne 1a suite (u,) définie par:
=%
{un 1 =3u, -6
Etudier graphiquement les variations de la suite (u,)
dans chacun des cas suivants i =1 0. = 4.

18 On donne la suite (u,) définie par :
Uy =0
U, =041 +3
Etudier graphiquement les variations de la suite (u,)
dans chacun des cas suivants : t=— 8 ; 0 = 14.

19 On donne la suite (u,) définie par :
e

Uy, =—2u, +8

Etudier graphiquement les variations de la suite (u,). r

20 0n donne la suite (u,) définie par:
{uﬂ =03

- 2
U, =3u; +3u, +1

Etudier graphiquement les variations de la suite ().
Contraéler les résultats de cette étude en déterminant le
signe de u,,, — u,. (On utilisera de préférence du pa-
pier milliméiré.}

o
21 Dans chacun des cas suivants, on donne la
suite (u,) définie par:

2n® +n+2
(1) u, = 17n - 289. (7) uy = 25
(2}'-5“:%“—2 [a]un=—ﬂ+3
1
R (. _ =¥l ’
(@) u, =—-Fn?+3 [glun..—-_mn+2
(4} u,=n*-12n+3 (10) u,=n-25n% +3 |
-4n’+3 5n-8 |
5 = r—— 1) u, =
(5) 2n—235 (4] %, nf-g |

_ 16(2n + 1)? _n nf+5n
6) uy = 9n(n + 1) (2= 3n-5

Dire si la suite (u,) est convergente ou divergente.

29 Dans chacun des cas suivants, on donne la
suite (u,) définie par récurrence :

w{eii,  of

uy=0
un.-H[ = 4“’1’1_ 5

ug=0

u0=1
m{u =u?+2u —1 [4){1:, =-0,5u +1
i+l n n n+1 n

Dire si la suite (u,) est convergente.

S uites arithmétiques -
Suites géometriques
Nation de suile arithmélique

23 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(u,,) est une suite arithmétique.
(Nu,=2n-1

(2)u, =—-5n+.4
n

[3}un=—4?"

[4]u,,=32—"

%% Dans chacun des cas suivants, (u,) est une
suite arithmétique de premier terme u, et de raison r.
Calculer les cing premiers termes.

Ny =1 ; r=1
2]!£1=4 5 r=-—2
3) uyp=1 i r=5
) uyy=1 ; r=1,5
5) “150"'150 $ r=—23
6) ug =32 : r=4

25 Dans chacun des cas suivants, (u,} est une
suite arithmétique de premier terme u, et de raison r.
Calculer les cing premiers termes.

1)ty =1 g Uy = 10 000
2)uy =-12 ; us =0
3) u, = 107 : By =107

26 on considere la suite (,) des exercices n° 24
et n° 25. Calculer la somme des termes de u, 4 & 12,,-

Notion de suite gdomdirique

27 pans chacun des cas suivants, démontrer que
(u,) est une suite géométrique.

(1) u, = 5" (8) , = 2
@up=1r (&) w, = 271

28 Dans chacun des cas suivants, (u,) est une
suite géoméirique de premier terme u, et de raison g.
Calculer les cing premiers termes.

Nu, =1 : g=1
2)u, =4 - q=—2
u=1 : g=5

29 Dans chacun des cas suivants, (u,) est-une
suite géométrique de premier terme u, et de raison g.
Calculer les cing premiers termes.

1 : o
Vu, = (ﬁs ; u,=1
2} u, =107 5 u,, = 107
3) uy, =225 ; u,, =1125

Suites numériques

159
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300n considere la suite {u,) des exercices n° 28
et n° 29. Calculer la somme des termes U & Uyy,

21 0n donne la suite (u,,) définie par:
N {uo
Upy1 =

Déterminer u,, pour que cette suite soit constante.
-

6—u,

32 On donne la suite () définie par :
u,=5"+3—-n
1. Calculer les 5 premiers termes de cette suite.
2. Démontrer que cette suite n'est ni arithmétique ni
géométrique.
Onpose:S,=uy+u +u; +...+u,.
3. On se propose de calculer la somme S,
a) (v,) est la suite définie par : v, = 5™
On pose: S = vy +v; + 0, + ... + .
Démontrer que (v,) est une smte géométrique et en
déduire P’expression de S;, en fonction de n.
b) (w,) est la suite déﬁme par:w,=3-n
On pose : 8% = wy + Wy + W, + ... + 1,
Démontrer que (w,) est une sulte amhméhque et en
déduire l’expressxon de S en fonction de n.
c¢) Déduire des deux quastmns précédentes la somme S
en fonction de n.

33 (,) est une suite géométrique décroissante
telle que : ugu, =128 et u, + uy = 36.
1. aJ Démontrer que tous les termes de cette suite sont
strictement positifs.
b) Calculer u, et u,.
¢} Déterminer la raison q de cette snite.
2. Calculer en fonction de n la somme S, des n premiers
termes de cette suite.
En déduire la limite de S, lorsque n tend vers I'infini.

28 (u,) est une suite arithmétique.
Calculer u et r puis u,, sachant que :
(1) (u,) est croissante ;
(2) u1+uz+ud— 9
(3) uf + uf +uf =99.

25 On donne la suite (u,) définie par :

Uy=a
{ 14w, -7

i1 = u,+6
Etudier graphiquement les variations de la suite (u,)
dans chacun des cas suivants :
a=1;0=2 ; a=7 ; aa=1d.

26 On donne la suite (u,} définie par :
Up =0
{ 7u, — 10
O

4 1\
1. Etudier graphiquement les variations de la suite (u,)
dans chacun des cas suivants i —

¢g=-1; 0=15:0=3; a=_8.

2. Démontrer que :
~si[2<u,<5] alors [1<u,, <7]
— si[5< u.P] alors [5< upﬂl

160 Suites numériques

3. Btudier le signe de la différence u,,; -,
les conclusions de 1'étude graphique.

; justifier

27 fet g sont les fonctions polynomes définies

par :
fix) = 22 —x* et glx) =x,
représentées graphiguement ci-dessous.

1. Calculer les abscisses des points d’intersection de ces
représentations graphiques.

2. o est un nombre réel de intervalle [0 ; 1[.

On donne la suite (u,) définie par :

Uy =0
{un+‘l = 2[u“)2 = {urz]4

Conjecturer le sens de variation de la suite selon que a

est plus petit, égal ou plus grand que y 52—'
3. On donne la suite (v,) définie par :

{”u =00
U= 1= '[Dn}z

Démontrer que la suite (v,) n'est ni croissante, ni
décroissante, ni convergente.

(On pourra calculer vy, v,, v,, puis o, en fonction'de
U, q,pournzi]

Suites numérigues et figures gdométriques

28 ABCD est un carré de c6té 8 cm. .
On construit le carré A;B,C,D, tel que A,, B, G;, D,
soit les milieux respecnfs des cotés IAB] [BC] [CD]
[DA). De la méme manidre, on construit les carrés
A,B,G,D,, A;B,C,D,
On dés1gne par ¢,
A,B,C.D,.
1. Calculer c; et of;.
2. Démontrer que les suites (¢ ) et (f,) de termes géné-
raux c, et s, sont des suites géométriques.
3. Définir les suites (c,) et (o) par leurs expressions
explicites.

et 4 le coté et l'aire du carré

39 Onpose:u,=1+2+3+...+n[nEN]
On consideére la suite (z,) de terme géneral
Sur la figure ci-contre, le domaine
tramé est délimité par les carrés de
cotés u, et u, ;.
1. Démontrer que l'aire de ce
domaine est égale a n.
2. Démontrer que :
13423 +3% 4+ ... +nd

=(1+2+3+...

+n)*,
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50 On donne un triangle équilatéral ABC de cété
1. On trace des arcs de centres A, B, C comme l'indique
la figure ci-dessous.

On désigne par :

r,, 1o rayon de I’arc de cercle (%) ;

I_ la longueur de I'arc de cercle (€,).

1. Continuer la construction du spiral.

Démontrer que la suite (r,,) est une suite aritmétique.
2. Démontrer que [, est une suite arithmétique.

(On pourra exprimer [, en fonction der, ).

On désigne par inflation une hausse de prix générali-
=2 due & un déséquilibre entre I'offre et la demande
slobale des biens et des services disponibles sur le mar-
ché.

T'est qussi une augmentation excessive.

41 Dans un pays d’Afrique en difficulté, le taux
= inflation triple chaque année.
Teterminer le taux d’inflation de la premiére année,
s=chant que le taux d’inflation globale sur les deux pre-
—i2res années est de 5,07 %.
Zzlculer le taux d’inflation de la cinquieme année,

A2 Monsieur Sawadogo désire acheter un vélo

:".:i._ au 1% janvier 1998, cofitait 90 000 F CFA.

= pouvant disposer que de 77 000 F CFA et ne voulant
fZzire aucun emprunt, il décide de placer cette somme
4= 77 000 F CFA.
'n établissement financier lui propose un placement a
iniérdt composé au taux annuel de 6 %.

On désigne par (u,) le capital disponible au 1* janvier
== I'année (1998 + n).
1. Calculer u,, u,, u,.
2. Démontrer que (u,) est une suite géométrique dont
=0 précisera la raison. %
Exprimer (u,) en fonction de n.

3. A l'aide d’une calculatrice, déterminer 2 partir de
quslle année Monsieur Sawadogo pourra acheter son
velo. D'aprés Bac...
A3 1. Le 1° janvier 1990, le prix de vente d'un
objet était @, L'inflation est de 7 % par an & partir de
1990 et elle se maintient & ce taux.

Calculer le prix @, de cet objet au bout d’un an, le prix
2, de cet objet au bout de deux ans, ... le prix a, de cet
abjet au bout de n années.
2. Au bout de combien d’années le prix de cet objet
aura-t-il 1€ multiplié par 2 ?
Le temps dépend-il du prix initial a, ?
3. On suppose dans cette question que I'inflation est de
7 % une année, - 7 % l'année suivante (il y désinfla-

tion), le cycle se reproduisant par péricde de 2 ans (7 %
en 1990, -7 % en 1991, 7 % en 1992, — 7 % on 1993...).
Quel est le prix de cet objet en fonction de @, au bout
de 2 ans ? au bout de 4 ans ?
Calculer le prix a,, au bout de 2n années.
Démontrer que : a,, < a,.

D'aprits Bac

A5 Modéle de Harrod
Dans un pays, en l'année n, on désigne par E_ I'épargne,
R, le revenu national, I, I'investissement.
On suppose que R, = 7 000 (en milliards de francs CFA)
el que l'on épargne 12 % du revenu :
E,=012R,

De plus, l'investissement en I’année n est proportionnel
a la variation absolue du revenu national (le coefficient
de proportionnalité est appelé le coefficient du capital).

I[,=212(E, -E,,)
On dit qu'il y a équilibre lorsque 'épargne est égale a
I'investissement :

pourtoutn, I =E, .
A Véquilibre, exprimer E, en fonction de E .
En déduire une expression de E, en fonction de n.
Déterminer alors la limite de En en + oo,

A5 Un probléme de Fibonacci
(Au Moyen-Age, en 1202, Fibonacci pose le probléme
suivant dans le « Liber A bacci ».)
« Un homme place un denier 4 intéréts composés a un
taux tel qu'il posséde 2 deniers en 5 ans et que tous les
5 ans son avoir double.
Je demande combien il aura gagné de deniers a partlr
d'un seul, en 100 ans ? »

A6 Dans chacun des cas, choisir le terme u, de la
suite parmi les trois nombres proposés. Justifier le
choix en exprimant le terme général 2 1'aide d’une for-
mule explicite. :

11 285857 Qe v
10, 11 ou 12 ?

27 ;53 jug i ues
-67,—-870u-1077

3.2;21;401;8001; 180001 ; ug; ...
320 001, 640001 ou 3 200 001 7

2.3 ;=73 18 —

£7 Des points d'une droite (L] définissent des
parties de cette droite : des segments et des demi-
droites.
Reproduire et compléter le tableau ci-dessous.

Nombre de points 1:2:3 ; 4 5 E

Nombre de demi-droites i_ |

Nombre de segments i

Nombres de parties { ;

Conjecturer une relation de récurrence exprimant le
nombre u,,, en fonction de u,,. (u, désignant le nombre
de segments définis par n points}.

Exprimer u,, en fonction de n, et en déduire le nombre
v, de parties de droites déterminées par n points dis-
tincts.

uites numeérniques 161
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B8 On dispose de
batonnets avec lesquels

on réalise, niveau par \ 7€ niveau
niveau, la construction ci- &
contre 6™ niveau

2o i) A €
a, exprimant le nombre \f A'A 3% niveay
total de bétonnets néces- 42 nivesu
saires pour réaliser la \ A 2 i
con-struction du n® Hivean
niveau, déterminer a,, a,, p 9% niveau
a,, a,, 4, ainsi que le \’ 1% niveau
nombre de bitonnets utile

pour construire chague

nouveau niveau.

Trouver une relation de récurrence exprimant @, , en
fonction de a,, (n > 0).

Calculer o, en fonction de n uniquement.

A9 Les figures F,, F,, F, et F, sont constituées res-
pectivement d'un, cing, treize et vingt cing carrés.

Une figure F,, (n € N*) est obtenue & partir de la figure
précédente en ajoufant autant de carrés qu'il est pos-
sible de le faire, de telle sorte que chaque nouveau carré
ait un ou deux cOtés en commun avec un carré de la
figure précédente. On désigne par c, le nombre de car-
rés de la figure F, (n € N*).

Trouver le nombre de carrés des figures F, et Fy.
Conjecturer une relation de récurrence entre ¢, et ¢, ;.
Exprimer ¢, en fonction de n uniquement.

50 @) En combien de régions, trois droites deux &
deux sécantes partagent-elles un plan ?

e O, /

b) Quel est le nombre de régions obtenues pour 4
droites, 5 droites et 8 droites deux a deux sécantes
(trois quelconques d’entre elles n’étant pas concou-
rantes) 7

c) On désigne par d_ le nombre de régions définies par
n droites deux & deux sécantes (n € N*, trois quel-
conques d’entre elles n'étant pas concourantes), trouver
une relation de récurrence entre d,, et d,,_,, puis expri-
mer d,, en fonction de n seulement.

A EAY Wil misihibalen tiia

51 Fractal (hommage @ Von Kach)

Le segment [AB] a pour mesure 1. On pose u, = 1.
1. Aprés avoir partagé [AB] en trois parties d’égales lon-
gueurs, on construit un carré dont la partie centrale de
[AB] est le cOté, puis on supprime ce cété du carré
Calculer la mesure u, de la ligne brisée ainsi obtenue.
2. On réitére le procédé sur chacun des segments de la
ligne brisée ACDEFB.

Calculer la mesure u, de la ligne brisée ainsi obtenue.
3. Conjecturer I'expression de u, en fonction de n.

5% Fractal (le tapis de Serpiensky)

1. Un triangle équilatéral ABC de c6té 1 est partagé en
quatre triangles équilatéraux de méme aire, et on enls-
ve le triangle central.

Calculer I'aire @, du « tapis » ainsi obtenu.

2. On réitére le procédé sur chacun des triangles res-
tant, Calculer I’aire a, du « tapis » ainsi obtenu.

3. Conjecturer I’expression de a, en fonction de n.

33 Fractal (I'éponge de Serpiensky)

= iz &7
- et — 4

et
Al

gﬁ

7z

B8 N,
B8 &)

7]
Figqure 2

Figure 1

On évide un cube de volume 1, comme il est indiqué
sur la figure 1. On pose vy = 1.

1, Calculer le volume restant v,.

2. En supposant que chacun (ies petits cubes restants
puisse &tre évidé de la méme fagon, calculer le volume
total restant v,.

3. Conjecturer le volume v, restant aprés le n® évidage.
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rigonomeétrie

Ceﬁe branche des mathématiques nait lorsque, pour étudier les phénomeénes
osfronomrques il faut déterminer les mesures des éléments d'un friangle.

De;c' a Bcrbyfone, on fait des observations asfmnomlque& et on introduit le degre
comme mesure des angles. Cependant, c'est en Gréce que la trigonoméirie devient
Vinstrument pnw!egre pour étudier ! asfronomre lasa‘ronome égyptien Cfaude
des tahles fngonoméfnques Cet ouvrage, repris et amélioré par ALKASHI au XVe
siecle, nous a été transmis par les Arabes. C'est vers le IV siécle que s’introduit en
Inde le sinus. ABUL WAFA {940 - - 998), célebre astronome e mafhemahaen ongr
naire de Perse (lran), définit la’ tangente.

C'est au XV sidcle que REGIOMONTAMUS (1436 - 1476) écrit un ouvrage qui
fondle la trigonométrie moderne.

Frangois VIETE (1540 - 1603) construit une
table compléte de trigonométrie, introduit les
notations modernes et établit des formules.
Avec leonhard FULER (1707 - 1783) c’est
'essor de la irigonométrie moderne,
branche de I'analyse. Les fonctions trigono-
métriques frouvent leur place aux cétés des
fonctions dites usvelles...

Francois VIETE (1540 - 1603)

1. Mesure d'un angle orignte 164
2. Fonctions cosinus, sinus et tangente 171
3. Formules trigonométriques S e ge
4. Résolution d’équations trigonométriques 178

Trigonomeétiie 444

LY
g
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Mesures d'un angle oriente

S i L e e e SRS

__1.1. Angle orienté

agmmmes Représentant d'un angle orienté

- =
i et v sont des vecteurs non nuls. "
S, A et B des points tels que : SA=u;SB=0.

Le couple de demi-droites ({SA},[SB)) de méme origine S est un
représentant de l'angle orienté @,v)

S est le sommet, [SA) le coté origine et [SB) le coté extrémité de
ce représentant.

smmumam Mesure principale d'un angle orienté

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O,L]).
o est I'ensemble des angles orientés.
(@) est le cercle trigonométrique.

® \fesure principale d'un angle orienté

® Chaque angle orienté a pour mesure principale un nombre réel
o. élément de -7 ; ml.

® Réciproquement, chaque nombre réel a dlément de -7 ; 7] est
]a mesure principale d'un angle orienté.

On définit ainsi une bijection de s dans }-7; .

C'est pourquoi, on note généralement (@) I'angle orienté de mesu-
re principale o.

® Images sur le cercle trigonometrique
® A chaque point M du cercle trigonométrique (%), on associe un

nombre réel o lément de |- ; 7] : o

la mesure principale de l'angle orienté [ﬁi ,DT\‘?I].

* Réciproquement, & chaque nombre réel o élément de -7 ;5 7,
on peut associer le point M du cercle trigonométrique (€)
tel que : Mes ©1,0M) = o. '

On définit ainsi une bijection de () dans ==l ]— T

Le schéma ci-contre résume les bijections entre les ensembles
d, (@) et]-n;ml

gemmmm Somme ef différence d'angles orientés

B Définition et propriétés
(@) et (B) sont des angles orientés de mesures principales respec-
tives o et B.

([OXL[OY}) est un représentant de @ ;
([OY],[OZ}) le représentant de [ﬁ] de cbté origine (OY).

Considérons le couple [0X),[0Z)). —

—r

C'est un représentant de I angle orienté (OX ,C_)E).

{164 Trigonométrie
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Nous admettoni que l'angle orienté ainsi obtenu, ne dépend pas des représentants choisis pour les angles
orientés (a) et (B). a——
Désignons par y la mesure principale de I'angle orienté ©OX ,0Z) et par (¥) cet angle orienté.
On dit que : (7) est la somme des angles orientss (Q) et [ﬁ].
On note : () = (@) + [B]‘
-
(@) et -fﬁ) sont des angles orientés ;
([ﬂxl-,[m;) un représentant de (0) ;
(l0Y),[02)) le représentant de () de cté origine [CY). 2
= On appelle somme des angles orientés (G) et {E}, I'angle orienté (7) tel que : (7) = ©OX% ,0%).
On note : (3) + (B) = (7). ‘
Désignons par (r‘iS} P'opposé de 'angle orienté [ﬁ).
= On appelle différence des angles orientés () et (ﬁ], l'angle orienté (&) + (:‘\[3].
On note : (@) + L ) = (&) - (B).

De la définition, on déduit immédiatement I'égalité de Chasles :
Pour tous vecteurs non nuls i, ¥t b,

Sl D L s S i

(,5)+ (3, B =@, %) ouencore (7, D)=, %) @),

Exemples de sommes d'angles orientés

Dans chacun des cas suivants, comparons la mesure principale de la somme des angles orientés (0) et (B)
et la somme des mesures principales « et B de ces angles orientés.

=X qg=X —2n =31 =2 ig-_3T ! -
a—aetﬁ-4 | o:—3et|3-4 I o= etp= 5 3 a=—=retf= 5

‘

Mes ([&) + [E)) = ;—g Mes ([&} + [ﬁ)) =— i—g Mes ([a} + [ﬁ]) = i% ~ Mes (ﬁi} + (ﬁ}) < %"

R emarque

La mesure principale de la somme de deux angles orientés n’est pas toujours égale a la somme des
mesures principales de ces angles orientés.

® | "

X\ @

\
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On donne la demi-droite [SP).
Construire le représentant de l'angle orienté

[-3321 qui a pour c6té origine la demi-droite [SP)

et le représentant de l'angle orienté (%E} qui a
-

pour chté extrémité la demi-droite [SP).

On considére les intervalles suivants :

8w .3k, _my . _E._R,
| o 41.} SR 2].] 5 43].
i dE . By L1 E. By . 1R 0E
1 4,01,]0,4].14.21.12.41.
]ij;nl.
La mesure principale de chacun des angles
orientés représentés ci-contre appartient a Pun
de ces intervalles ; indiquer cet intervalle.

s Approche de la notion

o)
}

(@) )

v&

Construire un représentant de ©) + (B).
Préciser l'intervalle auquel appartient la mesu-
re principale de cette somme.

(&)est unangle or_ienté demesure priﬁcipale a et d’image A sur le cercle tfi_gﬁnomét_riqhé: (‘6]

A cet angle orienté peut-on associer d'autres nombres réels qui le caractérisent?

Considérons un point mobile M, qui, p
A chaque déplac
— la distance parcourue si le déplace
—'opposé de la distance parcourue si
Rappelons que le périmétre du cercle

Déterminons les nombres réels associés aux différents passages de M en A et placons

ces nombres réels sur une droite graduée (D) (l'unité étant celle des axes du repere

orthonormé direct (O,L]))-

trigonoméirique est 27.

artant de I, se déplace sur le cercle trigonométrique (€).

ement de M, on associe un nombre réel égala: J
ment se fait dans le sens direct
le déplacement se fait dans le sens indirect.

1 passage
deMenA
(sens direct)

| bl *

# On montre par ce schéma que :

3 tout angle orienté (@) de mesure princip

® On remarque qu'un seu
C'est pourquoi o est appe

...ot+—81t:a—Bn;a-—4n;a—21t;c:+ 2n;

ale & on peut associer une infinité de nombres réels :
O+ 4m; o+ 6w ; o + BT...

On écrira plus simplement :

Ces nombres sont de ia forme : 0. + ke x 2w, k €tant un glément de Z. ﬁ_“hi
o+kx2n [keZ] |

—
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x est un nombre réel. x eaﬁ_f i'ébscisﬁe d'un pomt;dé.!ﬁ'ﬂ'roitﬁ gréduée-' (D). A ce nombre réel peut-on "i;l:_s_so.
cier un angle orienté? . . ' i Ee T

=05

En ajoutant ou en retranchant 4 x un certain nombre de fois 2%, on obtient un nombre réel o de l'inter-
valle - m ; x], dongc l'angle orienté (&) de mesure principale o.

+2n +2n + 2% + 21 =% =9
8 'f'.- ;
é/\l/\l/\] lﬁ - ‘%E s S (DJ
0 " 4 L8 F = - ’s -_~_=.|.I-
[r < 0] == X+ 2 oo X+ 4T -mmmeeee B x+8r

“On définit alors I'application de R dans & qui & chaque nombre réel x associe I'angle orienté (&) dont °
X est une mesure

i
A J
,«// 7 | bijection  bijection

i R “Fnial @ "

{©) est un angle orienté de mesure principale o.

Tout nombre réel de la forme o + & x 2m, [k € Z] est appelé une mesure de I'angle orienté (0).

Sur le cercle trigonométrique, &

r

J
image de o est appelé image de chacun des nombres réels f
a+kx2r [keZ]; . @ I
c'est aussi image de I'angle orienté (). M

Remarques

— Les mesures d'un angle orienté peuvent étre exprimées en degré ou en radian.
Cependant, lorsque I'unité n'est pas mentionnée, par convention, il s'agit de radian.
— Tout nombre réel est une mesure d’un angle orients.

Exemples
- ‘%r_, __%x ' 237—[ et ’—5%? sont des mesures de l'angle orienté dont la mesure principale est —g—
_49nr 13w 357 . 251

' 6 ' g St~ g sontdesmesures de l'angle orienté dont la mesure principale est — %

Mesures des angles orientés nul, plat et droits

Recherchons les nombres réels qui sont les mesures des angles orientés nul, plat et droits.

x est une mesure de I'angle orienté nul & il existe k élément de Z tel quex=0+kx2n

X est une mesure de l'angle orienté plat < il existe k élément de Z tel quex=n+kx2n

X est une mesure de I'angle droit direct <> il existe k élément de Z tel que x = -g— +kx2n
X est une mesure de l'angle droit indirect < il existe k élément de 7 tel que x = — %- +k x2n

TE’E%}&J:":L}E?’!QU@" 67
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Remarquons que % + k x 2w, mesure de 1'angle droit direct, peut s'écrire % + 2k et que — % + ke X 2,
mesure de 'angle droit indirect, peut s'écrire + % + (2k — 1)m car — -’2'—:- +hkx2rn=— % + 7+ (2k—1)n.
De plus, 2k et (2k — 1) sont deux nombres entiers relatifs consécutifs.
On en déduit les propriétés suivantes :
00!
x est une mesure de l'angle x est une mesure de I'angle x est une mesure de l'angle
orienté nul ~ ocrienté plat X orienté droit direct ou indirect
si et seulement si 8 si et seulement si - si et seulement si
il existe un nombre entier rela- il existe un nombre entier rela- il existe un nombre entier rela-
tif k tel que: e St el gue AT - tif k tel que : : E
x =2k x=(2k + m. =5tk

NP4

summmms Mesures d'angles orientés associés

S(% +x):,,.:_4=~.i R{ug-—x)

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, I, J).
x est un nombre réel d’image M sur le cercle trigonomeétrique,
N le symétrique de M par rapport a O, Qr—x) M)
P le symétrique de M par rapport  la droite (Ol), : - \
Q le symétrique de M par rapport a la droite (O]). @ 5 T
(A) est la droite d'équation y = x, d 2 /
R le symétrique de M par rapport & (4), L : j ;\’ =%,

S le symétrique de R par rapport a (O]). . s I
La figure ci-contre illustre les mesures d'angles orientés associés. @) e (a9

-

smmmmm Opérations sur les mesures des angles orientés

¥ Mesures de deux angles orientés opposés
Deux nombres réels opposés sont des mesures de deux angles orientés opposés. =
Si x est une mesure de l'angle orienté (@) alors — x est une mesure de l'angle orienté & o).

¥ Mesure de la somme et de la différence de deux angles orientés
La somme de deux mesures de deux angles orientés est une mesure de la somme de ces angles orientés.

La différence de deux mesures de deux angles orientés est une mesure de la différence de ces angles
orientés.

Si  x est une mesure de I'angle orienté @ ety une mesure de l'angle orienté (ﬁ]
alors x + y est une mesure de 'angle orienté (@) + (B),
x — y est une mesure de l'angle orienté @) — (B).

s E X @I CICOS Bor i g A AR o o o P

1.c  On considére un trianglaEABC. rectangle en A, 1.d @et v'sont deux vecteurs non nuls tels que
d: seis direct, tel que - est une mesure de ol 3) = 2m
(BC.BA). Donner trois mesures de chacun des Donner trois mesures de chacun des angles
angles crientés suivants : orientés suivants :
(AB.AC), (AB,CB), (AC.AB), (AC,BO), «z.9),@,-2), Z.-7), &, -%).

=R o=

(BG,AB), (CB,AB), (BG.AC), (BG.CA)

168 Trigonométrie



www.biblio-sciences.org

1.3 Détermination de la mesure principale d'un angle orienté
Exemple d'approche

HEEn
(©) est Im angle onente dont une mesure est -—5—- On veut determmer la mesure pnnc;pa]e de (&]
Procedans de proche en proche. | " On peut décrire cette démarche par un organi-
- gramme :
& @ [
_ ENITREE sseeccmsssissnics. A fagtet
i IE__ /
\_’/ u v Acest remplace
-2n -9 — 97 _! Daf!\:—- o
. = . | INSTRUCTION s At=A-In
T T 17x
B s ol &
17% 7n 7T
Elae i | TEST ssi
7 __3t . _3m
-2 = T 5E] ;7.
Dans le cas ot la mesure donnée est positive, l'organi-
=, gramme ci-contre permet de rédiger, pour une calcula- |
tmce, un programme de calcul de la mesure principale. AFFICHAGE e cevsceeee

* Modifier cet organigramme dans le cas o la
mesure donnée est négative.

Exemples

Détermmons la mesure pnnmpale de I’angle onente donl une mesure B est unélément de [0 ; 2n].

*1¥cas:0<B<xn zecas:n<B<2m
B est donc la mesure principale de cet angle. . B n'est pas la mesure principale de cet angle.
' Cependant,ona: —x <p-2r<o0;

B - 2n est donc la mesure principale de cet angle.

_® o ®
— o
O el @ f e C v —8 &
- 0 T on -7 0 I or

Detcrmm{ms la mesure rmm a]e de l'an le onenfe dnnt une mESﬂI‘B est 2217 241n 2
P P g

i
Il s'agit de trouver o et k& tels que : 24;“ =o+kx2n [0 €l-n;x -kEZ].
¢ Le quotient entier de la division de 2:@ par 2n donne <=2 241“ = 3; 17 X 21 avec 3—“ € [0; 2n[.

e Or 3—;Cest élément de J-r ; ] ; done % est la mesuze urmmpale de I'angle orienté de mesure 24;“

Détermmons les mesu.res prmmpales des anﬂles orientés de mesure opposees dgn et — 3—583

Il s'agit de trouver o et k tels que : g%:a+&:x2ﬂ [cE€E]-n;nl: k7).
38w _ 8n 8n
Le quotient entier de la division de 2 . par 2n donne : &5 =% +3x2mavec 5 €10; 2n].
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e Or 8%! & |-7 ;] ; cependant {%’E —2mn) =-%57—r' et—z-g-t € l-=n;:=xl

Donc ~ %’—E et gg_t sont respectivement les mesures principales des angles orientés de mesure %E et de
38n :

mesure — —z—.

' Pour détermin rer la mesure prin i cfpaled’zm angle orienté dont une mesure est un nombre
‘on peut procéder comme suit ;

' On calcule le quetient entier k de la division de x par 2= ; on détermine ainsi le nombre J tel

que:x=B+kx2ravecp € [0;2al.
Sipelo;n Sip&lo;nl
B est la mesure principale de I'angle orienté B - 2% est la mesure principale de l'angle
dont une mesure est x, kit orienté dont une mesure est x.
— : - e— — ! o ===
-7 0 n on -1 0 b on

Pour déterminer la mesure principale d'un angle orienté non plat dont une mesure est un
nombre réel négatif x, on peut procéder comme suil :

On détermine la mesure principale o de I'angle orienté opposé dont une mesure est le
pombre réel positif - x ;

(- o) est donc la mesure principale de I'angle orienté dont une mesure est .

- T 8] b1

On remarque que :
— lorsqu'une mesure d'un angle oriente est 2kr [k € Z], sa mesure principale est 0 ;
-_.-hi_'mqtfune, mesure d'un angle oriente est 2k 1)n k€ Z],sa mesure_pt_inﬂip.ale est .

_— Mesures principales d'angles orientés remarquables

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, L, J).
(€@) est le cercle trigonométrique.

La figure ci-contre illusire les mesures principales des angles
orientés remarquables.

o Pour chacun des points marqués sur le cercle trigonomé-
trique (%), préciser la mesure principale de l'angle orienté
dont il est I'image. (A

WféE KO CICOS BEait o i o S F AR AP

1. 1.Danschacun des cas suivants, déterminer la 1.f On donne deux points A et B. i
mesure principale de l'angle orienté (@) dont 1. Construire un point C tel que — —3’5- est une
isira ! @ = 3,14) : : e
= ig:ne S mesu:;: ;Dn g 3 3'1 ) mesure de I'angle orienté [.ﬁ? 5 }ﬁ;).
(1) = : (2) —733 : (3) — =z 4 2. Tracer I'ensemble des points M dans chacun
601 : des cas suivants.
=57 # (5)-7r ;  (6)35M. P
(AB , AM) est :
2. Déterminer une valeur approchée de la (1) l'angle orienté plat ;
mesure principale de Pangle orient (B) dont (2) l'angle orienté nul ;
une mesure est 35% (3) I'angle orienté droit in direct.
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Is, sinus et tangente

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O,1]).
(6) est le cercle trigonométrique et I'unité de mesure des angles orientés est le radian.

—2.1. Cosinus, sinus et tangente d'un nombre réel

1 Définitions et premiéres propriétés

En classe de Seconde ont été définis le cosinus, le sinus et la tangente d'un angle orienté et de sa mesu-
re principale. On sait par ailleurs que la tangente d'un angle orienté n'existe que si cet angle orienté n'est
pas un angle droit (direct ou indirect).

D'ot les définitions suivantes du cosinus, du sinus et de la tangente d'un nombre réel.

Définitions

x est un nombre rée] et o 1a mesure principale de 'angle orienté dont x est une mesure.
< On appelle cosinus de x. le nombre réel cos o et sinus de x. le nombre réel sin c.
- On appelle tangente de x le nombre réel tan o.

@1z ooeeia)  Onmota: COS X = COS O ;
& M/ sinx=sino;
; tan x = tan o.
Ona: M (cos x ; sin x)
T(1;tanx).

Condition d’existence de tan x

tan x est un nombre réel x:tlzt—+krr [k € 7].

« Pour tout nombre réel x et pour tout nombre entier relatif k,
cos’x + sin?xr=1; ~1<cosx<1; —1<sinrs1.
cosfx + 2kn) =cosx; sin(x + 2kn) =sin x.

+ Pour tout nombre réel x qui n’annule pas cos x et pour tout nombre entier relatif k

tanx‘__GDSI' ccsx__i-‘-tanx ) ta-n[x‘i"kx}—tﬂ.nx.

D émonstration guidée
— Soit x un nombre réel qui n’annule pas le cosinus. On peut écrire :
1 _ sin?x + cos2x i sin?x

coséx cos?x = cost S
J| M(x)
— Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, I, J). ™
Soit x un nombre réel qui n'annule pas le cosinus. /;

M est I'image de x sur le cercle trigonométrique (€) et N le symétrique de M I
par rapport a O. e e ‘/
On peut vérifier que les angles orientés O, 0N et (OI ,ON) ont la méme N(x + k)

tangente.
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ret-x

xet %" ~ X

i :
.Iet?‘l'.\. (
+
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M

Les points M et P sont
symétriques par rap-
port a (OI).

Les points M et N sont
syméiriques par rap-
port 4 O.

Les points M et Q sont
svmeétriques par rap-

port a (OJ).

Les points M et R sant
symétriques par rap-
port a la droite (A)
d'équation y = x.

Le triangle OSS' est
Iimage du triangle
OMM' par la rotation
de centre O et d'angle
droit direct.

Pour tout nombre réel v
cos (1) =cosx
sin [-x)=-sinx

De plus, pour .t # -’;— + ke [k € 7]
tan (~x}) = -tanx

Pour tout nombre réel x
cos (m+ 1) =—cosx
sin (t+ x}=-sinx

De plus, pour x -Tz[- +hknlke 7]
tan (t+a)=tanx

Pour tout nombre réel x
cos (t-x}=-cos x
Csin{m-x)=sinx

De plus, pour x ¢-_;E. + kn [k € 7]
tan (r—x) = tan x

Pour tout nombre réel x
. cos {-Tzi—x} = sin x
. sin {%-—x) = Ccos X
De plus, pour x # —72;- + kn [k € 7]

tan E-gw.r}x tapx=1

Pour tout nombre réel x

cos{£+.17]=-sinx

o

sin (32:_ +X)=C0SX
De plus, pour x # % + kr [k e 7]

tan{%_+x}xtanx=—1



www.biblio-sciences.org

szmmmmas Angles orientés de méme sinus, méme cosinus ou méme tangente

J
Qr-a)r— ¢ M)

% 2 M((I) !

i

i ... AT

O

Deux nombres réels ont le méme

sinus

si et seulement si

FNAN -

Deux nombres réels ont le méme
icosinus
' si et seulement si

\’ |
2

L B~

-

Deux nombres réels ont la méme
tangente
si et seulement si

ils ont des images confondues ou |ils ont des images confondues ou | ils ont des images confondues ou
-symétriques par rapport & (OI).

‘sylnétriques par

rapport & (OJ).

| symétriques par rapport a O.

sinu =sin v

cosu =cos v

fanu =tan v

smEmmmm OINUS, cosinus, fangente des angles remarquables

si ef seulement si

si ef seulement si

si et seulement si

il existe un nombre entier relatif k tel que :
u=v+kx2n ou u=n-v+kx2n

il existe un nombre entier relatif k tel que :

u=v+kx2n

ou u=-v+kx2m

il existe un nombre entier relatif k tel que :

u=v+km

Le plan est muni du repere orthonormé direct (O, I, J).

* Pour chacun des points marqués sur le cercle trigonomsé-
trique (6), préciser le sinus, le cosinus et la tangente de I'angle

orienté remarquable dont il est I'image.

I n T n | = i 2n! 3k ! S5m
*l*ileigal g |aj sz 6] "
82 1 _1 2 8
COS X 1 > 5 3 | 0 . 5 5 25 %
Lok St e o L -

i -8 IR 3 ¢d 1 we [ 1 ¢
pEl Bl el g 511 7 72| °

%eﬁ*«*‘}ifE Xercice

2.0 Dans le plan muni du repére orthonormé direct

(0.L)), on donne le point M(- '2—3 ; —;—J.

a) Vérifier que M est un point du cercle trigo-
nométrique.

b) On désigne par P, le symétrique de M par
rapport 2 (OI), par N, le symétrique de M par
rapport & O et par Q, le symétrique de M par
rapport a (O]).

N\

P o o A o e

2b

Déterminer la mesure principale de chacun
des angles orientés dont M, N, P et Q sont les
images.

Sachant que sin x = — 0,3 calculer la valeur
numérique de I'expression :

{sin3x + cos?x sin x) cos(—} + x).
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2.2, Fonctions sinus, cosinus et tangente

— Définition et premiéres propriétés
Définitions
On appelle fonctwn cosinus, fonction sinus et fonction tangente, les fonctions suivantes : |

cos:R—-R; sin: RS R fan: R >R
X—>cCcosx X smx x> tan x

Des définitions et propriétés des cosinus, sinus et tangente des nombres réels, on déduit les propriétés
suivantes des fonctions cosinus, sinus et tangente.

.
o . _
:

— La fonction cosinus et la fonction sinus sont périodiques de période 27.
- La fonction tangente est périodique de période .
- La fonction cosinus est paire ; les fonctions sinus et tangente sont impaires.

Représentctions graphiques des fonctions cosinus et sinus

ep an_e' t_;mum du :repare orthonurme [; B 8) e
'construue les eprésen ""tmns raphl s des foncti

¥ Construction de la représentation graphique (4] de la fonction sinus
Pour construire (6;,) utilisons la démarche suivante : ‘

* Construction de (€, ) sur [0 ; ]

Construisons pomt par point a partu' du cercle trigonométrique, la représentation graphique (€] de la
restriction 3 [0 ; 2] de 1a fonction sinus. On a admis que celle<ci est une courbe dun seul morceau ne
contenant pas de segment.

* Construction de (€ ) sur [0 ; ] ] (D)

A l'aide des angles orientés associés, de mesures x et //'_‘i _______

7 — x et de la translation de vecteur — —2— 01 démon- /:/: _______ (LR E N .

trer que (€,; ) est symétrique par rapport a la droite / : _ T‘\(ié’a o

(D) d'équation:x:%. A ‘: """" ':'f'\

Construisons donc le symétrique de (€,) par rapport ‘ﬁ_i::l---f-.“-“i_-_____7.-__5__:‘:_1:‘

a la droite (D). / . ; P \

On obtient (@'), la représentation graphique de la —— il ; i : : .
ol 3% % % T ¥

restriction a [0 ; ] de la fonction sinus.
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Construction de (€,,) sur [~ n ; =]

J
[ R o 4
La fonction sinus est impaire, | CEETTES SN — I
donc (4,;,) est symétrique par rapport 2 O. 5 il : '
Construisons le symétrique de (6'g) par rapporta Q, |~~~ TTTTTITTATe - I S A8
On obtient (4"y), la représeatation graphiqué de la  §|..---.cq... VS, A kA -
restriction & ] -« ; n] de la fonction sinus. refasidassdannnns s S .
e e L ST EEE SRR N
” _x Pl : SLIE
¢ ¥ - O N S 1 00 O 1 -
H FAXN  ® X R P
: "TE T T 7
T — ]

Construction de (6, ) sur R

La fonction sinus est une fohction périodique de période 2x. On obtient la courbe (€,,) en construisant
les images de (") par les translations successives de vecteurs k x 2% of [k € Z].

=

Construction de la représentation graphique (4,,,) de la fonction cosinus
On sait que : pour tout nombre réel x, sin(x + %J = COS X,
Donc (‘Gm) est 'image de (€;,) par la translation de vecteur — —’2“ Qr.

J \ h &cas)

(%) et (6,,,) sont appelées des sinusoides.

Remargues

k étant un nombre entier relatif

- (8;,) est symétrique par rapport a chacune des droites d'équations :x = 5 + kX 21 ; x = - 2 4+ ke x 2n
et symétrique par rapport & chacun des points de couples de coordonnées (kx ; 0J.

- (%, est symétrique par rapport & chacune des droites d'éguations : x = kn -
et symétrique par rapport a chacun des points de couples de coordonnées (5 +kx2n;0).

e E CTCICOS B s o B S

2.c  Construire les représentations graphiques des 2.d  Construire polnt par point la représentation
fonctions g et 1 de R vers R définies par : graphique de la fonction f de R vers R définie
g(x)=sin(x+%-)eth[x}=1+cosx. par : flx) = sin x + cos x.

175



www.biblio-sciences.org

... 3.1, Formules d'addition

Propnétes

Formules trigonométriques .

Pour tous nombres réels a et b

(1) cos(a-b)=coesacosb+sinasinb
(2) cos{a+b)=cosacosb-sinasinb
D émonstration

a ct b sont deux nombres réels, u et v deux vecteurs unitaires tels que :

___--.__

b est une mesure d de(i’ u ) eta une mesure de(@, v).
Onsalique (u o) =, v)— (. u}avec 3 —OI 0 —D]
done @ — b est une mesure de l'angle orientéd (o, E’)

Des deux expressions trigonométrique et analytique de .0, on déduit la propriété (1).

Ona: wo =] x|[2’]| cos{a - b)
or: [£f =wl=1

done : U.v'= cosla — b)

..--—--._

(3)
(2)

sin (@ - b) =sina cos b —cos a sin b

sin (@ + b) =sin a cos b + ces u sin b

o

@] [

Ona: (cos b) s (cns a)

sinb sin a

donc: U.v =cos acos b + sin @ sin b.

= Trouver l'expression de cos(a + b) en tenant compte de I'égalité cos(a + b) = cosla - (~ bl

* Trouver l'expression de sin(a + b) en tenant compte de 1'égalité sin(a + b) = cos[-ltz- — (a +Db]]

e Trouver l'expression de sin{a — b} en tenant compte de 1'égalité sin(a — b) = sinla + (-~ b]]

TS Applicaﬁon des formules d'cddition

'Expnmuns cos(— - t] et sm[-——- — 1 ]_;_ en fnnctmn de cu.-, X et sm 3 v

: T ' ;
cos[% —X) =Cos— COS X+ sin—-

. J2 \12 5 ¥
51]1.\'=TCUS.€+75111I“

(cos x + sin x).

fis
i
4 4 g
; f2 2 2
i r -] = si .I.t_. — .ET'_ i o Jip — Y% 4 = —— =,
sm[-——~.1] =sin4- cos x —cosz-sinx=>-cost—-5-sinx == (cos x — sin x).
]'[ e 71 =..:' - ?
Calr. tlons : casi,, elsmu ; msi’" etsnT— o - :
hcrwons 12 comme la différence de deux nombres Ecnvon., Ti' comme la somme de deux nombras
réels dont on connafl le sinus et e cosinus : rcels dont on connait le sinus et le cosinus :
K. . .F T x W W
23 4 w Tt
B et X By e M B e SR TR R By B B W
(:t::sl—z—z:os[3 4]_gos3cos4+sm35m4 cqslz_cns[3+4J-00530054 sin—- sin
e | g :'_ L2 [ g = e 11_ o ‘J"'
- 1 \‘2 \‘?3 \52 9 ‘rZ i 2 \‘6 _ | v ‘i3 ‘rz _ V2 =
SN TR S g Rk AT
TP L S LT (LN, e T B B o TR E i Xy sin cosE X oGgn
sin 5 _::111{3. 4] B COS—- — COs3- Sing :511112—5111[34- 4)-31:13 oS + Cos-sing
L =5 5T b il
_ \!3 \'2 1 22 G 2 \53 v £ 1 \!2 ‘-6 + \-'2
g TR e T e e e
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WEX ercices P e B s et R

3.a  En utilisant les formules précédentes. démcn- 3b

s

x étant un nombre réel, exprimer en fonction

trer que : de sin x et cos x les nombres A, B, C;
a) cos x + {3sin x = 2cos(F ~ x) A = aiiie + EZIE] 4+ GRS 3?""]
b) co - = =+ :

) cos x + ,3sin x 23111{6 +x) B=3111{x+§2£]+cos(x+521)

. C = sin(x — 7x) + cos(x + 77)

Pour tout nombre réel a

(5) cos 2a = cos*a - sina (7} cos?a T
(6) sin2a=2sinacosa _ . (8) sin%a= 1-_—50%&
D\c’:monstrf;ntion

On obtient (5) et (6) en faisant @ = b dans les formules donnant cos(a + b) et sin(a + b) :
cos 2a = cos®a — sina et sin 2a = 2sin a cos a.

On obtient (7) et (8) en utilisant dans (5) la relation fondamentale : cos®a + sin2a = 1
cos 2a = 2cos?a — 1 = 1 — 2sinZa.

Cas particulier
On obtient les formules suivantes en posant dans (5), (6), (7) et (8) : @ = -‘2’5
e Y. Sy | : 2X _1+ cosx
(5') <©osx =cos 7 —sin®3 (7') cos s
= 2[:032% -1=1- Zsinz%:
' s o gl o T ; 2 X _l—cosx
(8" .,mx_2smz cos (8) sin? e

Application des form

les de duplication

T = — cos- -
T 24 x_ 177 _2-02 J

. ens2 2 =
Donc : cos 5= 5 7 et 5in

8 2 4
Sur le cercle tngonométnque la position du point image de = & montre que :

cos -8- et sin '§ sont des nombres réels positifs. O i
Donc:cos£=—{%i—' et sin —\@"-—2—-
8 2 £ 2

?ME ROTCICRS T g ot P A A

3.c  Exprimer sin 3x en fonction de sin x. 3. xestun nombre réel tel que 0 < x < %

Exprimer cos 3x en fonction de cos x. - — vi-1
3 1) Calculer cos 2x et sin 2x,
3.d Sachant que cos a = 3 calculer cos 2a. 2) Calculer cos 4x et sin x.
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Pour résoudre les équations trigonométriques, nous admettons les propriétés suivantes :

Proprietés

_ Pour tout nombre réel ¢ élément de [-1 ;11 il existe un nombre réel a ¢lément de }- = ; 7l tel que :

sina =t - g :
— Pour tout nnmhmréel ¢ élément de [- 1 ; 1], il existe un nombre réel a élément de -7 ; 7l tel que :
cosa=t.

— Pour tout nombre réel ¢, il existe un nombre réel a élément de |- % 3 —’21:—[ tel gque : tana = &.

__41. Equations du type : sin x = @, COS X = b, tan x= ¢

Recherche d'une solution particuliére

% est une solution particuliere de I'équation (E) car sin % =5

Recherche de I'ensemble & des solutions

L'équation (E) peut s'écrire : sin x = sin -g-

Toute solution de (E} est donc de la forme %- + ke x 2n [k € Z] ou de la forme & — % +kx2rlk € Z].
D'our : xeyﬁx:%+kx2n[kell ou x=-5—g~+k><2n[kEZl.

Hlustration graphique

@f&?@ “\:«%) P | N

— o i 1 7% ox | sm
6 ) B 6
@)

Recherche d'une solution particuliére

Puisque — 0,3 est un élément de [~ 1 ; 1] il existe un nombre réel o, élément de l'intervalle }-7; ] tel que :
sin ¢ =—0,3.

La calculatrice indique : o= — 0,305.

o, est une solution particuliére de I'éguation (¥).

Recherche de I'ensemble & des solutions
L'équation (E) peut s'écrire : sin x = sin . _
Toute solution de (E) est donc de la forme o + k % 2x [k € Z] ou de la forme m — & + ke x2n [k € Z).

Dol : xeymx=a+kx2n[kezl ou x=n—a+kx2n[keZ.
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Hlustration graphique
J
J L
(‘\I *%_!_ﬂ/\rn_u : ‘I i1
. o e ¥ _N /10 X /
@ ()

Eqmr*"?-- ndutype:cos x=b

Recherche d'une solution particuliére —
% est une solution particuliére de 'équation (E) car cos —} = 923

Recherche de I'ensemble ¥ des solutions

L'équation (E) peut s'écrire : cos x = cos %

Toute solution de (E) est donc de la forme 77;— + Ik x 2% [k € Z] ou de la forme — % +kx2rlk € 7).

D'ou xES"t:}x:%i-kXZn'{kEZ] ou x=-%+kx2n[k€2].

mustraﬁﬂn grﬂpflfque
J e

[ N 74

O\ 5 n x [0 | Tn
\ S = s r z
@ | Pe) @)

Recherche d'une solution particuliére

Puisque — 0,4 est un élément de [- 1 ; 1] il existe un nombre réel o, €lément de l'intervalle - nt ; 7
tel que : cos = - 0,4.

La calculatrice indique : o = 1,982.

o est une valeur approchée d'une solution particuliére de 1'équation (F). Nous utiliserons cette valeur
approchée pour résoudre 1’équation (F).

Recherche de I'ensemble & des solutions

L'équation (E) peut s'éerire : cos x = cos o.

Toute solution de (E) est donc de la forme o + k X 271 [k € Z] ou de la forme — a + k x 2x [k € Z].
D'ou ; rTEY S x=a+kx2n[kE€Z] ou xX=—-Q+kx2nlke7Z.

IlTustration graphique

S N DN, oS

NI A

P-a) ]
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ST LTS Equatian du type : tan X=c

i{ésolvuns I'E&uatiﬁn (E) -'_-:-'__it__au_'.i;"___::_'. /3. e

Recherche d'une solution particaliére

—7;— est une solution particuligre de 'équation (E), car tan% =.3.

Recherche de l'ensemble ¥ des solutions

L

'3".

Toute solution de (E) est donc de la forme -—g— +kxn [k €Z.

D'od ; .tES’cb_r_—.%-+kxn[kEZ].

L'équation (E) peut s'écrire : tan x = tan

JA
0

L

___Résof#oﬂs l‘équ'atitm (F): tan.r = 2,3:
Recherche d'une solution particuliére
1l existe un nombre réel ¢, él5ment de l'intervalle - &t ; 7] tel que :
tan x=-2,3.
La calculatrice indique : o= —1,16.

o est une valeur approchée d’une solution particulizre de I'équation (F).
Nous utiliserons cette valeur approchée pour résoudre I’équation (F).

Recherche de I'ensemble ¥ des solutions
L'équation (F) peut s'écrire : tan x = tan a.
Toute solution de (E) est donc de la forme o+ kxx [k € Z].

D'ou : xEF S x=a+kxr [kEZ].

Pour résoudre I'équation tan x = ¢,

on peut procéder comme suit :

~ on recherche une solution particuliére o, :

— toute solution de l'équation est de la ferme: o + k x 7t [k € Z].

180 Trigonométrie

Pour résoudre 'équation : sin x = a, : Pour résoudre l'équation : cos x = b,

on peuf procéder comme suit: on peut procéder comme suit :
*si |a| > 1 I'équation n'a pas de solution. 'si |a| > 1 I'équation n'a pas de solution.
sifal <1 - esilal =1

— on recherche une solution particuliére o,  — on recherche une solution particuliére a,

— toute solution de I'équation est de la forme - toute solution de I'équation est de 1a forme
o+kx2nlk€Zloun-o+kx2nlke 7. a+kx2nlk€Zlou—a+kx2rnlke 2]

INlustration graphique

a
L

on

Mg

Ilustration graphique

Neo + ) J

c%/

O

| S
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mE ’%rcic..e-s B PR o A P

A1 Résoudre chacune des équations suivanté's : Pour chaque équation, p_!ace'r' les _'u.nages des ;
/3 1 solutions sur le cercle trigonométrique ; décri-
(E,) sinx=-> ; (B cosx=-5 ; 7 re leur position sur le cercle trigonométrique.
(B,) tnx=—-1 ; (B sin(z-%)= i

_ Ac A laide de la calculatrice, déterminer des
i : . ; . valeurs approchées des solutions appartenant
Ab Résoudre chacune des équations suiv?s:tes - aln:m dech o des 6quations suivantes.

(E,) sin2e=-5 (E,) ‘cosdx =—"

2’_ r'z ’ E,) sinx=02 ; (E) cosx=-06
(Ey) 'car15-1:=—3r2E ; (B cm4x=%2*- (E) tanx=07 ; (B tanx=-35

'lhmrmahan de I'équation

On sait que J3 = tan 3~
L'équation (E) peut donc s'écrire successivement: cosx +tan =sinx = J2

3
. R W VO _
Cos 5 COS X + sin - sinx = J2.cos 3
T J2
coslx— "37) =5
By - s
o cos{x — -.-3—) =c0s %~
Recherche de I'ensemble & des solutions

'lbutesﬁﬂlution.xde[E)esltelleque x-%—:% +kx2x ou x—%z-—%— +kx2n
Dio : x€9 & x=Z+kxamlkeZ] ou x= T+ lexanlk €.

X
mE ercices mr s it

A.d Résoudre chacune des gquations : Ae Quel est l'ensemble des valeurs du paraméire
(E.): cosx +sinx= 2 m pour lesquelles I'équation (E) admet des
= ' solutions ?

E,): J3cosx+sinx=1

(E) : cos x + sinx = m.
(Ey) 2 J3cosx—3sinx=1

™ Stri
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—1P1. Image d’'une représentation graphique
par une homothetle

8] a

On veut demnutrer que (~€'] est l’nnage de [‘@] par I’homnthéhe h de centre O et de ap
(‘6) est la représentatmn de la fonction ool R e

LTErisiney s ont
{‘G’] esl la representa’aon de ]a fonction g [0; 2n] - R

M .é.st le point de (‘6] d’absclsse a Demontrer que I'image de M par h est un point de {‘8
—Nestle point de (4') d’abscisse b, Démontrer que N est I'image par h d’un point de (4).
— Conclure

'Démontrer que f2 est1 une fonchon__penodxque de periode 4::
Construire Ia 1 representahon grapluque de fz : -

2. n étant un numbre entier naturel dlﬂ'erent de 0, 25
on consideére la ﬁmcnon f R = R

L2 Résolution graphique d'inéquations

ERDEETs Exernple

12 : 1 5 1
Résuudre i mequauon T E [-m;n], sinx> x = Jx_
1 3 B o : B CIa tS SRR Mem g
S est 'ensemble des solutmns de cette mequauon l g I‘A"'ft‘}fd T
Sur [~x; x], sinx = admet pour solution —= 6 et -6— O '
Le cercle tr:gonometnque montre que ; S = [ X 5 6 =1

® Illustrer cet ensemble de solutions par la représentation graphique de Ia fonction sinus.
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Résuudre I’méq v

On utilise la représentation graphique (%) de la fonction cosinus et la droite (D) d’équation : y = — 1?
I’ensemble des solutions est, sur [- 2n ; 2n], I'ensemble des abscisses des points de (€] qui sont situés

au-dessus de (D).
\ - /

(D} = \ = /
3

N

3

togm. A 2K 2K
S-[—ZTE,——" g 475

3]u{—

4am

o Tllustrer cet ensemble de solutions par le cercle trigonométrique.

Apphcuhon

Resuudre dans [~

s n:] puis dans [0 2rr] chacune des inéquations suivantes :

; [38) cosx= !’;31 ;

__TP3 Transformation d’'un produit en somme
et d'une somme en produit

Transformation d'un produit en sormme.

Transformation d’une somme en produit.
Pour tous nombres réels a, b, p et q. ans n d’'un en p

+ .
cosacos b= -12— [cos(a+ b) +cos[a—b]] cosp+cosqg= zcospz el casp2 g
sinasinb = %—[cos[a—b}-—cos{a+ b)] cosp—cosg = —2 s1np2 d np2 d
; . . p+ -
sinacosh = %[sin[a-r b]+sin[a—b]] sinp+sing = ZSIIJ.PZ g cospz d

PQ p+4

sinp—-sing = 2sin 5

; Appllcuhon

: . Transformer en une somme les produits suivants :
- {1] cosba cosba
(2) cos3a sin5a

(3] smu sinza (3) sinZa sin8a
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APPRENTISSAGE

Mesure d’un angle orienté

4 Dans chacun des cas suivants, déterminer Iz
mesure principale de l'angle orienté dont une mesure
est x.

(1) x = 153n (Dx= %—E
(2]3:_-.% (3)_1-:1_3;3_“
@x=2F | (9) x = 1ETE
@) x=—27T [10}.:.::—5—%IE
(5) x = — 232 (11) x = - 2B
(8) x = }_g_n [‘[2]xﬁ—1£g§75’-

@ Dans chacun des cas suivants, vérifier que x et
y sont des mesures du méme angle orienté.

(1) x = 28x : y = — 46n
(2) x =391 ; y=63n
(3)x=—157 3 y=—689x
(4) x = - 1097 § y=37n"
(5) x = 1451n y = 25097
(B) x =—997n" y =—1079%
X : __45m
{7]“\"‘3 ] y"‘ 3
e . _ 143n
__ T _ _109xn
@ x=- : y=-"g%
. : _ 42n
(10) x= 5 } b 1
257

3 =5 estune mesure d'un angle orienté.

Donner deux mesures positives et deux mesures néga-
tives de cet angle orienté.

g Placer sur lo cercle trigonométrique le point
image de chacun des nombres réels suivants :
Cien . 17n . _13x  Uim . 14w 49T
3 ' 4 7 &8 * 2 ' g = g
% Le plan est muni du repére orthonormé (O, L J).
Placer sur le cercle trigonométrique le point M, image

du nombre réel — 22K

Déterminer la longueur de l'arc 1ML

§ Dans chacun des cas suivants, (¥) et (y) sont
deux angles orientés de mesures x et y. Calculer la
mesure principale de (x} + ().

= B8 _ n
B e=— et y=3

687 41
[2]I=—§'— et y=_7i£
(3].»::?-2ﬁ et y=-257

184 Trigonomeétrie

{4).‘::-‘—4— et y=—3'—
7 48w
Ay g e
(5l 2 et y 3
_213% 904n

(B) x = = et 5

7 Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).
Placer sur le cercle trigonométrique le point M et N,
jmages respectives des nombres réels :}_’.%ﬂq et — aE

Déterminer la mesure principale de chacun des angles
orientés suivants :

—
—

(G2, Ok, (ORL, B, (6K, oD, (07, 0M).

!:onctions cosinus, sinus,
angente

# Calculer les valeurs exactes des cosinus, sinus
gt tangente des nombres réels suivants :

5% , _9/% , 5m , _lim , 109% , 22

5 1~g igiTa "8 " 8
@ Ecrire le plus simplement possible :

(1) sin{m —x) — cos[% +%)

(2) cos(x + %E) + cosfx — 12’“}.

40 fcrire plus simplement I’expression :
sin(n — x) + cos(5x + x) + sin(4m — x) + cos(8m + x).

44 Simplifier les expressions suivantes :
(1) sinfx + %) + coslx — ) ~ sin(x — 2r) + cos(x + 57).
(2) COS[-’%—-I] — sinfx +—§-] + u:cts[zzE ~x) —sin (x & 5_’21‘.)

T

— tan [7—2“-+x]—

(3) tanilé’--x] +

x 7 _
1311[.1:—1»2) tan (5 x)

(a) cos(x + x) + cos(n — x) + cos{—x)
(5) sinfm + 2 + sin(w — x) + sin(-x)

(8) sinlx +%] + 2 sinfx + 3%‘-) +sin(x + E-’ZE]

T 3 o a2 -3
(7 sm[i-—x] - cos(-—z— x) + coslx 2) + cos(x 5

4 €Démontrer les égalités suivantes :
(1) (sin x— cosx)2=1-2sinxcosx
(2) (sin x — cos x)(1 + sin x COS x) = sindx — cos®x
(3) sinx —cos®x =1~ cosZx

sinx 1—cosx
@ —="=nz

1+cosx sin x
(5) (cos x + sin £)2 — (cos x —sin )2 = 4sinx cosx

(6) sinx + sin®x = cosdx — 3 cos®x + 2
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Trouver upe écriture plus simple de chacune (1) Calculer : cos -g— ot nin-gf H
des expiluvssions suivantes : . S . 3
(1) lcos x + sin x)2 + (cos x — sin x)2 en déduire : cos = et sin =
3 4 in? 2y — rpg: v %
(2) cos®x + sin‘x cos“x — COR"X {Z]Ga.lculer:cosiiz-et sm%.
puti s 1 V3 _
Cal ‘L’OR donne : sinx = 5° E En utilisant le TP3, transformer en une somme
culer cos x et tan x. ung ; ;
ou fférence :
On donne : cos x = —. (1) cosf2x + Z) x cos(—x + L)
Calcui‘a?sin x et tan x. 3 2 4
7 (2) sin(—x + &) xsin(2x— Z)
ki 1. Démontrer que pour tout nombre réel x tel 9 34
que:x= L +kn [ke Z], 1+tanZc= — (3] sin(~2x + %3 Cﬂsfszan}
2 ) cosx
2. Calculer |:1c:s x et sin x dans chacun des cas suivants : M En utilisant le TP3, démontrer les égalités sui-
(1)tenx= 3 avec xe fo: 125-[ vanteg: i
i 1. Pourx# kn, ke Z.
() tan x = - =5~ avec xe L 2 +sin 2x — 2c08 2x _ 2 1
: =5 2+==)
1 + 3sin®x — cos 2x 5 tan x

Démontrer que :

pour tout nombre réel x, 2. Pourx# & 4+ 2kn, ke Z.

- 21 R +.15 T . X
cos.a.+cos{x+3)+cos(.t+ 3";]—0. 1+ cos x—sin x cos o
ein:c+sinfx+3?.£)+sin{x+§—n =0. 1-cosx—silX  gin .-% )

Démontrer que :

b : Exprimer cos3x en fonction de cos x et sindx
pour tout nombre réel ¥, 3

en forltfion de sin x. - >

; 2 : 2_9. 3 —tan"x
[cos.x +5inx)* + [cosx —sinx)*=2; Démontrer gue : tan3x =tan x + gep T m
(cos x + sin x)% — {cos x — sin x)? = 4 cos x sin x.

Le plan est muni du repere orthonormé (O, I, J). a¢ Sn paae :3r|: s i
Construire dans chacun des cas suivants : A= CDSFE + cos* i cos® 5 toeo & 5
(1) x+—>sinx ; x> sinf~x) ; x—>-sinx ; 7
x— |sinx]| ; x> 2-sinax. B=sin2%+sin23—$-+sin258-ﬂ+sin3-é75.
e " 3 2
(2) x—cosx ; xr—>cosle+E) Calculer A + B et A —B. En déduire A et B.
x> cosle| ; x—1+coslx+X). :
6 Justifier que :
x étant un nombre réel tel que cos x # 0,
* - * 1 = 2 . "
Formules trigonometriques ot = 1+ tanfr
90 Justifier que la formule : Pour chacun des systémes suivants, détermi-
cos (a-b)=cosacosb +sinasinb ner sii x et cos x
permet de retrouver toutes les formule suivantes : 1) {tan xr=2 ’ @) { tanx =0,8
(1) Pour tout nombre réel x, 0<x< ’_5'. 2 R %
cos(—x)=cos x sinf-x)=—sinx 1
. i tanx =~ = tanx=—-3
cos(m—x)=—cosx sin{n — x) = sinx (3) 3 ; 4) e
: 3 Rerent Lex<
cos(m +x)=—cos x sin (r + x} = — sinx 2 2
cos(% -x)=sinx sin E—g— ~x)=cosx
E ! n . - @
Pl -— 5 3 -l = - - - 1
o it W Wl T Besolutlon d’équations
2) Pour tout nombre réel x el pour tout nombre entier i
relatif %, igonometriques
cos(x + 2kn) =cos x ; sin(x + 2kn) =sinx

Fguationsdu type :cosr=a ;sinx=a

91 x est un nombre réel tel que : Résoudre chacune des équations suivantes, et

P 6+ J2 placer sur le cercle trigonométrique les images des
SN T a4 solutions :
Calculer cos 2x et en déduire la valeur de x. (1) cos x = % (4) 2sinx =2
= : =
2% On sait que : (2)sinx=— % '. (5) coszx =— ‘—2—
Pour tout nombre réel a. . | N
cos 2a = 2 cos2a —1 =1 — 2 sin’a. (3)sinx+cosx=0 |l + (6) sin3x = o
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Résoudre chacune des équations suivantes et
placer sur le cercle trigonométrique, les images des

solutions. 3 i
(1 cos[x—§l=—i-2— (@) zsinlax+ F) =42
(2) COS[H-%] =—J—g- (4) sin (3x + %}:%—-

Résoudre dans R 1'équation :
cns[gt1+ %) + cos [x — 1;—] =0

} Résoudre dans R I’équaﬁon §
|sin 1* = |sin 2x]

Résoudre dans R 'équation :
cosx+sin2x=0

Résoudre dans R les équations !

[1)3in(—x+§21£ —sin{2.r+3:§}=0

(2) sin (5x - %‘- ) + sin(2x +-j§-] =0

Résoudre dans R les équations suivantes
(1) cos 5x = sin(2x + —g—-)

(2) cos [x—-s-zn-) =—gin (x + l;-]

Résoudre dans R les équations :

(1} sin(x ~ —’35] - coszi% +-74‘-} =0

(2) cos?(2x — %] — cos®(x + —E—] =0

Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) 3 —4cos? 2xr =0,
(2) sin x + 2cos 3x x sin x =0

38 a) Démontrer que, pour tout nombre réel x,
; B b
(1) cos x + sinx = /2 cos (x— 7]

(2) cos x —sin x = {2 cos (x + -}]
b) Résoudre dans R les équations :
(E)cosx +sinx =1
(F)cosx—sinx=—-1

Fquations dy type : tan x =

Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes et placer sur le cercle trigonométrique les images
des solutions.

(1) tanx=—{3 4)tan x =0
(2)tanx =1 (5) tan2x = V3
(3)tanx=-1 (6) tan3x =~ 1

A Paide de la calculatrice, trouver des valeurs
. approchées des solutions appartenant & |- 7 ; n] pour
%3/ chacune des équations suivantes :

(1) sinx =08 (4) sinx=-0.3
(2) cos x=—0,4 (5) cos x = 0,9
(3)tanx =7 (6) tan x = — 0.7

Equations du type : cos X + a ginx=Db
31 Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes :

(1) casx—sinx:ﬁ
(2) /3sinx+cosx=—1

(3)/3sinx+3cosx=1
(4) sim x + ﬁcosx:—\f—é
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APPROFONDISSEMENT

E£quations frigenamdtriques

Résoudre dans R I’équation suivante :
3 cos 5x—4sinbx=3

; Résoudre dans R 1'équation suivante :
—Gsint5x—4sinbr=2

B4 Rés oudre dans R les équations suivantes :

. . . sin3x _ cosdx _

(1) sin?3x — sin®x =0 (3) s caix 1
inx — = _— =

(2) cos 4x + sin’x -2 =0 {4) tanx B 2

45 Résoudre dans R 1'équation suivante :
- 2(3% n?(3X) -2 =
4c05(2)+4sm(32) 2=0

#§ Résoudre dans R les équations :
(1) cos’x—cosx—2 =0
(2) 2c0s?x — (2 + {2 ) cos x + jz2=0
(3) 2 sin%3x — J3sin3x=0

(4) 2 sinx + cos’x ~1=0

- rl Exprimer sin 3x en fonction de sin x, puis
résoudre dans R I’équation : sin 3x = 2 sinx

On pose : A(x) = cosix — cos’x

1. Factoriser A(x)
2. Résoudre dans R ’éguation : Alx) = 0.
3. On considére 1a fonction f de R vers R définie par :

L sinx— sinx
fix) = cos?x — cos’x
Donner 'ensemble de définition de la fonction fet sim-
plifier I'écriture de fla).

9 On considére Téquation :
(E) 8x° — 4/3 2 —2x+ {3 =0.
1. Vérifier que %- est une solution de (E).
2. Trouver toutes les solutions de (E).

3. Résoudre dans R 'équation @ _
8 sindx — 4{3 sin?x - 2 sinx + {3 =0.

50 Résoudre dans R I’éguation :

3 __7=o0.
SII°X

Z2sinx+ +

sin x
51 Résoudre dans R I’équation :
cos 4x — fﬁ cos 2x = 1.
1. Calculer (/3 + /2 )2
2. Résoudre 'équation :
ax?+2x({3+/2)-/6=0.
3. En déduire les solutions dans [0 ; 2r] de 1'équation :
— 4sin?y + 2{J_§+ i_z)cosy—,ﬁir+4=0

Et placer sur le cercle trigonométrique les images des
solutions de cette équation.

573 Scit P la fonction polyndme définie par :
Plx) = 4x® — 3x 1.
1. a) Calculer P(1) puis factoriser P(x) en un produit de
binémes du premier degré.
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b) Résoudre 'éguation : (B} P(x) =0

2, On donne ’'équation : (F) 4cos®r — 3cos x —1 =0.
a) Résoudre cette équation :

b) Placer sur le cercle trigonométrique les points image
des solutions de (F).

L

1. En utilisant une autre écriture de sin(4x + x},
démontrer I'égalité suivante :
sin 5x = 16 sin®¢ — 20 sin®x + 5 sin x,

2. Démontrer que 7—5‘— est solution de )’équation :
16 sin®x — 20 sin3x+ 5sinx =0
3. Résoudre dans R 'équation :

16 sin®x —~ 20 sin®x + 5sinx =0
{utiliser la question 1),

4, Résoudre dans R I'équation :
16 x° — 20x° + 5x =0.
5. En remarquant que : 0 e <-E—.
déduire des questions précédentes la valeur de sin 35‘—
Systémes d’'dqualions trigonométriques
55 On considére le systdme d'équations :
f
COS X COS [j = ‘JS'; 3
(8) { f3-1

. - Y
sinxsiny=

1. Démontrer que le systéme (8) est équivalent au sys-
tdme suivant :

cos (x+y) = -;—-
(8 { fo

cos [x—y) = '7
2. Résoudre (S). -

E&  On considere le systéme d’équations :

T
X+y=—
[S]{ S

smxsmy-—T

1. Démontrer que :
a)cos(x+y)—cos(x—y)=—2sinxxsiny;
b) le systéme (S) est équivalent au systeme suivant :

L
(S’] {I +y= -'é-
cos(x-gyl=0
2. Résoudre (S).

57 1. xetyétant deux nombres réels quelcongues
factoriser :

cos(x + y) + coslx—y)
2, Trouver les couples solutions du systéme suivant :
x—y=-—+
4
(S} { 2
€OS X COS ¥ =

B8  Construire la représentation graphique de 13
fonction sinus.
Résoudre graphiquement et tracer (en couleur) sur l¢
cercle trigonométrique I’ensemble des images des solur
tions pour chacune des inéquations suivantes :

e
(Dsinxs 2 (3)sinx= -
{Z)sinx)—% (4) sinx =— %

Construire la représentation graphique de la
fonai%n cosinus.

Déterminer graphiquement l’ensemble des solutions
appartenant a |- x ; «] de chacune des inéquations sui-
vantes.

Pour chacune des inéquations, tracer (en couleur) sur le
cercle trigonométrique I'ensemble des images des solu-
tions.

e
L

(1) cos x> % (3) cosx=— —;

(2]{:05::5% (-i]ccsxc—%

&0 1. Résoudre l’quatlon et 'inéguation suivantes :
27 -(J3+/2)y+5-=0

22~ (8 + {2 )y + L <0
2. Utiliser les résultats précédents pour résoudre
I’équation et I'inéquation suivantes :

(1) —-2{:05%-{{3+4’§)5h’1.&'+%+2=0;

I

(2) —2cos?r— ({3 + /2 )sinx+%+250.

1. Vérifierque : y3 +2/2 =1+ /2.

Résoudre I’ equahnn
22+ (1— /2 -

Résoudre I'inéguation

2x? + {1—.!2)):~—~—>0
2, Déduire de la queshon 1 la résolution de I’équation ;

ol Mﬁo]

2c0s%x + (1—5)005::—%:0

Représenter, sur le cercle trigonométrique, les images
des solutions de I’équation précédente.

3. Déduire de la question 1 les solutions dans [0 ; 27 de
I'inéquation * 2o

2cos?x + (1 — 2) cos x -%} "

Représenter, sur le cercle trigonométrique, les images
des solutions de I'inéquation précédente.

Propridgids 1%3 Junctions

tudier la parité des fonctions suivantes :
(1) x> 4 sin®x — 2 sin®x cos®c + 3 tan x
(2) x+— cos x + sin®x + 2
sin®x + x

S Eiess v =

On donne :
flx) = cos%k - sinx cos®x + sin’x + tan’x
Démontrer que : fix — x) = f(x)

On donne : flx) = cos®x + 3 sin x
Démontrer que : flx + x) = — f{x)

65 Ondonne:
fix) =—cos®x + cos x—sin x + sin®x
Démontrer que : ﬂf —x)=—flx)

&6  Ondonne fix) = cos 5x + 3 tan 5x

Démontrer que : f(%\ -x)=—flx).-
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67 A, B, C sont les mesures des angles d'un tri-
angle. Démontrer que : .
By . A . Baliy . %

[I}CDS( > )—smf ; [2}lan( 5 )-
ta.n-zﬂ

&8 Onpose: A=asinxcosy, B=asinxsinyet
C=acosy.
Démontrer que A + B? + C? = 2.

x et y sont deux éléments de [0, X ] tels que :
2

- \" o \b3
sinx = et cosy=—5-
1. Vérifier que :
({éﬂi )2_ 2-3
4 T4

Calculer cos x.

Calculer sin y ; quelle est la valeur de y ?

2. Caleculer cos (x + y), sin (x + y).

Calenler cos (x — g), sin (x — ) ; en déduire la valeur de x.

70 Le plan est muni du repére (O, L, J}. On donne
I'application f: R = R

x~—>sin[.t+% i

On désignera par (%) la représentation graphique de f
dans un repére orthogonal (O, L, J).
1. La fonction f est-elle périodique ? Justifier.
2.On donne la fonction g:R— R

r—=jle+ £3.
Construire (¢,) 2 partir de (€. (On pourra utiliser un
papier calquel.
3. Résoudre graphiquement puis algébriquement I'équa-
tion : flx) :% ;

¥1 Le plan est muni du repére orthonormé direct
O, L]k
1. On veut construire I'ensemble E des points

M,(2cos o ; 2sina) lorsque o décrit Pintervalle [— -‘-25; -g"- ,

— Vérifier que E est contenu dans un cercle de centre O ;
préciser son rayon.
— Construire I’ensemble E,

2. On considére le point N (2cosa — 3 ; 2sina + 1) ot
o est un élément de [—% ;% 1.

— Vérifier que N est I'image de M,, par une translation ;
préciser son vecteur.

— Construire I'ensemble F des points N, lorsque o
décrit intervalle [~ ; 21,

7% Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J)
(unité : 2 cm).
1. Construire, a partir de celle de la fonction cosinus, la
représentation graphique (€ de la fonction f: R > R
i x> 2C08X
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2. On considére la fonctiong : R - R
x+> 2 cos (x —%)
de représentation graphique (6,).
a) g est-elle périodique ? Justifier,
b] Démontrer que (6,) est 'image de (€] par une trans-
lation gue 'on déterminera.
¢) Construire (6 g} a partir de (6).
3. Déterminer les coordonnées c{es points d’intersection

de {‘6!] et (6 ).
4, Trouver dés centres de symétrie et des axes de symé-

trie éventuels de (6 £?].

73 On donne la fonction f: R —>3¥

IstmZx-rl

1. Quel est 'ensemble de définition de [7

2. a) La fonction f est-elle paire ? impaire ? Justifier.
b} Démontrer que [ est périodique de périade 7.

3. Trouver les antécédents de-;—- par .

4. Trouver l'image réciproque de R* par f.

PROBLEMES

T4 ABCD est un carré, Iet] A | B
les milieux respectifs des cotés
[AB] et [BC]. Vérifier que : j
cos ADI = 2 sin ADIL ;
En déduire sin Iﬁ} . D C

Les droites (IH) et (D]) sont perpendiculaires en H.
Connaissant AB = 2a /5, calculer DI, DH et TH.

75 Les trois carrés
On considére un rectangle tel que : AB =3 AD.
M et N sont deux points tels que : DM = MN = NC.
On désigne respectivement par a, B, y les mesures
d'angles suivants : AMD, AND, ACD.
Démontrerque =B+ v. :
(Utiliser la formule cos{o. + B) = cos B cos y—sin B sin y.)
B A ;

//
11 W B %“

C N M D

76 1. On considére un triangle ABC isocéle en A.
M et N sont deux points tels que : BM = MN = CB.
On pose BC=a, AB=AC=b.
Calculer AM et AN en fonction de a et b.
2. On suppose que le triangle ABC est équilatéral de
chté a.
Donner l'expression de AM et AN en fo:)lkction de a.
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. Y ecteurs
et configurations

4
A lo suite des physiciens qui ont dégagé expérimentalement la notion de centre
de gravité ou cenire d'inertie, les mathématiciens intreduisent, par exiension, lo
notion de barycentre. "
le premier fraité de « Calcul sur les points » ou caleut barycentrique, fut écrit par
Fastronome ef mathématicien allemand Ferdinand MOBIUS (1790 - 1868].
Cependant, on considére ARCHIMEDE comme le pare du calcul barycentrique. En
effet, il @ mis au point une machine sur le principe du levier pour lancer & lui seul
un grand vaisseau & la mer. A la suite de quoi il répond au roi HIERON éfonné :

« Donne-moi un point d"ap-
pui et je souléve le monde i »

e Avec, éventuellement, I'ai- T : St S Jwﬂ
de du professeur de phy- ! 4 ! e
sique, chercher des informa- ‘ ' 7 2

tions complémentaires sur le ; ﬂ " 3 N NN
principe du levier. == et B BEVN\T |
e Expliquer la boutade ‘.”'g"; o S : gk %
d’ARCHIMEDE. B ok s %

ARCHIMEDE (vers — 287, — 212}

L]
DMMAIRE ~-+. -t

TR S . [ TR
o Usmesdenveas .
TR S e A SR I I T 203
TP Travaux pratiques 207

189
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. Barycentre de deux points pondérés

Comment dégager une caractérisation vectorielle concernant un «point moyen», ou un «point d’équi-

libre», & partir de situations déegrites en
Principe des leviers

mp

Sur les plateaux de cette balance sont déposées les
masses m, et m,. Comment a-t-on trouvé la posi-
tion du point G pour que la balance soit en équi-
libre ?

Définition

B Exemples introductifs

ﬁ+{ +Ef;] =0
! 2X7&+A_ﬁ =3
A% -1k

L'équation (E,) admet une solution et une seule, |

: e — 1 =%
le point G défini par: AG = - AB;
c’est le milieu de [AB].

aﬁ+ﬂﬁ§ =0

aﬁ+ﬁ[ﬂ+gﬁ] =0

(@+PB)XA +BAB =0
(0 +B)AX = BAB

190 Vecteurs et configurations

Physique, en Mécanique, en Statistiques, ....

Centre d’inertie d’une plaque homegéne
d’épaisseur négligeable

ABCD est un rectangle et ADE un triangle équila-
téral. G, est le centre d’inertie du rectangle et G,
i celui du triangle.

. Comment trouver lo centre d’inertie G de Ia plaque ?

(£,) 3XA — 2XB

_BX_A~ 2[}& +A_ﬁ]
XA — 2AB

— —

AX =-2AB

L'équation (E,) admet une solution et une seule,
le point G défini par : AG == 2AB }

c’est 'image de A par la translation de vecteur — 2AB.
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—-Sio+B=0etA=B alors I’équation (E) s’écrit : DKX =0.
Tout point du plan est solution.
. — =
-Sia+PB=0etA#B alors I’équation (E) s’écrit 0AX = AB.
> = A
L'équation (E) n’a pas de solution car AB « G,

-Sioa+B=0 alors I’6quation (E) est équivalente 3 ; AX = EET}A_E

L'équatiosi (E) admet une solution et une seule, le point G défini par :

AG = OTE—BA_ﬁ. Ay

Lorsque & + B # 0, I'égalité oGA + BGB = 0 caractérise donc ce point G.
Vocabulsire '

Léquation (E) est déterminée par la donnée des points A et B et des coefficients o, et B associés res-
pectivement aux points A et B. Pour exprimer que les points A et B sont affectés respectivement des
coefficients (ou poids) o et B, on écrit : (A,a), (B,B).

On dit que : (A,a) et (B,B) sont des points pondérés.

(A,a) et (B,f) sont des poi_neb.-;;pndé;\:és telsque: o + B = 0.
11 existe un point G et un seul tel gue : 0GA + ﬂé-f} =0
Le point G est appelé barycentre des points pondérés (A,o) et (B,B)

¥ Exemples
— t 4+ + + —2 [ — = + t + — J + t e i $ —t
A B G | A G B | A G B .
G est le barycentre des points | G est le barycentre des points | G est le barycentre des points
pondérés (A, 4) et (B, — 7) pondérés (A, 5) et (B, 2) pondérés (A, 4) et (B, 2)
— e AT —_— —— i — S 2 g
car:4GA-7GB =0 i car:5GA +2GB=0 car: 4GA + 2GB = 0

mem Propriétés caractéristiques du barycentre de deux points pondérés
(A,0) et (B,B) sont des points pondérés tels que : o + B = 0.

¥ Réduction de Pécriture ; o MA + BMB
G est le barycentre des points pondérés (A, ) et (B, B). M est un point quelconque.
=)

—

La décomposition des vecteurs MA et MB, utilisant 1'6galité de Chasles et le barycentre G donne :
oMA + BI\TﬁS = (x[l\?G + é};] + ﬁ[ﬁG + é_ﬁ]
={a+B]hT{+G+oct§E+ BG_ﬁ
Or aGA + ﬂéﬁ =0

Donc, pour tout point M, uﬁA - [31\_/[% = (o + B}J.\TG. (1)

¥ Diverses écritures de I'égalité (1) , M étant un point particulier
Remplagons le point M par les points particuliers G, A et B.

—Pour M = G, aéﬁ+ﬁ§f3=ff (2)
Par conséquent : (1) = (2)

~PourM=4, AG=_B_ 73 {pomM:B,ﬁc‘;:E%_ﬁBA) 3)
Par conséquent : (1)=(3)

En calculant oc(';_ﬁ + B(ffi 4 l'aide des égalités (3), on obtient (2)

Par conséquent ; (3)=1(2)

De plus, la décomposition des vecteurs GA et GB, utilisant I’égalité de Chasles et un point quelconque
M, permet d’obtenir (1) .

Par conséquent ; (2) = (1)
Les propriétés (1), (2) et (3) sont done équivalentes.
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G étant le barycentre des deux points pondérés (Ao et (B.3), les propriéiés suivantes sont équiva-
lentes : ' ' R s

(1) Pour tout point M, ulﬁﬁ + BZ\TB -——‘[cr. + B}l\fG
.[2) (IGE + B('}_ﬁ = ﬁr
> < B > , > 2 o --.-1-
(3) AG = = BAB 1 BG = 7 ﬂB

R__ emarque

« et B étant différents de 0, de 1 ‘égalité (2) on déduit : GB = — LEa

Le barycentre des points pondérés (A,o) et (B,B) est donc le centre de I'homothétie de rapport — %— qui
applique A sur B.

== Autres propriétés du barycentre de deux points pondérés.
m G est le barycentre des deux points pondérés (A,a) et (B,B).
Des propriétés caractéristiques (2) et (3), on déduit respectivement les conséquences suivantes :
—> —— —
— les vecteurs GA et GB sont colinéaires au vecteur AB, donc G € (AB) ;

—si k est un nombre réel différent de 0, alors ko + kf=0et ko GA + kﬁ(?:ﬁ = 0.

Le point G étant le barycentre des deux points pondérés (A,a) et (B,8), ' ;
—le point G appartient 4 la droite (AB).
— si k est un nombre réel différent de 0, alors G est le barycentre de (A,ka), (B,kB). ;
® Exemple ' :
Le point G de la droite (AB) est barycentre :

— des points pondérés (A,3) et (B,1),
— des points pondérés (A,6) et (B,2).

P
O ==

Constructions du barycentre de deux points pondérés
m Utilisation de la propriété caractéristique (3) : AG = chc-f-iﬁxﬁ

Conéﬁ_nisons le B;i?}cenh'e G des points pundérés (A,:?J.: t

AG =-2AB. Donc G est le point de la droite (AB) +
d’abscisse — 2 dans le repére (A,B). G

m Utilisation de la propriété (1) : pour tout point M, oMA + Bh?ﬁ} = (o + B]I\?G
Coni truisons f'lé.baryc'entre &es__l_?glpts pundé:r;ész-'.tA_,?)] et (B,Z) \_ -

G est le barycentre de (A,3) et (B,2),
—¥ - s
M étant un point du plan,ona: 3MA + 2MB = 5MG.

— H est le point tel que : MH = 3MA + 2MB,
On a donc : MH = 5MG.

Par conséquent : G € (MH).

— Or on sait aussi que : G € (AB).

G est donc le point d’intersection des droites (AB) et (MH).
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mmmsmmm Ensemble des barycentres de deux points pondérés

Mocabulaire

Exemple

Montrons que le centre de gravité G d'un triangle ABC est un barycentre du somimet A et dy milieu A’
du coté apposs. %

En effet, on sait que : GA = 247G : donc GA + 2GA’ = 0.

Par conséquent, G est un barycentre de A et A’ puisque c’est le barycentre de (A1) et (A2).

¥ Droite et barycentre de deux points
® On sait que si G est e barycentre des points pondérés (A,0) et (B,B), alors G est un point de (AB).

Puisque H est un point de 1a droite (AB), les vecteurs AT et AB sont colinéaires,
— —> —>

Puisque AB'# G, il existe un nombre réel 1 tel que AH = HAB (u est I'abscisse de H dans le repére (A,B).)
Dol : }.L{'I-—I_I_?}-—H_E]+I'-L+&=ﬁ - .

-+ —i —

ou encore-; MHB + (1 - p)HA= 0.

H est donc le barycentre des points pondérés (A,1 — 1) et (Bp), car u+ (1 - p) = 0.

A H B

Par conséquent, :
Pour tout point G de 1a droite (AB), il existe des nombres réels ¢ et B de somme différente de 0 tels que.
G est le barycentre des points pondérés (A,w) et (B,B).

* On résume par la propriété suivante :

A et B étant deux points du plan, I'ensemble des.--hawmnﬁm-ﬂéme&ﬂ&x@meﬁﬁ%mkfﬂi'.;-'

% Exemples

On donne deux points A e( B, s e
On considére les points C, D et E tels que: AC=0,64B;

Déterminons des nombres réels o et 8 pour
points pondérés (A,c) et (B,f). o

que chacun des points 4, B; G

D A c B- E

=19 ' ' 0 0,6 Bavid. oid
A, B, C, D et E étant des points de la droite (AB), ce sont des barycentres des points A et B.

e

— On sait que, a et B étant des nombres réels de somme différente de 0, 2

G est le barycentre des points pondérés (A,a) et (BB) < oGA + BGB =10
—> — —

Or:  1AA +0AB=0;0BA +1BB -3

Donc: A estle barycentre des points pondérés (A : 1)et(B;0);
B est le barycentre des points pondérés (A ; 0) et (B ; 1).

= On sait que, o et B étant des nombres réels de somme différente de_‘i), i
G est le barycentre des points pondéres (A,n) et'(B,f) < AG-= O—C—E—ﬁAB

0,6 R =3 =%2 =%, - 1,4 —
4 Se— 4 o el e 2 —
Or: C 0’4+0‘6AB,A.D 2,2—1,2AB'AE —G;4+1,4A
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Donc: Cestle barycemre des points pondérés (A ; 0,4) et (B ; 0,6) ou encore de (A ; 2) et (B ; 3)
D est le barycentre des points pondérés (A ; 2,2) et (B ; — 1,2) ou encore de (A ; 11) et (B ; — 6)
E est le barycentre des points pondérés (A ; — 0,4) et (B ; 1,4) ou encore de (A ; —2) et (B; 7)

E emargue

On pourra justifier le schéma ci-dessous qui donne les positions du barycentre de deux points pondé-
rés (A,o] et (B,B) suivant les valeurs de o. et P.

[ off<0 = I af >0 l aff<0 I
A 1 B '
* i (5
GA <GB GA > GB
lof > IB] lor| < ||

WExercicesWW PP A R o P

l.a Deux points A et B sont distants de 11 cm. 1.b  sur 1a droite de repére (O,I), on donne les
Construire le barycentre Gde (A,7) et (B.4)etle points A, B et G d’abscisses respectives — 13,
barycentre H de (A,4) et (B,7). 11 et 47. Déterminer le nombre réel o pour que
Justifier que [AB] et [GH] ont le méme milieu L G soit le barycentre de (A, o) et (B, 6).

—1.2.. Barycentre de trois points pondérés

Emmmmss Définition

Dans la présentation qui suit, on se propose d’élendre a trois points la définition du barycentre de deux
points pondérés.

=7}
Présentation @

(A,0), (B.B) et (C ,7) étant !rms pomts ponderes telsquea+pB+v#0,
etudmns, dans le plan, l’equatmn(E], d’mcm:mue un pomt X [E] aKA +: BXB + TXC 0

Le point X apparaissant dans 1'écriture des trois ve_cteurs, exprimons deux d’entre eux en fonction du
troisieme : o g e Pl =9
(E) oXA +B(XA+AB)+v(XA+ AC) =0
— —> —> =
(c+P+y)XA+PBAB+yAC =0
— —— e
(c+PB+7v)AX =BAB +yAC
e R
a+P+y o+B +4
L'équation (E) admet une solution et une seule, le point G défini par :

Puisque o + B + y# Q, E))(:

o R AR R

(A,0), (B,B) et (C,y) sont trois points pondérés tels que : o + B + T #0.
Il existe un point G et un seul tel que : oGA + BCTI)} =3 TIEE =0.
Le point G est appelé barycentre des points pondérés (A,a), (B,p) et (CY).

194 Vecteurs et configurations



www.biblio-sciences.org
I+

¥ Exemples .

;

B G
G est le barycentre des points pondérés (A,2), (B,4)

G est le barycentre des points pondérés (A,1), (B,2)
SEEN) . o e v e s et (C- 4),
car: 2GA+4GB+3GC=0. - cm;éﬁ.,.g(;_ﬁ_;;{i(}]:
\—-_'y:-—’
GH

mmzmemm Propriétés caractéristiques du barycentre de trois points pondérés.
(A,a), (B;B) et (C,y) sont dgs points pondérés tels que : e+ B+ y2 0
¥ Réduction de Vécriture : «MA + Bl\r_ﬁ! - ']IM_(E

G est le barycentre des points pondérés (A.a), (B.B) et (Cy).
Démontrer que :

pour tout point M, «MA + BM_ﬁ + ?M_(E =(c+B+7 MG. (1)
¥ Diverses écritures de I’égalité (1), M étant un point particulier
Remplagons successivement le point M par les pmnts panlcuhers G, A, B,C.
—PourM =G chA+BGB+7GC~ 0 (2)
—Pour M= A AC=we® o afg o b @

a+B+y o+B +v
eTrouver de méme les expressions de BG et de CG.

* Démontrer que les propriétés (1), (2), (3) sont équivalentes.
orietés coracteristiques

G étant le barycentre des trois points pondérés (A,al), (B,B) et-(C;y], les pmpnétés suivantes Bwi{t
équivalentes :

(1 Pour tout pomt Y qr.MA + BMB + *yMC (a+B+y) MG
(2} : aGA + BGB + YGC =0 ok

- ' ic._ B SRR IR | S
(3 AG a+ﬁ'+}’AB+u+B +.YAC :

g Auires propriétés du barycentre de trois points pondérés

b Homogénéité _

Démontrer que k étant un nombre réel différent de zéro : '

si G est le barycentre des trois points pondérés (A,a), (B,B) et {C,y: alors G est aussi le barycentre des
trois points pondérés (A,ka), (B,kB) et (C.ky).

¥ Barycentres partiels

(A.0), (B,f) et (C,y) sont des | pnmts pﬂndérés tels qu'* S+ B +Y 45 0 ot

G, estle barycentre de (A,0) et (B,B) et Gle baryce Jre de [A cz)".(B B) et
Uh.llsuns G, pour déterminer G. 2

G étant le barycentre de (A,a), (B, ﬁ] et [C,y] +GA + ﬂGB + 7{3 =0 )
g
G, étant le barycentre de (A,o] et (B,B), COA + BG‘B = (o + B)GG,
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L’égalité (2) peut donc s’écrire : (ce+ B)CT(:‘: + TG-E [ (4)
Donc Gestle baryceutre des deux pomts ponderes (Gljo: + ﬁ et (C Y).-

G étant le barycentre des trois points pondérés (A,a), (B,B)et (C,y),
_ si k est un nombye réel différent de 0, alors G est le barycentre de (A,ka), (B,kf) et (C,ky) ;
— si G, est le barycentre de (A,0) et (B,p), alors G est le barycentre de (G,,0 + B) et (Cyy).

-

les points pondérés  (Ae) BB Gy

La propriété (4) du barycentre peut un barycentre partiel M
s’illustrer par le diagrammne ci-contre. de (Ao, B,B) et (C,y) (G +B)
1r
le barycentre de G
(A0, (BB et (CY)

— Constructions du barycentre de trois points pondérés

On consuiere un triangle ABC : ' :
Consl‘rmsons le barycenu‘e G des pomts ponderes (A, 1) [B 2) (C, 5]
.
Utilisation de la propriété caractéristique (3) : AG= b
Ona: AG= —~AB + ——AC
On Constn.ut 1es pomts D etE tels s que :
AD=—AB et AE——AC

Le point G est tel que : AG = AD + AR
C’est donc le point G tel que ADGE est un parallélogramme.

i<
Utilisation d’un barycentre partiel

1 + 2 = 3, Le barycentre G, de (A,1), (B,2) est tel que :
i, - 26

Le barycentre de (A,1), (B,2), (C,5) est le barycentre

de (G,,3) et (G, 5)

Donc: G G= —~—G G

AR i

a+p +7AB+a+[3 +7AC

Barycenire de quatre points pondérés

=
La notion de barycentre a été étendue de deux points d trois points pondérés. Cette notion peut étre éten-
1df,zf.' @ guaire points pondérés...
Aciivhe

-

On considére quatre points ponderes (A1), {B, 2), (G, 4) et (D, 2} On se pmpose -
—de demontrer qu'il existe un unique point | G, s que Fon appelle barycentre des quatre pomts pumie- :
rés (A 1] (B =o) (C 4) et [D,z], tel que GA 2GB + 4GC + ZGD 0 ot -_{'1)_'”"_ s

—de constrmre ce pnmt G en utthsant plusxeurs methades '
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Pour cela : s b -
~Démontrer que:: (1) & (2) AG =~ 2AB+ 2AC+ 2 AD
— Construire G en utilisant la propriété (2),

— Construire G en utilisant deux barycentres par- (B,~2) C4 (AT (0,2)
tiels des quatre points pondérés % [ [ | ’
(A1), (B,E 2), {CEJ‘I] et [%,2]. - e

Ici, on tonstate que : —2 + 4% 0,1 + 2 %0, G, G, |

On construira donc : G2 (Ge3)

— le barycentre G, de (B,- 2) et (C,4) | ’

— le barycentre G, de (A1) et (D7), T

- le barycentre G de (G1.2) et (G,,3). m

Remarque .

On aurait pu choisir de construire le barycentre G; de (A1) et (B~ 2) et le barycentre G, de (C/4) et
(D,2), puis le barycentre G de ( Gy~ 1) et (G,.6), cependant, il est inutile de vouloir construire le bary-
centre de (A.1] et (C,4), car (B~ 2) et (D,2) n’ont pas de barycentre,

A E x ercices B

l.c  Onconsidersun triangle quelconque ABC, e Justifier que Pintersection G des droites (CI) et
milieu de [BC] et K le milieu de [AT]. (AJ) est le barycentre de (A,5), (B.2) et (C.2).
Démontrer que K est un barycentre des points

A, BetC

1.d A, B et C sont trois points tels que B est le
milieu de [AC]l. Construire le barycentre des
points pondérés (A,3), (B, 5) et (C4) .

l.e  On donne les points pondérés (A,5), (B.2),
(C,2). On a construit le barycentre I de (A,5) et
(B,2), et le milieu J de [BC]. (voir fig. ci-contre)

. Isobarycentre de points | | .

o est un nombre réel non nul.

m Isobarycentre de deux points

Le barycentre des denx points pondérés (A,a) et (B,o) est aussi le barycentre des deux points pondérés
(A1) et (B,1) ; il est appels isobarycentre des deux points A et B. :
* Justifier que I'isobarycentre des points A et B est lo milieu du segment [AB].

m Isobarycentre de trois points :
Le barycentre G des trois points pondérés (A,a), (B,a) et (C,0) est aussi le barycentre des trois points pon-
dérés (A,1), (B,1) et (C,1). 1 est appelé isobarycentre des points A, B, st C. .

G (€D A A
|r°! Cor
AT
(A'2) .
B
5] A’ est le milieu de {BC], ot AG = ZAA

Par conséquent oY1
Lorsque les points A, B et C sont non alignés, leur isobarycentre est le centre de gravité du triangle ABC,

4
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N .

-7 »Isobarycentre de quatre points
Le barycentre des quatre points pondérés (A,0), (B,a), (C,0) et (D,a) est aussi celui des quatre points pon-
dérés (A,1), (B,1), (C,1) et (D,1). 1l est appelé isobarycentre des points A, B, C et D.

AanH 6D €n ©®1 b 7 7 # ¢
[T I}
d @3]
oo ol
sed
Par conséquent B

Lorsque ABCD est un quadrilatére, I'isobarycentre de A, B, C et D est le milieu du segment qui joint les
‘milieux de deux cdtés opposés.

; x‘ = o P SR g QT T K A S T 8T A
WE I CICES Tt o s o o Fr T o o o H a8l

1.F  ABC est un triangle. Démontrer que le bary- L I:'E}crire tous les barycentres partiels des
centre des points pondérés (A,1), (B.2) et (C,2) points pondérés : (A,1), (B,1), (C.1), (D,1).
est un point de la médiane qui passe par A. 2, Utiliser ces barycentres pour déterminer

I'isobarycentre des points A, B, G, D.

3. Démontrer que les segments [IJ], [HK] et
[MN] se coupent en leur milieu.

1 .g ABCD estun quadrilatére convexe, et [, J, H, K,
M, N, les milieux respectifs des segments [AB],
[CD]. [ADI, [BC], [AC], [BD].

__1.4. Utilisation du barycentre dans des activités géeométriques

Probléme d’alignement de points ou de concours de droites

Etant donné deux points A et B, pour démontrer qu'un point P appartient & la droite (AB), il suffit de
trouver des nombres réels a et B, tels que P soit le barycentre des deux points pondérés (A,a), (B,B).
D’autre part, étant donné des points A, B,G, D, E, F, ... démontrer que les draites (AB), (CD), (EF) ... sont
concourantes revient a démontrer qu’il existe un point P qui appartient a chacune de ces droites.

|
Exemple 1

A3 AN= 3 AT O est le milieu de [CM].

; ABC est un triangle, M, N, O des points tels que : AM= 5 AB; Al

‘Démontrons que les points B, N et O sont alignés. '
Intejprétaﬁoﬁ des caractérisations des points M, N, O.
O est le milieu de [MC] < O est 'isobarycentre de M et C

— 53 —=

AM = 1 & M est le barycentre des points pondérés (A,1) et (B,2)
A_ﬁ = 1—3—+3 h& < N est le barycentre des points pondérés (A,1) et (C,3).

M et N sont des barycentres partiels des points pondérés
(A,1), (B,2) et (C,3).

Détermination du barycentre des points pondérés (A,1), (B,2) et (C,3).
Déterminons ce barycentre de deux manidres

différentes. (A1) B2 (C3) A
1) A I'aide du barycentre partiel M :
De la détermination a Paide du barycentre ad

partiel M, on déduit que le barycentre des M3)
points pondérés (A,1), (B,2) et (C,3) est I'iso- {
barycentre des points M et C ; c’est donc le L}
point O. i

v ;
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2) A I'aide du barycentre partiel N (AT (€3 (B
De la détermination 2 I'aide du barycentre
- partiel N, on déduit que le point O est le bary-

centre des points pondérés (N,4) et (B,2). N]

Les points O, B et N sont donc alignés. A5

Soit P le barycentre de (B,2) et (G,3), c’est a = P
dire le troisiéme barycentre partiel des points o

pondérés (A,1), (B,2), (C,3). - B2 €3 KN

On peut démontrer de méme que les points O, L

P, A sont alignés. | P

u Exemple 2 (S)

Le probléme d’alignement de points résolu
dans 'exemple 1 peut étre présenté comme
un probléme de concours de droites.

ABC est un triangle, M, N, P des points tels que : AMi= 245 ; AN= 348 | fodnt
Démontrons que les droites (AP); (BN) et (CM) sont coricourantes. T
Il suifit ici de justifier que le barycentre O de (A1), (B,2), (C,3) appartient & chdcune des droites (AP),
(BN) et (CM). | _ _ LN
Or, chacun des points M, N et P est un barycentre partiel de (A,1), (B,2), (C,3), donc O est le baryeentra

de (M.3) et (C,3), celui de (N,4) et (B,2), et celui de (A,1) et (P,3), OO
Dongc, le point O appartient & chacune des droites (AP), (BN} et (CM). (Voir schémas de l’exeiﬂﬁii‘j 1)

o

e

BENEESE Transformations d'écritures
A et B sont deux points, o et B des nombres réels, M un point quelcongue. BT e
On veut transformer les écritures suivantes en des écritiires dans lesquelles le poinit M n’intervient

qu'une seule fois. i e ﬁl\._fE 2
@ Transformation de I’écriture : MA.MB
Considérons l'isobarycentre I de A et B y

—p " —> — — — —

MA.MB = (MI + IA).(MI) — IA) = MI2 — JA2,

& Transformation de I'écriture : aMAZ + ﬂﬂfBz
. Pouro+B=0.
Considérons le barycentre G des points pondérés (A,a) _e} [B,El
—r — —
aMAZ? + BMB? = (MG + GA)? + B(MG + GB)2
— —> —> —» — —>
= 0GA? + BGB? + 2MG.(aGA + BGB) + (o + B)MG?
—> =3 —
3 ‘oGA+BGB =0 '

Donc : . QMAZ + BI:/?BZ = (ot + B)INYGZ + aGAZ + ]3(3_]?52 .

Cas particulier :a=p =1,
G est le milieu I de [AB], c’est Pisobarycentre de A et B ;
Vi e e

on obtient : ' MAZ + MB2 = 2MI? + i

Lorsque les points A, B et M ne sont pas alignés, on retrouve une propriété de la médiane.
. Pouro+B=0eta#0.

Considérons I'isobarycentre I de A et B ¥ = M
«(MA2 — MB)? = o(MA + MB).(MA — MB).
— —_ — —> — —>

Or: MA + MB = 2MI et MA — MB = BA.
et il ?

Donc : . MA?-MB?=2AB.IM I B
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Remarque

e Ona utﬂxse 1 x.sobmycenire I des pomts AetB pour transformer les écritures
MAJ%B MA? + MB‘? MA? - B -
® On a utilisé le barycentre G des points pondérés (A,¢) et (B,B) pour transformer I'écriture : cMA2 + B2,

ME Xercices s e

1.h  Ondonne un quadrilatére convexe ABCD. 1.i  On donne un triangle ABC tel que :
Démontrer la propriété suivante : AB=3,BC=5etCA=4.
—> = > —> A’ est le barycentre de (B,4) et (G,3), B’ le bary-
2 2_ ADY? 2
[AB " {E'D T AD_ * BG ] centre de (A,5) et (C,3)et C’ le barycentre de
equivaut a (A,5) et (B,4).
[[AC] n [BD]] Construire le triangle ABC et les points A", B' et
C.
On transformera les écritures en faisant appa- i : ; , ’
raitre le point d’intersection I des droites (AC) Dérmontrer que les droites (AAY), (BB') et (CC)
et (BD) sont concourantes.

.. Coordonnées d’'un barycentre

Le plan est muni du repére (O,L]).
G est le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,B).
L'égalité suivante permet d’exprimer les coordannees de G en fonctmn de celles des points A et B :

ocOA + BOB (o + ﬁ]OG : :

Le plan est muni du repére (0, 1, J).
G étant le barycentre des points pondérés (A,o) et (B,B),
G(OCI’A+BJ:B. : a,yA+ByB) '

o B o+ p

On obtient de la méme manire les coordonnées du barycentre de 3, 4... points pondérés.
Exemple

;Dansz. II': _'plan muni du repére {G I D, an donne les po _.nts A8, 7), B(- 12 8} ot C[4, 11]
-Determmer les coordumaees du harycenlre G des pomts ponderes (A ’7] (B,8) et (C 5]

Ona: 70A + SOB SOC =(7 +8— S)OG D'on 0,70A + O,BOB - 0,50C = C}G.
12 —( 0,7x7+0,8x(=12)—0,5 x4
ek OA( ) ( 8) “ OC( 11) PG DG(D,? X8 +0,8x(~8)—0,5 x (~11) )

Par conséquent, G(- 6 ; 4)

WExercices B

1.]  Dansle plan muni d'un repeére orthonormé on 1k Dansle plan muni du repére (O,1]), on donne
donne les points A(2 ; 5), B(— 4 ; 5), C(x, y) et les points A(2 ; 3),B(4:3),C(5; 1) et D(1; 1).
leur isobarycentre G(— 1 ; 2). Déterminer les coordonnées de !'isobarycentre
Déterminer les coordonnées de C. des points A, B, C et D,

Yecteurs et configurations
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/ Lignes de niveau

2.1, Applications de & dans R

Activité
Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).

On considére Papplication f de # dans R qui a chaque point M de %, associe le nombre OM.
On donne les points A(1;1),B(-1; 1) Cl4;-3)etD3;-4).

Vérifier que : fl0)=0,j0) =1, Ul = : : = : e
Calculer flA), f(B). f(C) et fD). 0 _

Trouver les coordonnées d'un antécédent de chacun des nombres suivants : 1 125 3.

Déterminer ensemble des points M tels que : f{M) = 1.

Déterminer la nature de Pensemble des antécédents de 4, donner une équation de cet ensemble
L'ensemble des points M dont I'image par fest 4, est appelé ligne de niveau 4 de f; on la note (&£,).

f est une application du plan ¢ dans R, et £ un nombre réel.

“On appelle ligne de niveau k de f ensemble des points dont I'image par f est k.

On dit aussi que la ligne de niveau k d’une application est I'image réciprogue de k par cette application.
C’est I'ensemble des points M du plan tels que : iM) =k

Exemples

Dans ’activité précédente, la ligne de niveau 0 de fest { O } ; vérifier que la ligne de niveau 9 de fest le
cercle de centre O et de rayon 3. :

...2.2. Déterminations de lignes de niveau

smmzmmm Lignes de niveau de Fopplication M — AM.AB
B Exemple

A et B sont deux points du plan tels que : AB = 2.

On considére I'application f de ? dans R qui a chaque point M associe AM.AB. :

C est le milieu de [AB], A’ le symétrique de A par rapport 4 B, B’ le symetrxque de B par rapport a A
et C’ le symétrique de C par rapport a B.

— Calculer flA), /B), J1C), AAA), fIB’) et AC).

_ Trouver un point M n’appartenant pas & (AB) tel que : f{lM) = - 4.

— Recherchons (Zg), 1a ligne de niveau 6 de f.

(£;) est 'ensemble des solutions de l’equatmn (E). .M
d’inconnue le point M du plan (E) AM.AB = 6. » “— . . 5 =
B' H A G B & Al

Par définition du produit scalalre on sait que tout point solution de (E) a pour projeté orthogonal sur
(AB) un point H tel que : AH AB B.
De plus, tout point qui a pour projeté orthogonal sur (AB) un point H tel que ATLAB = 6, est solution de (E).
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Le probléme revient dom a msoudre Péquation (E’) d’inconnue le point H de (AB), résolvante de (E) :
®) AlLAB=6 _——
AH x AB x cos{AH,AB) =

—— o —

cas ol : cos[ﬁi,gﬁ] =1 cas ol : cos&{ﬁ,%] =-1

A B, H 5 B!

B
Donc: (B)) & He[AB)etAHXAB=6 (E;) ou HE [AB)et—AHXAB=56 (E,).
(E,) n’a pas de solution.

(E,) a une solution unique, le point C’ (£

car C’ € [AB) et AC’ = AEB .
(£;) est I'ensemble des pomts dont C’ est le proje- i g
té orthogcmal sur (AB), c’est la drmte perpendicu- B' A R A’

laire a (AB) qui passe par C’.

m Cas général
AetB sunt deux points du plan, k un nomhre réel et f l‘app]xcatmn de # dans R qui & chaqne point M

associe AM AB,
Recherchons la ligne de niveau (£,), ensemble des points Mdu plan tels que : M) = k‘

(£;) est]’ ensemble des solutions de 'équation (E), d’inconnue le point M du plan
(E) AM AB =],

= Résolution de I'équation (E)
H est le projeté orthogonal de M sur (AB). ;
Le probieme rewent a résoudre l'équation (E') d’inconnue le point H de (AB) ;
(E’) AH.AB = k. e
AH x AB x cos(AH,AB) =

— pour k <0,
H est un point tel que ATl et AB sont de sens (L. )
contraires c’est-a-dire tel que : — AH x AB = k. |

A= K HI A " B
Donf: g ﬁH._ AR Ml/

La figure ci-contre illustre le cas : AB=2 ; k= - 2. I

- pourlk >0,
H est un point tel que AH et AB sont de méme sens }j-'.f,,)
c’est-a-dire tel que : AH x AB = k.

Donc : AH = % N_—H
La figure ci-contre illustre le cas : AB= 2 ; k = 6. M

- pourk =0, e

H est donc le point tel que AH =0 ; c’est le point A. :Ii o)

AM et AB sont donc orthogonaux. . g
La figure ci-contre illustre le cas : AB= 2 ; k = 0. A 8

« Conclusion
(£ (£ (L) (L) (9] (Lo
Pour tout nombre réel k, (£;) est une droite per- 4 2 0 2 4 6

pendiculaire a la droite (AB).

Hlustration dans le cas oiit AB = 2
ethe{-4;-2:0:2;4:;6].
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[

uREmEE  Lignes de niveau de I’coa!icuﬁon M — MA2 - MB2

ftant donné deux points A et B du plan et un nombre réel k&, on veut trouver la ligne de niveau (£;),
ensemble des points M du plan tels que : MAZ - MB? = 4.

(&£,) est 'ensemble des solutions de I'équation (E), d'inconnue le point M du plan.
(E) MA2—-MB2=k
® Transformation de I'écriture : MAZ2 — MB2

MA2 — MB? = 2 AB.IM ¥ o I est l'isobarycentre de A et B. (Voir § 1.4)

=2AB xTH x eos[Tﬁ, }‘Tﬁ], H étant le projeté orthogonal de M sur (AB).

¥ Résolution de I’équation (E) : MAZ - MB2 = k . -
Le probleéme revient & résg_ggl_{_e_ I'équation (E’) d’inconnue le point H de (AB) :
(E) 2xIHxAB xcos( IﬁAﬁ] =

* pourk <0,
H est le point de (AB) tel que : L’ &
— e

IH et AB sont de sens contraires et IH = — —k- p R T : P
ZAB ¢ A ) H 1 T T T

La figure ci-contre illustre le cas :
AB=6:k=-18;1H=1,5. M

* pourk >0, M

H est le pomt de (AB) tel que : m
1H et AB sont de méme sens et [H = I " | il i ; -
2AB A H | n
La figure ci-contre illustre le cas : -
»

AB=6;k=12:H=1.

® pour k = 0, L
TH = 0, IM et AB sont orthogonaux. J_‘

La figure ci-contre illustre le cas : AB=6 ; k = 0. A\L/'p

i M1
M Conclusion ;
Pour toul nombre réel k, (£,) est une droite perpendiculaire a la droite (AB).

* Déterminer la ligne de niveau passant par A et celle passant par B. Représenter toutes les lignes de
niveau précédemment déterminées.

Lignes de niveau de lapplication M — MA2 + MB2

Etant donné deux points A et B du plan et un nombre réel k, on veut trouver la ligne de niveau (£,),
ensemble des points M du plan tels que : MAZ? + MB? = k.

(££;) est 'ensemble des solutions de 1’équation (E), d'inconnue le point M du plan.
(E) MAZ + MB2 = Fe.
¥ Transformation de Pécriture : MA? + MB?

— —=3 AB? L .

MAZ + MB? = 2MI? + el I est 'isobarycentre de A et B (voir §1.4)
B Résolution de I’équation (E) : MAZ + MB? = k
(B) aMe+ AE g

; 2
MI2 =N, (on a posé : ?tz—ﬂ“—_éﬂ] ‘
2 Mt

.puurk>%€ ona:i>0. ,/ﬁ““\x&
L'ensemble (&£,) cherché est le cercle de centre I et de rayon , . A \\l/ B

La figure ci-contre illustre lecas : AB=3;k =5 /A =0,5.
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2
*pourk = %B- ona:h=0. 2, P,
L'ensemble cherché est { I }. . Y
La figure ci-contre illustre le cas : AB=3 ; k=45 ;A =0. A [ B

%
2

'pourk<‘%, ona:ih<0.

L'ensemble (£,) cherché est I’ensemble vide.

s

¥ Conclusion

(2;) est soit un cercle de centre I, soit le singleton {1},
soil ’ensemble vide.

llustration pour AB=3 etk €(4,5;5;6,5;9; 12,5 )

= Lignes de niveau de I'application : M — MA.MB

Etant donné deux points A et B du plan et un nombre réel k, on veut trouver la hgne de niveau (££;},
ensemble des points M du plan tels que : MA.MB = k.

(éﬁk) est I'ensemble des solutions de 1'équation (E), Pinconaue le point M du plan.
() MAMB-=F.
M Transformation de I'écriture : MA.MB

MA.MB = MIZ - IA? ; I est Lisobarycentre de A et B (voir §1.4)
& Resolutmn de l équation (E) : MA.MB = k

(E) MA. MB =k >

2
e A8
30 .. . 5 . AB?
MIZ =4 (onapose.le + k).
® pour k = 0, ’ensemble cherché (£,) est le cercle de diamétre [AB].
2

* pour k < —‘%, ona:h<0.

L'ensemble (£,) cherché est 'ensemble vide.

b onrk;—éﬁ; onda;A>0

P 4’ : ‘

L’ensemble (£,) cherché est le cercle de centre I et de rayon A
La figure ci-contre illustre le cas : AB=2 ;e =3 ; (A= 2.

2
* pourk = AP siazk=b

4 oy
L'ensemble (£,) cherché est ’ensemble { I }. /LJ. 1
La figure ci-contre illustre le cas : AB=2; k=-1;A=0. A | B

M Conclusion

(%,) est soit un cercle de centre I, soit le singleton { I}, soit 'ensemble vide.
» Déterminer la ligne de niveau passant par chacun des points U et V tels que IU = AB et IV = 2AB.
Représenter sur une méme figure toutes les lignes de niveau précédemment déterminées.

:E xercices = D o o P BRI T s
2.0 AetB étant deux points du plan tels que AB =4, 2.b A etBétant deux points du plan tels que :
determmer 'ensemble des points M du plan AB = 4, déterminer I'ensemble des points M
tels que : AM.AB =12. du plan tels que : MA? + MB? = 58.
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%

—3:1.. Représentations parametriques d’'un cercle

e Exemple

Le plan est muni du repére orthonormé direct (0,1,7). On considere le cercle ["@:] de centre O’(4 , 3z

de rayon 2. s - ;

L : =Y e ¥ E d i
Soit M(x ; y) le point de (€] tel que Mes (OL,O'M) = - 2—% _ ; -
Calculons les coordonnées du point M. B RGE o

> — —
Ona: OM =00 +Q'M
£ = O-_Kd. (3_% = — s z
=00, Ol + O'M. 01 / e
=4 + 2 cos [6?,0_’_&«[] i / A \\
= 3-"'-)' —3 I / OI e \
—¥ — —»  —p \ !

=00.0] + O'M. Q] \ : ‘
=3+ 2 cos (O],0'M) i \: /

=3-3 S oo~ -
donc: M (3 ;3 —3).

L 4

Cas général O
Le plan est muni du repere orthonormé direct (O, 1, J).

On considére le cercle (4¢) de centre O'(a : b), de rayon r.

M(x ; y) est un point de (4), Pl e
S
8 la mesure principale de I’angle orienté (OI,0'M).

Démontrer que :

Mx:g) €(€)  equivauta | g o

Yy=b+rsind
X=a+rcosh
y=h +rsind

[rat}etBE]—n;ﬂ]]-

On dit que le systéme de deux équations : { [9 Eln; :n:l],

est une représentation paramsétrique du cercle (€) de centre O’ et de rayon r.

x S A i R T AT i
% fﬁE XTI CICCS Tais s B

o
Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J). 3.b 1. Déterminer une représentation paramétrique
du cercle de centre G(2 ; 4) et de rayon 3.

3 . On donﬂe J_e cercle [':6} de centre O’[‘— 3;- 4] et 2. Déterminer une représentaﬁon Paramét['ique

de rayon (5. du cercle de diamétre [AB] oi1 A et B sont les
Dans chacun des cas suivants, déterminer les points de couples de coordonnées respectives
coordonnées du point M de (€) tel que : (—2;1)et(6;~3).

=g e B
a) Mes (OL,O'M) = % i b)Mes (OL,LO'M) = ?:rc 3.c  On donne les points A(— 3 ; 0), B(0 ; — 2) et

C[z ;- 2).

T . -—-"":—-_ & - t_.L "

&) Mes (D_i,O_’I;I} =n i dJMes(OL O'L).{) __ Déterminer une représentation paramétrique

6 du cercle circonscrit au triangle ABC.
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...3.2. Exemples d'utilisation

smmemsm Démontrer qu'un point appartient @ un cercle

L

%) Peut-on trouver 0 élément de 1- x ; 1] tel que le point A(- 36 ; — 32) soit un point du cercle (€}, dont

voici une représentation paramétrique : {

En substituant les coordonnées de A a x et y, on obtient : {

16+9 _
96 -~

On vérifie que : cos?d + sin?@ =

xr=4+50c0s8
y=-2+50sinb

ou encore {

[eel-n;m] 2
— 36 = 4 + 50cos6
—32=—2 4 50sin9
4
cosf = —

5
o 8
smB-—?

1l existe 0, élément de |-« ; nr] tel que cosB = — % et sin0 =— %

La calculatrice donne : 6 = — 2,49809 (ou 0 = —143° 7’ 48”).

BERE

. Passage d'une représentation paramétrique & une équation cartésienne

Donner une équation cartésienne du cercle () dont voici une représentation paramétrique :

{x=—2+7c039

G5 7emb (avec @ € ]-t; nl).

On utilise la propriété : cos”0 + sin*@ = 1.

Ona: (x+2)+ (y—5)%=49(cos?0 + sin?f) = 49
»ryt+4x—-10y—-20=0

C’est une équation cartésienne de (6).

L

Passage d'une équation cartésienne @ une représentation paraméirique

Donner une représentation paramétrique du cercle (€) dont voici une équation cartésienne :

X2+ y? — 24x + 10y + 160 ='0.

On écrit 'équation sous la forme (x —a)? + (y — b)? =r2
On fait ainsi apparaitre le rayon du cercle et les coordonnées de son centre.

[x2- 24x] + [y? + 10y] +160 =0
[(x—12)2-144] +[(y—-5)*-25] +160 =0
(x —12)? + (y—5)2 = 32,

d’ott une représentation paramétrique du cercle (€) :

x =12 + 3cos
{y= 5+ Ss;ine [0 €= ;n]].
""_ff’iﬁ’ﬂE X QI CICOS Basr s R ot o P o o s

Le plan est muni du repére orthonormé (O,L).

3.d

On donne le cercle (€) de représentation para-

x =5+ 4cos0 i
y= —3 +4sind [OEI_ﬂ’ﬁ]]'

1. Déterminer par leurs coordonnées deux
points de (4).

2. Les points A(1 ; — 3), B(5 ; 1) et C(3 ; - 6)
appartiennent-ils a (€] ?

métrique : {

006 Yecteurs et configurations

3.e Donner une équation cartésienne du cercle (€)
dont une représentation paramétrique est :

x=—2+5cosf 4
y= 6+ 5sinf [BE]—::,:L']].

3.f

Donner une représentation paramétrique du
cercle (4) dont une équation cartésienne est :

2+ y?+10x—2y+22=0.
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) fravaux pratiques

—JP1. Construction du barycentre de deux points pondérés

La méthode qui suit utilise une homothétie pour construire le barycentre de deux points pondérés (A,q)
et (B,p) lorsque les pondérations o et B sont des mesures de segments donnés.

wmgsmm Exemple

On donne deux points A et B et deux segments de mesure a et b,

Construisons le barycentre G de (A,q) et (B,b) puis le barycentre

H de (A,q) et (B, b).

G étant le barycentre des points pondérés
(A,a)et(B,b)ona: aGA +bGB = 0 ;

. . > a =
c'est-a-dire : GB =- FGA
G est donc le centre de ’homothétie h de rapport
- %, qui applique A sur B.

- c’est-a-dire ;

B

— .

a
b .

| H étant le barycentre des points pondérés
; e Sy =
' [A,a)et(B,—b),ona: aHA-bHB = 0;

> 4=
HA—bHB

: H est donc le centre de I'homothétie h de rapport
%, qui applique A sur B.

Construire le barycentre de (A,a) et (B.b) revient a construire le centre de ’homothétie hA.
Pour construire ce centre, connaissant le point A et son image B par h, utilisons un point C et son imaga

D par h.
— s g B R, N
u est un vecieur unitaire non colinéaire a AB.

Construisons les points C et D tels que :
AC = b et BD = — ait
—> a -k
Remarquons que BD = — £ AC,
Les points B et D sont donc les images respectives
des points A et C par ’homothétie h.

Le centre G de cette homothétie est donc le point
d’intersection des droites (AB) et (CD).

C

i

b 0
A = B ele
\/ clo
- = |
-au :
D

Application

Construisons les points C et D tels que :
AC = bit et BD = o,
— a —=
Remarquons que BD = 5-AC.
Les points B et D sont donc les images respectives
des points A et C par I'homothétie h.

Le centre H de cette homothétie est donc le point
d’intersection des droites (AB) et (CD).

(p¥
H|H D
AlB
CID C L%
au
bu
e A B

ABC est un triangle quelconque. Construire le barycentre G, de (A, BC) et (B, AC) et le barycentre G,

de (A, BC) et (B, - AC).

-—TIP2 Lignes de niveau de I'application M — a MA2 + b MB?2

smsmmms Exemples

A et B sont deux points du plan tels que : AB = 5.

Déterminer et construire Pensemble des points M tels que : ZMAZ_— 2MB2 =80 (1)
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= Vérifier que ’on est ramené a la recherche de la ligne de niveau 40 de I'application M —> MA? — MBZ.

A et B sont deux points du plan tels que AB = 10.
Déterminer et construire Pensemble des points M tels que : 2MA? + 3MB? = 165 (2)

Les points pondérés (A,2) et (B,3) admettent un'barycentre ; désignons-le par G.

En utilisant le point G et Iégalité de Chasles, transformer (2) en exprimant MG? en fonction de GAZ et

de GB?. Conclure.

anmpsm COS général -

A et B sont deux points du plan a, B et k des nombres réels. On veut déterminer ’ensemble des points

M tels que : aMAZ? + BMB2 = k.

e Pour cela, dans chacun des cas suivants, transformer 'écriture «MA? + fMB? (Voir §1.4).
casl:a+B=0¢cta=0 ; cas2:a+P=#0.

¢ GConclure suivant les valeurs de /.

sammsns Applications

Etant donné deux points A et B du plan et un nombre réel k, on veut trouver 'ensemble (&£;) des points

Mduplan telsque: ==k

Considérons 1'équatipn MM—% = Jc d’inconnue M. Nous remarquons que :

si k < 0, alors (&£,) est I'ensemble vide,
si k =0, alors (£) = (A},
si k =1, alors (&£,) est la médiatrice de [AB]. _
Nous supposerons maintenant que k est un nombre réel strictement positif, différent de 1.
» Démontrer que (£;) est 'ensemble des points M tels que : MA? — k*MB? = 0. .
e Démontrer que (¥£,) est le cercle de centre G et de rayon k x GB, G étant le barycentre de (A1) et (B,— k%).

ABC est un triangle équilatéral de coté |’3.
Déterminer la nature de ’ensemble des points M tels que : MA? + 2MB2 + MC? = 4.

Cet exercice est une extension de la recherche d’une ligne de niveau & un cas o celle-ci est définie par
trois points.

Information histerique

A partir du XIX® siécle, entre les deux géométries pratiquées a cette époque, géométrie analy-
tique ot géométrie projective, c'est GAUSS qui, le premier, aborde I'addition des vecteurs. Le
physicien Joseph William GIBBS (1839 - 1905) donne au calcul vectoriel sa forme actuelle.
Cependant, c’est 8 Herman GRASSMAN (1809 - 1877) et & Giuseppe PEANO (1858 - 1932) que |
nous devons la notion d’orthogonalité. g
A la fin du XIX® sigcle, la notion de produit scalaire est introduite par les travaux d’Arthur |
CAYLEY (1821 - 1995). '
A partir de 1907 le langage vectoriel est introduit par SCHIMIDT et Maurice FRECHET ainsi
que le concept d’« espace vectoriel ».

R e e e R EE e R e R ) T

BRI & e RS el eVl el i el e e e e o Tl a1 15
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7 .
~ Exercices

APPRENTISSAGE

Barycentres

Barycentre de deux peints pendérés

1 On donne le segment [AB] tel que : AB = 12.
Construire le barycentre des points pondérés (A, a) et
(B, b) dans chacun des cas suivants :

(1) =4 et b=2
(2) a=-1 et b=2

(3) q=] et b=~2
(4) a=—4 et b=-12
(5) a=—;~ et b=%
(8) a=11 &t b=1
(7) a=12 et bh=0
(8) a=10 et b=-3

2 On donne les points A ¢t B, On veut construire
le barycentre des points pondéiés [A, gl et (B, b} en uti-
lisant un vecteur v non colindaire 4 AB.

1. Examiner la figure ci-dessous et donner un program-
me de construction de cette figure.

Démontrer que le point G est le barycentre des points
pondérés (A, a) et (B, b). (L)/ N

M
/ fc B

2. Utiliser cette méthode pour résoudre le probléme de
construction de l'exercice 1.

()

3 On donne les points A et B. Sur la droite (AB)
on considére les points M, N, P comme lindique la
figure ci-dessous.

N A M B P
1 t L 1 i | . 1 | 1 é L '- i 1 = I
Trouver des nombres réels a et b pour que le barycentre
des points pondérés (A, a) et (B, b) soit

(1) le point M ; (2)le'point N ; (3) le point P.

& On donne les points A et B. Trouver les
nombres réels o et B pour que le point G soit le bary-
centre des points pondérés (A, o) et (B, B) dans chacun
des cas suivants :

(1) Zzﬁ:axﬁ ;i o+PB=6
(2) 3GA-2GB= 0 o+ B=—3
(3) B_(i:—%}f& o+f=1

(4) Pour tout point M du plan,
2MA +3MB=5MG ; w+p=-1

Barycentre de frois points pondérés
5 On donne un triangle ABC tel que :
AB=6,BC=10etCA =38.

Construire le barycentre des points pondérés (A, a),
(B, b] et (C, ¢) dans chacun des cas suivants :

(1) a=5 ; b=4 Sle=
(2) a=4 : b=4 s c=4
(3) a=0 i ‘b=6 ;&=
4) a=625 ; b=125 ; c¢=375.

& Oun donne un triangle ABC. Déterminer le bary-
centre D des points pondérés : (A, 2), (B, 3), (C, 3).
Construire D.

7 On donne un triangle ABC. Construire le bary-
centre D des points pondérés : (B, 1) et (C, 3).
Déterminer le barycentre E des points pondérés :

1 3
{Ar 1)1 {B!Z}D {C;':i'}-
Construire E.

8 On donne un triangle équilatéral ABC de 6 cm
de coté.
— Construire le barycentre D des points pondérés :
[A! ‘_‘2)! [B| lJ' (G. 3].
— O étant le centre du cercle circonscrit au triangle ABC,
; — i —
construire le vecteur : — 20A +0B + 3 0C.
~ M étant un point quelcongue du plan, construire le vec-

e —p

o DR g
teur :— = MA + = MB +OC. .

- 9 On donne un triangle ABC.
1. Construire le point E tel que :
— — — —
2AE+5BE-3CE= 0
2. Démontrer que le point I milieu du segment [AB] est

—> —
tel que : 4 El = 3BC.

Baryeentre de qualre points pondérds

10 Ondonnele parallélogramme ABCD de centre O.
Démontrer que O est l'isobarycentre des points A, B, C
et D.

11 On donne le parallélogramme ABCD.
Démontrer que le barycentre des points pondérés (A, 5),
(B, 4), (C, 3) et (D,4) est un point de la droite (AC).
Construire un quadrilatére ABCD tel que le support de
chacun de ses cOtés soit sécant aux trois autres et tel
que le barycentre des points pondérés (A, 5), (B, 4),
(C, 3) et (D,4) soit un point de la droite (AC).

1% ABCD est un carré.
m est un nombre réel différent de — 8. On désigne par G
le barycentre des points pondérés :
(A, m), (B, 3), (C, 2), (D, 3).
1. Trouver la valeur de m pour laquelle G est le centre
du carré ABCD.
2, Démontrer qu'il existe une valeur de m pour laquelle
G est le centre de gravité du triangle ABD ; préciser cette
valeur.

13 On donne un triangle ABC.
Donner une méthode performants pour construire le
barycentre des points pondérés : (A, 1), (B, 1), (C, 2).

Yecteurs et configurations 209



Utilisation du barycentre

: 1‘A, B, C, D sont quatre points du plan tels que
trois quelconques d'entre eux ne sont pas alignés, G le
barycentre de (A, 1), (B, 2), (C, 2), (D, 1).

1. Placer le point 1 barycentre de (A, 1), (B, 2).

2. Placer le point ] barycentre de (C, 2J, (D, 1).

3. Démontrer que G appartient & la droite (1]).

4. On désigne par K le milieu de [AD] et L celui de [BC),
Démontrer que les points G, K et L sont alignés.

15011 donne un triangle ABC. On désigne par :
E le barycentre de (B, 3) et (C, 5) ~
F le barycentre de (G, 5) et (A, 2)
G le point de concours de (AE) et (BF)
H le point de concours de (CG) et (AB)
Démontrer que G est le milieu du segment [HC].

1‘011 donne la figure codée ci-dessous.

F

Trouver des nombres réels a, b, ¢ pour que G soit le
barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), (C, ¢).

" Construire de manidre performante le barycentre des
points pondérés (B, b) et (C, ¢).

17 On donne la figure codée ci-dessous.
— Construire uniquement a la A
regle le barycentre des points
pondérés : (A, 2), (B, 1), (C, 1).
~ Construire uniquement a la
régle la droite (D) passant par  /
] et parallele a (BC). “ B

18 On donne le triangle ABC.
M est un point de (AB) et N un point de (AC) tels que
(MN]) est paralléle a (BC). I est le milieu de [BC] et ] le
point de concours de (BN) et (CM).
Utiliser le barycentre pour justifier que les points A, I, ]
sont alignés.

e
19 On donne un quadrilatére ABCD.
L], K, L sont les milieux

des ctés respectifs [AB],
[BC], [CD], [DA].

Construire uniquement
a la régle 'isobarycentre
des points A, B, G, D.

|

20 ABC est un triangle. i AN s B
1. Construire le point D tel que : 6 AD + 9BD-3CD = Q
2. Soit I le milieu de [AB], démontrer que D= 13 CB

21 Le plan est muni du repere (O, 1, J). On donne
quatre points A, B, C et D. Le but de cet exercice est de
construire le point G tel que :

i — —y —»
4GA~-3GB+GC+2GD=10
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maontrer que pour tout point M du plan,
4MA — 3MB + MG + 2MD = 4 MG.
b) Déterminer AG lorsque M et A sont confondus.
¢] En déduire la construction de G.
2. a) Construire les barycentres G, de(A, 4) et (B,-3);
G, de (C, 1) et (D, 2).
b) Trouver deux nombres réels a et b tels que G est bary-
centre de (G,, a) et (G,, b).

Canardannées du barycentre

!’Le plan est muni du repére (O, I, J). On donne
les points A(- 2 ; -1), B(5; 1), C(4 ; 3).
1. Déterminer les coordonnées du barycentre G de (A, 2),
(B,-1) et (C, 3).
2. Construire le triangle ABC et le point G.

23 Le plan est muni du repére (O, L, J). On donne
les points A{1;1),Bl{2:3)et C(3;—2).
Déterminer les coordonnées du centre de gravité de ce
triangle.

28 ABCD est un trapéze rectangle découpé dans
une plague métallique homogene d’épaisseur négli-
geable tel que : AB=AD =a et BC=3a
a étant un nombre réel positif.

Al D

| \

" 3a
1. Construire le centre d'inertie I de la plaque.
2, Le plan est muni du repére (B, G, A). Déterminer les
coordonnées de L

Lignes de niveau

Lignes de niveau de M — AM . AR

25 0n donne le segment [AB] tel que AB = 12.
Déterminer et tracer dans chacun ies cas suivanis
I’ensemble des points M tels que AM.AB = k, ot J est
un nombre réel. '

(1) k=136 ; [z}k_=~12 ; BYk=256 ; (4) k=-144.

26 ABCestun triangle.
— — -
1. Que peut-on dire de MA — 3MB + 2MC 7
2. Déterminer Egnsemy_][_e des points M du plan tels que :
MA.(MA —3MB + 2MC) = 0
3. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que :
— —— e — =% —r
(MA + MB + MC) . (MA —3MB +2MC)=0

Lignes de nivean de M — MA? - MB?

87 AetBétant des points du plan tels que AB =6,
déterminer dans chacun des cas suivants ’ensemble
des points M du plan tels que MA? — MBZ? = ,
(k=48 ; 2)k=-12 ; (3)k=0 ; (4) k= 36.

Lignes de niveau de M — MAZ + MB?

28 ABC est un triangle équilatéral dont les cétés
ont pour longueur 6.
Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que
MA? + MB? + MC? = 72.
Faire une figure. Que remarque-t-on ? Justifier cette re-
marque.
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29 AetB étant des points du plan telsque: AB = 8,
déterminer dans chacun des cas suivants I'ensemble
des points M du plan tels que : §

1) MA? + MB2 = 50
2) MA? + MB2? = 24

Lignes de nivean de M— MA . Mii
30 On donne le segment [AB] tel que AB =12,
Dans chacun des cas suivants déterminer et tracer 1'en-
—
semble des points M tels que : MA . MB = k.
Mk=s13.5 2k=-27 ; B)k=-36 ; (4)k = 40.

Lignes de niveau de M a MA? + b MB?
21 On donne le segment [AB] te] que AB =12,
1. Déterminer ’ensemble des points M tels que :
3(MA)? + 2(MB)2 = 60
2. Déterminer 'ensemble des points M tels que :
2(MA)? - (MB)? =0

32 Ondonne deux points du plan A et B tels que
AB = 8. Dans chacun des cas suivants déterminer ot
construire I'ensemble des points M du plan tels que
3MAZ? - 3MB2 =,
(1) k=48 ; (2) k=—144 y B)k=192 ; (4) k=0,

Lignes de niveau de M — MA

i3
33 Ondonnele segnﬁ‘ent [AB] tel que AB = 12.
Dans chacun des cas suivants, déterminer et tracer ’en-

semble des points M du plan tels que :f];%; =k.
Mk=3; (@2 k= 3 @k=05; @k=2.

C ercles

Représentations paramétrigues d'un cercle

£ Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
On donne les points A(1 ; — 2):B(-3:8):C(2;3).
Déterminer une représentation paramétrique du cercle
(6] dans chacun des cas suivants -
(1) (%) passe par les points A, B et C.
(2) () est le cercle de centre A et de rayon BC.
(3) (6) est le cercle de diamétre [BC).

Exemples d'utilisation

35 Leplan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Donner une équation cartésienne du cercle (4) dont une
représentation paramétrique est :
{ xr=—2+ —g- cos €

=—‘-21—+-21—sin9 [EE]_n’n]]

gha Le plan est muni du repére (O, I, J).
On cherche & construire I’ensemble (Ey;) des points M du
plan de coordonnées x, et Y

Xy =—1035in20 +8 et Yy=105n G cos8—2

o 8e o, —’4'-‘- 1.

1. Démontrer que E,, est contenu dans un cercle (@) dont
on déterminera le centre et le rayon.

2. Construire le cercle (4) et en déduire la construction

de E,,.

37 ABC est un triangle d’orthocentre H.
Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour que H soit
le barycentre de (A, a), (B, b) et (C, ¢).

38 ABC est un triangle.
1. Construire le point G barycentre de (A, — 1), (B, 2), (C, 3).
2. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que :
{—m+zhﬁ+3@] .E&:O
3. Déterminer Pensemble des points M.du plan tels que :
ll- MA + 2MB + 3MC]| = 4BC

39 Leplan est muni du repére orthonormé (O, I, J).

2\ —+ /(-2
l.A(i), u (5 )
Donner une équation cartésienne de I’ensemble des
points M(’;)du plan tels que AMi=7

+4(2)5(3)
Donner une équation cartésienne de l'ensemble des
points M tels que :

(a) MAZ + MB2 = 81

(b) MAZ - MB? = — 4

(c) MA .MB = 16

40 ABC est un triangle équilatéral de coté 4.
— e —  —
D est le point du plan tel que: 3DA — AB + 2 AC =0
1. Démontrer que D est le barycentre des points A, B, C
affectés de ceefficients que 1'on déterminera, i
2.1 étant le milieu de [AC], dérontrer que D est le bary-

centre des points B et I affectés de coefficients que l'on

déterminera.

En déduire que D appartient & la médiatrice de [AC].

3. Calculer AD, BD, et CD.

Déterminer l'ensemble E des poiats M du plan tels que :
2MA? — MB? + 2MC? = 186. :

Vérifier que le centre de gravité O de ABC appartient 3 E.

Tracer E.

41 ABC est un triangle éguilatéral.
1. Déterminer et placer le barycentre K de (B, 2) et (C, 2).
2. On désigne par H le projeté orthogonal de K sur (AB),
Démontrer que H est le barycenire de (A ; 1) et (B ; 3).
3. Déduire de 1) et 2) le barycentre G de (A, 1), (B, 5) et
(C, 2).
4. Démontrer que la droite (BG) coupe (AC} en L tel que :
—

—
LA=-21LC

42 Une unité de longueur étant choisis, faire une
figure. ABC est un triangle équilatéral de c6té 3 ; B’ est
le milieu de [AC] et D le point défini par:

4AD = AB + 3 BC.

1. Démontrer que D est le barycentre de

(A,3):(B,-2);(C,3)

En déduire que D appartient & la médiatrice de [AC].
2. Démontrer que : BD = g— BE’

3. Calculer : DAZ ot DBZ.

4. Déterminer 'ensemble E des points M vérifiant :

3MAZ? — 2MB? + 3MC2 = 12

Vecteurs et confiauratinne 211
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Vérifier que le centre de gravité G du iriangle ABC
appartient a E.

43 On considére un triangie ABC tel gne : AB =
7, BC = 4 et AC = 5 (unité graphique = 1 cm). I est le
milieu de [BC).
1. Démontrer que : Al = J33.
2. a) M est un point du plan.
Pour que]le valeur du nombre réel m le vecteur

mMA + MB + MC est-il égal & un vecteur U indépen-
dant du point M 7

Déterminer alors le vecteur U en fonction du vecteur AL
b) Déterminer et construire I’ ensemble E des points M
du plan tels que : ~ 2MA? + MB? + MC? = - 58.

3. D est le barycentre de : (A,—1); (B, 1); (C, 1)

a) Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?

b) Déterminer et construire I'ensemble F des points M
du plan tels que : — MA? + MB? + MC? = - 25.

A& ABCD est un rectangle du plan, de diagonales
[AC] et [BD] de longueur a.
1. m est un nombre réel non nul.
On note G,, le barycentre de : (A, m), (B, —1) et (C, 1.
a) Préciser la position de G,.
b) Déterminer I'ensemble E, des G,, lorsque m décrit R*.
2. Quel estI’ ensembie E, des pumts M du plan tels que :

IMA - MB+MCll=a?
3. Quel est ’ensemble E, des points M du plan tels que :

MAZ-—MB"«r-MC?:%Z?

4, Faire une figure oll l'on représentera le rectangle
ABCD et les ensembles E,, E, et E;.

#5 ABC est un triangle équilatéral de cdté a. On
désigne par A’ le milieu du segment [BC] et O le centre
du triangle.

1. a) Déterminer 1'ensemble E des nombres réels m tels
que les points A, B, C affectés des coefficients respec-
tifs m, 1, 1 admettent un barycentre.
b) Quel est 'ensemble des barycentres obtenus lorsque
m parcourt E 7
2, Dans cette question on chaisit m = 2.
@) Déterminer le barycentre G des points A, B, C affec-
tés de coefficients respectifs 2, 1, 1.
Placer sur une figure les points A, B, G, 0, A, G.
b) Déterminer et construire 'ensemble F des points M
tels que :

2MAZ + MB? + MC? = 2a%,
3. Dans cette question on choisit m =~ 2.
D est I'ensemble des points M tels que :

—2MA* + MB% + MC?* =0
a) Préciser la nature de D et de son intersection avec la
droite (AA’).
b) Tracer D sur la figure précédente.

& Dans le plan orienté, on considére un triangle
équilatéral ABC, de centre O, tel qu'une mesure de

I'angle orienté (AB, AC} soit §"‘

On désigne par (6) le cercle circonscrit a ABC, Lle milieu
de [AB] et ] le milieu de [OI].

Les droites (OA) et {OC) recoupent (€} respectivement
en D et E.

1. Placer ces points sur une figure (unité graphique :
OA = 4cm)

212 Vecteiirs et confiqurations

é signe par G l'isobarycentre des points A, B, C,
D E
a) Exprimer OG en fonction de OB.

b} E:mnmer OG en fonction de OJ et oD.

¢ Bn - &daire que les droites (OB) et (D]) se coupent en

@, Places G sur la figure.

3. A tout point M du plan, on fait correspondre le point

M’ défini par : 4MM = MA + MB + MC + MD + ME.

a) Démontrer que cette application f qui a M associe M’

est une hornothétie, dont on précisera le centre et le
rapport.

b) Quelles sont les images par f des points B et D du

cercle ?

47 ABCD est un rectangle tel que :
AB =4 et AD = 3.
1. Déterminer le barycentre de (A, 1), (B, - 1), (G, 1).
2. Déterminer l’eilfembl?_ E des points M du plan tels
que: [[MA - MB + MC| =5.
3. Quel est 'ensemble F des points du plan tels que :
- MB2 + MC? = % 7
4. Quel est I'ensemble H des points M du plan tels que :
MA? + MB2 + MC? + MD2 =617
Faire une figure. Tracer E, F et H.

A8 ABCD étant un rectangle tel que :
AB =6 et AD=8.

1. Construire le barycentre G de (A, 1), (B, 3), (C, 3), (D, 1).
2.1 et J étant les milieux respectifs de [BC] et {AD],
démontrer que les points I, ] et G sont alignés.

3. Calculer : GAZ, GB?, GC? et GD2.

4. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que
MAZ + 3MB? + 3MC? + MD? = 310.

Cenire d’inertie d'une plague

Dans les exercices qui suivent, les figures sont décou-
pées dans une plaque métallique homogene d’épais-
seur négligeable.

49 Construire le centre d’ine;ﬁe de chacune des
plaques ci-dessous.

":iﬂ_gmt:B_ N

B0 La plaque ci-dessous est
obtenue en évidant le disque de
centre O et de rayon 3r, du disque |
de centre O’ et de rayon r. '
Construire le centre d’inertie
de cette plaque.

O’ est le milieu de [OP).
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2 ‘Transformations
du plan

I-a géométrie, née de la nécessité de résoudre des problémes pratiques, a évolué
de I'étude des figures planes vers des relations qui unissent certaines de ces figures.
En Gréce, APOLLONIOS de Perga, né vers — 262, éiudie dans son ouvrage
« Les lieux plans » Fimage d‘une droite et d'un cercle par des transformations, des
symétfries. ..

La notion de composition de transformations appardit vers le milieu du XViie siscle.
Avant le XVille siécle les transformations appliquées & I'espace ne se pratiquaient
qu'en carfographie avec les « projections ».

Clest au XIX® siécle que les transformations deviennent des outils de démonstca-
tions. C'est I'ége d'or de la géométrie.

1 T

I-es Alricains utilisent souvent les transtormations du plan pour décorer des objets
de lout genre, poteries, tam-tam, maisons... comme Je prouve cette splendide faca-
de du musée de Niamey (Niger).

1. Translation, symétries, rotation .................c............ 914
2. Translation, symétries, rotation, homothétie ........... 219
3. Utilisation des transformations du plan ... ... 993

Transformations du plan 913
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Translation, symétries, rotation

1. ISOométries
== Définition et propriétés

On appelle isométrie toute transformation du plan telle que,
pour tous les points M et N, d’images respectives M et N', MN = M'N’

iagsih f
\ S o, Une isométrie
‘M M’ est une transformation du plan
e N N’ qui conserve la distance.
N AN M'N’ = MN

Exemples

Les symétries centrales, les symétries orthogonales, les translations, les rolations sont des isomsétries.
On démontre et nous admetirons les propriétés suivantes :

) Propriétés -

Toute isoméirie conserve 1'alignement des points
le parallélisme des droites
Uorthogonalité des droites
la mesure des angles
le barycentre de points pondérés
les longueurs :
les aires.

T —
B Activité
On donne les points A, B, G, A’, B’ et C’ tels que :
AB = AB’,BC=BC' et CA=CA".

Sur la figure ci-contre, OAA’ et OBB’ sont des triangles isocéles.
A cette configuration, on veut assoicer des isométries.

e Trouver trois isométries qui appliquent A sur A’

 Trouver deux isométries qui appliquent A sur A’ et B sur B’.

» Parmi ces doux isométries, en trouver une qui, de plus, applique G sur C".

On démonire et nous admettrons la propriéié suivante :

Détermination d’une isoméirie

ABC et A'B'C’ sont deux triangles tels que : AB = A'B', BC = B'C’ et CA = C'A".
1l existe une isométrie et une seule qui applique : A sur A’, B sur B’ et C sur C'.

On dit que :
Les sommets homologues de deux triangles superposables
déterminent une isométrie et une seule.

214 Transformations du plan
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Les triangles ABC et A’B’C’ sont tels que : AB = A’B’, BC =B’C’ et CA = C'A.
Ils déterminent I'isométrie i qui applique A sur A’, B sur B’ et C sur C.
* Dans chacun des cas suivants, nommer cette isométrie.

BOHEBT) |
(CAYU(CAY i

ca

Al B :

! (AB)//(ABY) | B=BetC=C

AI

c=C
CE[AA] et CE (BB

W Construction de I'image d’un point par une isométrie

-ABC_:ét A'B’C’ sont deux tﬁangles tei_s que : AB = A'B’, BC = B'C' et CA=CA. _ :
M etant un point quelconque du plan, construisons son image par P'isométrie i qui applique :

A sur A, B sur B’ et C sur C.
Posons: M’ =i (M).
Ona: AM =AM

BM =B'M’

CM =(C'M.
* Justifier que les cercles %(A’,AM),

%(B’,BM) , €(C’,CM) ont un point commun
et un seul.

* On déduit aisément le programme de
construction du point M’. Donner ce pro-
gramme de construction

EEES
W Activités
On donne le triangle ABC et le point O.

rest la rotation de centre O d’angle orienté (—
On se propose de comparer le sens dun tri

et celui de son image parr.

Construisons I'image A'B’C’ de ce triangle par la

rotation r.

c

On peut constater que les triangles ABC et AB'C’

sont superposables et de méme sens.
* Démontrer cette constatation.

Classification des isométries

—

angle

On donne le triangle '_A_BC et la droite (A).

~sestla symétrie orthogonale d’axe (A),

On se propose de comparer le sens d’un triangle
et celui de son image par s. : :

| Construisons I'image A'B’C’ de ce triangle par la
- symétrie orthogonale s.

 On peut constater que les triangles ABC et A'B'C’
, sont superposables et de sens contraires.
| * Démontrer cette constatation.

Transformations du plan 215
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m Déplacements - Retournements
On sait que
— toute rotation et toute translation conservent les angles orientés ;
— toute symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.
Plus généralement, on admet qu’on peut distinguer deux types d’isométries :
— celles qui conservent les angles orientés : les déplacements ;
—celles qui transforment un angle orienté en son opposé : les retournements,

On admet de plus que tout déplacement est une translation ou bien une rotation.

Exemples
B! 1 i
CI
A A A A
B B’ B B’
\ C ¢ | C C
C Al

Lisométrie i définie par les triangles ABC et AB’C’ | Lisométrie i définie par les triangles ABC et A’B'C’
superposables et de méme sens est un déplace- - superposables et de sens contraires est un retour-
ment. ' nement.

%%E Xercices mer s B o o PRI o i

1.0 On considere le triangle équilatéral ABC. f est 1.b  On donnele segment [AB]. Trouver un dépla-
I'isométrie définie par : flA) = B, fiB) = C, cement et un retournement tels que 1'image du
fIC) = A et g 'isométrie définie par : glA)= A, segment [AB] soit le segment [AB] lui-méme.
&(B) = C, g(C) = B. Quels sont les noms des iso-
métries fet g ?

-—1.2. Exemples de composition de rotations et translations -

On peut démontrer que la composée de deux isométries est une isométrie et que la composée de deux
déplacements est un déplacement.

BERE=E Composition de deux rotations de méme centre
On donne le triangle ABC et le point O. ~ oy
r, est la rotation de centre QO et d’angle orienté (%)

et r, la rotation de centre O et d’angle orienté (325—) B’

Construisons I'image A’B’C’ du triangle ABC par Iyer;.

z R
i
o A‘- <7
,I 'Bi :
Ax : .

216 Transformations du plan
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SRR T e o g

P p TR ey, o

La composée de deux rotations de méme centre O et d’angles orientés @) et [&.:), ESt-' une rotation
de centre O et d’angle orientsé (3:;) 4«\!‘*};} " o
D émonstration )
r, est la rotation de centre O et d’angle orienté [&;) et r, la rotation de méme centre O et d’angle orien-
té (o). - |
La composée r,or, de ces deux transformations du plan est une transformation du plan.
Soit M un point quelconque du plan.
On pose : r,(M) = M,etr,(M;)=M".Ona:OM= OM, = OM’. -
De plus : (OM, OM) = (OM,OM,) + (OM,,0M’) = (&) + (&).
En conclusion, la transformation r,er, associe 2 O le point O lui-mé&me et 4 tout point M distinct de O
le point M’ tel que : OM = OM’ et (Oqﬁ, O_I\TI’] = {Ex:] + (@] :
c’est donc la rotation de centre O et d’angle orienté [EE;) + [&;].
* Vérifier que ryer, = rper,.

B Composition d’une rotation et d’une translafion
On donne le triangle ABC, le point O et le vecteur i

r est la rotation de centre O et d’angle orienté (-g'—) et t la translation de vecteur @

Construisons I'image A’'B’C’ du triangle ABC par la . Construisons l'image A”B”"C” du triangle ABC par
composée for. ‘ la composée rot. :

! .—-"7 B
i - y =

>
* O

= J "
235 _,-—".f i = -,_,’—
r iy t
N Y N

A | A, A [ & A R

B B, B | e B B,

C C, £, & C C,
* Trouver une transformation du plan qui i * Trouver une transformation du plan qui
applique A sur A’, B sur B’ et C sur C. applique A sur A”, B sur B” et C sur C”.

La composée d'une rotation d’angle orienté non nul (@) et d’une translation est une rotation
d’angle orienté ().

Transformations du plan 217



www.biblio-sciences.org

~emonstration guidée

r est une rotation, O son centre et (¢} son angle orienté non nul. t est une translation de vecteur o .

La rotation r et la translation { sont des déplacements. r t
Les composées re t ot tor sont donc des déplacements. N %
e Vérifier que re f et tor ne sont pas des translations olo olo

Tout déplacement est soit une rotation, soit une translation.
On peut donc conclure que ret et for sont des rotations. 3
* Rechercher le centre et 1'arigle orienté de la rotation ter, s
La figure ci-contre présente une démarche possible pour
cette recherche.

* Rechercher le centre et I'angle orienté de la rotation re .

A

B B A

Decompmﬁ“on d’une Foration

SOlt M un point quelconque

On pose : M’ =r (M), K’ = r'(K) et M, = ' (M). M
r I i
Y Y
K K K K’ K’ K 1
M | M M | M, M | W

f est la translation qui applique K’ sur K.
= —>
¢ Justifier que M;M’ = K’K.

Plus généralement, on démontre la propr:ete suivante ;

m;x‘z ., " a3y

r est une rotation de centre K et d’angle (o ]. O un point distinct de K.
1l existe deux translations ¢, et f, et une rotation r’ de centre O et d’angle (@) telles que ;
r=teor et r=r’ot,

Les propriétés qui précedent permettent de composer aisément des rotations de centres distincts.

WE XCICICeS Srrr s

l.c  Onconsidére le carré ABCD de centre de symé- 5
trie Q.
M, N, P et Q sont les milieux respectifs des
cétés [AB], [BC), [CD] et [DA].
Démontrer que les triangles AMO et OPD sont N Q
superposables.
Trouver une translation ¢ et une rotation r de
centre P telles que flA) =0, fiM) =P et fO) =D
dans chacun des cas suivants :
a) f=rot b) f = tor. ¢

218 Transformations du plan
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w2 Similitude
8 Définition et propriétés

/ étant un nombre réel strictement positif,

on appelle similitude de rapport k, toute transformation du plan telle que,

pour fous les points M et N, d’images respectives M’ et N', M'N’ = k MN.
f J
M. : u Y Une similitude de rapport k est une transforma-
- o T tion qui multiplie les distances par k.
e N N’

Deux figures sont semblables lorsque 'une est
3 ' MN’ = ivN  [image de l'autre par une similitude

On démontre et nous admetirons la propriété suivante :

Propniéte

Toute similitude est une composée d'une isométrie et d'une homothétie.

On démontre alors aisément les propriétés suivantes :

Toute similitude conserve Toute similitude multiplie
P'alignement des poinis '

les longueurs par son rapport _
le parallélisme des droites | les aires par le carré de son rapport
Porthogonalité des droites '
la mesure des angles '
lo barycentre de points pondérés !

Détermination d'une similitude

On démontre et nous admetirons la propriété suivante :

Propriete
ABC et AB'C’ sont deux triangles tels que : - ) :

1l existe unesimﬂltudeetuneseu};eqmapy que A su

On dit que :

Les sommets homologues de deux triangles semblables
déterminent une similitude et une seule.

Transformations du plan 2419
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¥ Exemples de similitudes

— Toute isométrie est une similitude de rapport 1

— Toute homothétie de rapport k est une similitude de rapport Ik|

— Toute composée d'une homothétie de rapport k et d’une isométrie est une similitude de rapport Ikl

® Construction de 'image d’un point par une similitude
_@_:]g’ BC_ CA
BC = GA
M étant un point quelcunque du plan, construasons son image pa;r Ia sumhtude S qui apphque
A sur A, B sur B’ etCsurC’ - ;

ABC et A‘B C’ sont deux trmngles tels que ;

» Consiruire le point B” de [A'B’) :

tel que A’'B” = AB et le point C” de : h
[A'C’) tels que A'C” = AC. X\ Y
o Justifier que ABC et A’B"C”
déterminent une isométrie i.

* Justifier que A'B'C’ est 1'image
de A’'B”C” par une homothétie h,
* Construire M”, image de M par i
puis M’, image de M” par h.

= Justifier que M’ = S (M).

B” B» B:
C:: CJ’! Cl’ B
M!’l M” M!’

Z 0w >

é%;;:;;Ex ercices

2.0 Onconsidére le triangle ABC rectangle en A tel c{}'Calcule:F le rapport de cette similitude et
que: AB=3,BC=5 et CA = 4. I'aire du triangle AHC.
H est le projeté orthogonal de A sur (BC) et K
le milieu de [AH].
@) Démontrer que les triangles ABC et AHC
sont semblables.
b] Déterminer l'image de X par la similitude S

R R P A R A o e

telle que :

S(A)=H, S{(C)=C ot S(B) =
c) Construire I'image du triangle AHB par cette B
similitude.

—e2.2. Exemples de composition de similitudes

On peut démontrer que la composée de deux similitudes est une similitude,

SR e Composmon de deux homorhehes de méme cenire

_On donne le triangle ABC et le pmnt 0.
,.._11 est 1’homothéne de centre O et de rapport 3
h, est Phomothétie dc méme cenire O etde rapport - —-~

‘Construisons 1’1mage A’B’ C’ du tnangle ABC par h, yoh,.
‘h’.l

2
N =
o | o o| o
A | A i, | & M
2. | B B, | B
c .l g i | e

* Trouver une transformation du plan qui applique A sur A’, B sur B’ et C sur C'.
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La compnsée de deux homothéﬁes i[e méme centre O et de r"PPOﬂB k1 at kz! ast l'hnmothéti X d o
centre O et de rapport ksz, S :

1 émonstration
h, est I'homothétie de centre O et de rapport k, et h, 'homothétie de méme centre O et de rapport k,.
La composée h,ch, de ces deux transformations du plan est une transformation du plan.
M est un point quelconque du plan.
On pose h, M) = M et h, [MIJ M’
Ona: OM = k,OM [ ot OM’ =k, OM, _ :
Dot : OM’ = ke, oM
En conclusion, la transformation h,ch, associe a tout point M le point M’ tel que : OM’ = kzklO“I\TI :
c’est 'homothétie de centre O et de rapport k,k,.
Vérifions que : h,oh, = h,oh,.

2 Composmon d'une homothehe et d’une translation

: &onne e triangle AB ( le P
h esi I homuthétl' de ce tre 0

du tnangl- ABC par

Constrms n
-~ par tah

o Trouver une transformation du plan qui applique
Asur A”, B sur B” et C sur C”.

* Trouver une transformation du plan qui applique
A sur A, B sur B’ et C sur C'.

La mmpusée d’une h.omothétie d;! rappnrt B nul k et,d’mw- n o e humthétm &e
rapport k. - " S A f
3 émonstration guidée

h est 'homothétie de centre O et de rapport k et ¢ la translation de vecteur .
Les composées hof et toh sont des transformations du plan.

M est un point quelconque du plan.

W Etfude de hot M Ftude de toh
On pose : (M) = M, et h(M,) = M". ] On pose : h(M) =M, et {M,) = M.
i ey — e ’ = g g —
Ona: MM, =uet OM = kOM,. Ona:OM, =kOMet MM’ = u.
" Rechercher un point invariant par hot . * Rechercher un point invariant par toh
Supposer qu'un tel point existe et poser K, = #(K) | Supposer qu'un tel point existe et poser K, = h(K)
Exprimer OK en fonction de & Exprimer OK en fonction de .
On obtient : OK = £ @ ' Onobtient: Ok - £ @

Transformations du plan 221



www.biblio-sciences.org

* Démontrer que hot est une homothétie » Démontrer que foh est une homothéiie
z = k = - =, E =

S étant le point tel que : OK = i S Atant Ie peint tel que : OK = iy i,
justifier que : KM = kKM . justifiez que : KM = kKM
s Conclure s Conelsye
hot associe 4 tout point M le point M’ tel que : toh aSSUGl.B a tout pmnt M le point M’ tel que ;

—_—

KM = kKM ; KM = kKM ;

# =

c’est donc I’homothétie de centre K et de rapport k. | c’est donc ’homothétie de centre K et de rapport k.

EEEESSR Décomposition d'une homothétie.. —
On donne Ie pomt O et l’homathet:e I] de centre K et de rapport 2 5

une homothet:e de rapport 2 5 S0 = o
Peut-tm trouver une translahuli f telle que fi tOb’ e o

Soit M un pomt quelconque.
On pose : M= h(M), K’ =i [I(] et M, = ’(M). O

%ff/wf

t est la translation qul apphque K’ sur K.
e Justifier que MlM = KK.

Plus géném!ement, on démontre la propriété suivante :

h est une homothétie de centre K
11 existe deux translations t, et i.‘2 et une hommhéne b’ de centre B et d
’ e .h-‘—' "ﬁ’ TR = et A Il fl’“i‘z - R s

%%E X CTCICOS B s s R A A

2.b  On considére le carré ABCD de centre de symétrie O. B

M, N, P et Q sont les milieux respectifs des cétés [AB], [BCI, [CD] et [DA].

— Démontrer que les triangles ABC et DOC sont semblables.

— Trouver une homothétie h de centre C et une rotation r de méme centre N
C telles que flA) = D, f{B) = O et AC) = C sachant que f = her.

~ Construire 1'image du carré ABCD par cette similitude her.

— Calculer le rapport de cette similitude.
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—3.1. Démonstration de propriétés
BB Exemple '|

Données Canclusion K

ABCD est un trapeze K, M et N sont alignés
K est le point d’intersection de (AD) et (BC) -

M est le milieu de [AB] Al sy B
N est le milieu de [DC] £ \\

™
Démonstration o’ T e
A, B, D et C sont quatre points tels que (AB) // (DC) et AB # DC. h
11 existe donc une homothétie k et une seule qui transforme A en D et B en C. N
Le centre de cette homothétie est X, le point d’intersection des droites (AD) et (BC).
L'image du milieu de [AB] est le milieu du segment image de [AB], c’est-a-dire le K K
milieu de [CD]. A D
Puisqu'un point, son image par une homothétie et le centre de cette homothétie sont E B C ]J
alignés, on a ainsi démontré I'alignement des points K, M et N.

Données Conclusion
ABC est un triangle ; AA’=BB’'=CC.
ABC’ est un triangle équilatéral ;

BCA’ est un triangle équilatéral ;

CAB’ est un triangle équilatéral.

Démonstration

Considérons la rotation r de centre A et d’angle orienté (AC’,AB).
Par r, B est I'image de C’ et B’ est I'image de C. A A
[BB’] est donc I’image de [CC’]. C B
On en déduit que BB’ = CC’, > e |: ' ]
La rotation de centre B et d’angle orienté (BC’,BA) permet de démontrer que CC’ = AA’. - C B’

%E XCTCICeS Bttt s

3.0 Démontrer que dans un triangle, I'orthocentre, 3b Les triangles ABC et DEF sont équilatéraux et
le centre de gravité et le centre du cercle cir- superposables. Démontrer que les médiatrices
conscrit sont alignés, des segments [AD], [BE] et [CF] sont parallales

Ou concourantes.
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.3.2.. Construction de figures

Exemple 1 : Figure auxilicire safisfaisant & foutes les conditions sauf une

On donne le triangle ABC. i i A
Construisons un carré MNPQ tel que

S Ne{Agp 0 D e

e . .

m Recherche d’une démarche é
Construire un carré qui satisfait a 2 des 3 conditions est simple ; on peut trouver une infinité de solutions.
Le probléme consiste alors & trouver, parmi ces carrés, celui ou ceux qui satisfont a la 3° condition.
Construisons d’abord un carré EFGH qui satisfait f

aux conditions (1) et (3) : E € (AB) et (GH) = (BC) P

f est une homothétie de centre B. E

1image de E, point de (AB), est un point E’ de (AB). [[B A)

Les images de G et H, points de (BC), sont des

points G’ et H’ de (BC). ‘: H
[ G

(BC)

Toute homothétie de centre B donne pour image
du carré EFGH un carré qui satisfait aux conditions
(1) et (3).

Parmi ces homothéties, il suffit alors de choisir
celles qui donnent pour image de EFGH un carré
qui satisfait aux 3 conditions de I’énoncé.

@ Construction

Sur la droite (AB), nriarquer un point E distinct de h
B.

Tracer la perpendiculaire a (BC) qui passe par E.
On désigne par H le point d’intersection de cette
droite avec (BC).

Sur (BC), placer un point G tel que GH = EH.
Construire le carré EFGH dont on connait les som-
metsE, Het G.

oo m o
0w Z W

On désigne par N le point d’intersection de (BF)
avec (AC).

Construire le carré MNPQ, image de EFGH par
I’homothétie de centre B qui applique F sur N.

m Synthése

On montre que MNPQ est un carré qui satisfait aux conditions (1) (2) et (3) de 'énoncé.

Selon le probleéme posé, il est demandé de trouver une solution, il n’est pas précisé qu'il faille les trou-
ver toutes ; la méthode utilisée pour construire une solution montre qu'il est toujours possible d’en trou-
ver au moins une.

Dans certains problémes de construction, on peut utiliser une figure auxiliaire qui satisfait a
toutes les conditions du probléme sauf une. - : .
- On choisit alors une transformation du plan qui appligue la figure auxiliaire sur une figure
qui satisfait 4 toutes les conditions du probléme, '
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=mmmmn Exemple 2 : Images de supports

(Ag)

3
A L i S B R S v S S S S B o)

¥ Recherche d’une démarche
Réalisons une esquisse d'une figure solution,
Considérons la rotation r de centre A et d’angle

—

—
orienté (AB, AD) et construisons 1'image de l'es-
quisse par cette rotation

(4’;) est I'image de (A,) par .

On peut remarquer que D est le point d’intersec-
tion de (A,) et (a']].

En effet, D est I'image par r de B, point de (4,) ;
D appartient donc a I'image de (4,).

¥ Construction
* Construire 'image (A’)) de (A,) par la rotation de
centre A et d’angle orienté (%)

On désigne par D le point d’intersection de (A,) et
(A7) _
“» Construire le carré direct ABCD.

B Synthese
On justifie que le carré ABCD ainsi construit satis-
fait aux conditions de I’énonce.

WE Xercices msr 2%

3. Bn doﬁne le triangle ABC. Construire un tri- 3.d On donne le cercle (€) de diametre [XY] et
angle équilatéral PQR tel que : deux points A et B tels que AB < XY.
P € [BC], Q € [CA] etR € [AB]. Construire des points P et Qtels que:

P € (%), Q € (8) et PQ = AB.
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—-3.3. Recherche de lieux geometriques

Exemple 1

On donne le poml A etle cercle () de cenlre Oet
t:le rayon T
P éta.nt un pnmt-de (‘6), on desxgne pa.r M le milieu
du segmenl [AP].

Renharchons le hen géométnque dn point M
'lorsque P decnt le cercle (€).

M Analyse

Considérons 'homothétie h de centre A et de rapport %— £y

Désignons par (€’) 'image du cercle (6) par cette homothétie. A A
Lorsque P décrit le cercle (€), son image M décrit I'image de (%€) par h.

M Construction

O le milieu de [OA].

Construire le cercle (€’) de centre O’ et de rayon %
C’est I'image de (€) par ’homothétic h.

W Synthése

On démontre que le cercle (€¢’) ainsi construit est bien
le lieu géométrique recherché en justifiant que :

— P étant un point quelconque du cercle (6), le milieu du segment [AP] appartient au cercle (€’) ;

— M étant un point quelconque du cercle (€’), il est le milieu d’un segment dont une extrémité est A et
I'autre extrémité, un point du cercle (€).

Exemple 2

On dnnne le cert:le (%] de centre 0 de rayon r et un pomt A [le ce cercle

B des1guant un pomt de [‘ﬁ], distinct de A, on constrlut le carré mtlu-ect
ABCM. i

Recherchons le lieu génmétrique du pumt M lorsque B decnt le cercle [ﬁ]

R Analyse : r
Considérons la rotation r de centre A et d’angle droit indirect.

Lorsque B décrit le cercle (6], son image M décrit le cercle (€’), image de (€) par r. 3 o

@ Construction B M
Construire I'image O” de O par la rotation r de [ :I
centre A et d’angle droit indirect. €) | (€)
Construire le cercle (') de centre O’ et de rayon r.

C’est I'image de (¢) par la rotation r.

m Synthése
On démontre que le cercle (€’) ainsi construit est bien le lieu géométrique recherché en justifiant que :
— B étant un point quelconque du cercle (€), le sommet M du carré indirect ABCM appartient a (€’)
— M étant un point quelconque du cercle (€’), le sommet B du carré indirect ABCM appartient a (€).

%ﬂExercices i P AP Rt o PP ERGA o o A

3. Ondonne le cercle (‘¢) et deux points A et B extérieurs a ().
C étant un point quelconque de (€), on désigne par D le point tel que ABCD est un parallélogramme.
Trouver le lieu géométrigue du point D lorsque le point C décrit le cercle (€).
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—-3.4. Configurations et transformations du plan

Configurations * Hlustrations - Transformations du plan associées

— une syméirie orthogonale

— une rotation

'Y
i
Triangle isocele i
|

i — des symétries orthogonales
Triangle équilatéral S B —Aes rotations

; ' / — des translations
Parallélogramme / \ / — une symétrie centrale

— des symétries orthogonales
— des translations
— une symeétrie centrale

Rectangle = _"__'.;:’__._.Q.,_“ -

e \ — des symétries orthogonales
Losange s e (.

: - - des translations
\ o — une symétrie centrale
[ S—"— - des symétries orthogonales
; LA ] —des translations
Carré o ~ une symétrie centrale
gl ~ des homothéties

— des rotations

— des homothéties

Trapéze

— une symetrie orthogonale
Trapéze isocele — des homothéties

— des symétries orthogonales
Cercle

— une symeéirie centrale
— des rotations

— des symétries orthogonales
— une symétrie centrale (si n est pair)
— des ratations

Polygone régulier \
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7

T ranslation, symétrie, rotation

Rotation

1 La rotation r est donnée par son centre O, un
point A et son image A’
B est un point de 6(0,0A) et C un point de [OA).
Construire les images de B et de C ; justifier.

2 On donne les points A et B. Construire les
centres des rotations r, et r, qui appliquent A sur B et

d’angles orientés respectifs (‘?';;") et (%)

3 On donne deux droites parallgles (D) et (D’) et
un point O. r est la rotation de centre O et d’angle

orienté (—’;—)
Construire un point M de (D) dont 'image M’ par la
rotation r, appartient 2 la droite (D').

§ On donne un triangle ABC. (ID,) est la médiatri-
ce de [BC] et (D,) la médiatrice de [AC]
8, est la symétrie orthogonale d’axe (D,) et S, celle
d’axe (D,). Construire I'image A’'B’C’ du triangle ABC
.par I'isométrie S,oS,.
o] A
(Do)

prdn|
B / C
Démontrer que les points A, A’, B, B’, C et C’ appar-
tiennent 3 un méme cercle.

Quelle est la nature du triangle ABC pour que I'isomé-
trie S,08, soit une symétrie centrale ?

5 ABCD est un quadrilatére quelconque.
Sa- Sp et S sont les syméiries centrales de centres res-
pectifs A, B et C. Déterminer I'image du sommet D par
T'isométrie S,0SgeS.

6 ABC est un triangle équilatéral.
(D,), (Dy) et (D;) sont les
médiatrices respectivement
de [BC], [CA] et [AB].

8,. S, et S, sont les symétries Dy 2
orthogonales d'axes respectifs
(D,). (D,) et (Dy).

Démontrer que l'isométrie il
S,°5,°8, est une symétrie & ) 2
orthogonale. Préciser son axe.

7 ABC est un triangle rectangle en A.
A’, B’ et C’ sont les milieux respectivement de [BCI,
[CA] et [AB]. ;
Trouver une translation ¢ telle que : Sue°S4 = toS(apy

QQSTransformations du plan

“Exercices”

' Translation, symétrie, rota-
tion, homothétie

g (L,) et (L,) sont deux droites sécantes en B, non
perpendiculaires. A est un point de (L,) et D un point
de (L,) tous deux distincts de B. La perpendiculaire a
(L.,) passant par A coupe (L,) en C, la perpendiculaire
a (L,) passant par D coupe (L,) en E.

1. Démontrer que les triangles ABC et DBE sont sem-
blables.

2. f est la similitude qui applique A sur D, Bsur Bet C
sur B, =

{A) est 1a bissectrice de I'angle ABC.

A’ et (' sont les symétriques respectifs de A et de C par
rapport a (A).

Démaontrer qu'il existe une homothétie de centre B qui
applique A’ sur D. Notons h cette homothétie.

3. Sy désignant la symétrie orthogonale d'axe (A),
démontrer que heS, = f.

4. Construire 'image par f du triangle DBE.

U tilisation des transforma-
tions du plan

Démonstration de propridtés

9 On considére deux cercles (€) et (') tangents
au point P. ¥ g
Par P, on trace deux droites (D,) et (D,} qui recoupent
(@) et (€’). On pose :
A, : point d'intersection de (D,) avec ()
B, : point d’intersection de (D,) avec (@)
A, : point d’intersection de (D,) avec (€)
B, : point d’intersection de (D,) avec (€
Démontrer que les droites (A;A,) et (B,B,) sont paral-
leles. ) x

E (Dg)

(O

1% 0n considere un trapéze ABCD tel que (AB)
est parallgle a (CD). On désigne par P un point du c0té
[AD] et par Q le point d’intersection de (BC) avec la
parallgle a (PB) passant par D.

Démontrer que (AQ) est parallgle a (PC).
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11 on donne trois cercles (%,), (8,), (¢”) de

;entres respectifs 0,, 0, , O” et de rayons respectifs R,
RH

011 suppose O,, O, , O” distincts et non alignés et R,,
R, , R” distincts.
K, et L, sont les cenires respectifs des ‘homothéties by
et h, de rapports respectifs (R"/R,) et — (R”/R,) qui
apphquent (8,) sur (€”).
K, et L, sont les centres respectifs des homothéties h,

et h’, de rapports respectifs (R”/R, fiet R”/R,) qu1 :

apphquent (%6,) sur (6”).

K” et L” sont ]es centres respectifs des homothéties h”
et h™” de rapports respectifs (R,/R,) et — (R,/R,) qui
appliquent (€,) sur (€,).

Démontrer que les points K, , K, , K” sont alignés.

1% Dans le quadrilatere ABCD, la diagonale (AC)
coupe la parallzle a (BC) comprenant D en P ; la diago-
nale (BD) coupe la paralltle & (AD) comprenant C en Q.
Démontrer que (PQJ et (AB) sont parallzles

13 Dans le triangle ABC, A', B et C sont les
milieux respectifs des cétés [BC], [AC] et [AB].
La paralléle a (CC’) en B’ coupe (BC) en D; la parallale
4 (BB’) en D coupe en E la paralléle 4 (B'D) en B.
Démontrer que les pomts A, C’ et E sont alignés.

Démontrer que : BE = AA.

Construction de figures

1% 0On donne deux droites paraliéles (D,), (D,) et
un point A.

’//f/a)r

A

L e

Construire un cercle tangent aux deux droites (D,) et
(D,) et passant par le point A.

15 on donne deux droites sécantes (D,), (D,) et
un point P n’appartenant ni a (D) ni a (D,).

©1)

(D)
Construire les points B et Ctels que B € D). Ce(D,)
et P soit le milieu de [BC].

16 On donne trois droites concourantes (D, ), (D,)
et (D,). Construire un triangle ABC dont les médianes
sont (D,), (D,) et (D,).

97 On donne deux droites sécantes (D,), (D,) et
un point A n’appartenant ni 4 (0,) ni & (D,).

Dy
o

(Do)

Construire un cercle (€) tangent a (D,), tangent a (D,) et
passant par A.

18 0On considere un demi-cercle (6) de diamatre
[AB]. Construire un carré MNPQ tel que :
M € (C}, N € (C) et (PQ) = (AB).

39 On donsio une divile (D), un cercle (%) et un
point A.
A
€9

(D)

Construire un triangle équilatéral ABC tel que :
B € (D] et C € (6).

20 on donne un cercle (%), une droite~(D) et un
point L.

©)
(6

Construire un segment [AB] tel que A € (€), B € (D) et
1 soit le milieu de [AB].

21 mscrire un triangle équilatéral dans un tri-
angle quelconque donné.

2% On considére un triangle ABC,
Construire un triangle éqguilatéral PQR tel que :
P € [BC], Q € [AC], R € [AB] et (QR) // (BC).

23 0n donne le cercle (6), la droite (D).
A est un point de (€).

A )
(©)

Construire un cercle tangent a (€) en A et tangent 4 (D).

24 Construire un triangle ABC connaissant la
mesure b du cété [AC], la mesure ¢ du cété [AB], la
mesure m, de la médiane passant par A.

25 On donne un cercle (6) et un point P intérieur
a ce cercle. Construire une corde de (@) telle que P soit
au tiers de cette corde.

26 on donneun point O, une droite (D) qui passe
par O, deux cercles de centre O, (6) de rayon 2 et (6)
de rayon 4.
Construire un segment [AB] tel que :
AB=3,(AB)// (D). A€ () et BE(¥).

27 On donne un cercle (6}, une droite (D) et un

point I. Construire un segment [AB] tel que :
A € (€), B € (D) et soit le milieu de [AB]

SO
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liecharche de lisux gdométrigues

28 On donne une A
droite (L) et un point A.
On considére un losange O
ABCD de sens direct, tel
que AB=BD et B  (L). 8
Quel est le lieu géomé-
trique du point C lorsque
le point B décrit la droite
Lz

29 On donne un cercle (@) et un point A n’ap-
partenant pas & ().

A s ! /’\p

€9

P désignant un point de (€), quel est le lien géomé-
trique du milieun I de [AP] lorsque le point P décrit le

cercle (€) 7

230 Transformations du plan

30 On donne le cercle D
() et un point A de (€).
B désignant un point de (¢) A (@
distinct de A, on construit un
carré ABCD. C
Quel est le lieu géométrique
du centre O de ce carré B
lorsque B décrit le cercle (€) 7

31 On donne une droite (A) et deux points A et B
n’appartenant pas a cette droite.

A B

5

M
D

1. D désignant un point de (A), quel est le lieu géoms-
trique du symétrique A’ de A par rapport a D lorsque D
décrit (A) ?

2. Quel est le lieu géométrique du milieu M du segment
[A’B] lorsque D décrit (A) 7

3. P désignant le point commun aux droites joignant A’
au milieu de [AB] et joignant B au milieu de [AA"], quel
est le lieu géométrique de P lorsque D décrit (4) ?
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| ‘Orthogonalité
dans I'espace

Aux XVI® et XVIF siécles, deux types de géométrie prennent leur essor :

- la géoméirie analytique avec René DESCARTES (1576 - 1650)

— la géométrie projective avec Girard DESARGUES (1593 - 1662)
La géométrie projective est introduite par les artistes de la Renaissance pour repré-
senter des objets & partir des régles de la perspeclive. Cetle géométrie a longtemps
été éclipsée par les brillants progres de la géoméirie analyfique. '
Au XVIIF siécle, Gaspard MONGE (1746 - 1818), suivi d'autres mathématiciens,
remet la géoméirie projective & I'honneur en ufilisant des méthodes analytiques. |l
crée fa géoméirie descriptive en systématisant et en posant de nouveaux fonde-
mentfs du dessin architectural.

Avjourd’hui, gréce a l'art et a la science de nos architecies et & 'aide d'ordina-
teurs, des édifices beaux et grandioses sont réalisés dans les grandes villes
d’Afrique et de 'Océan Indien, comme en témoigne la magnifique basilique
NOTRE-DAME DE LA PAIX & Yamoussoukro (Céte-d'ivoire).

A
1. Orthogonalité dans I'espace . ... ......... . w238
2. Projections orthogonales ....................... .. - 239
3. Yecteurs et configurations de I'espace 249
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.rthogonalrte dans I’..espace

—-1.1. Droites orthogonales

smzmmm Définition
On veut étendre aux droites de I’espace la notion de droites perpendiculaires.
» ABCDEFGH est un pavé droit.
M & Considérons les droites (EH) et (BF).
* Par chaque sommet du pavé droit, tracer la droite paralléle a
(EH) et la droite parall®le a (BF).
Justifier que ces droites sont perpendiculaires. ?
¢ Tracer en couleur des droites parallgles 2 (FB).
On dit que ces droites appartiennent a la direction de (FB).
€ e Tracer en noir des droites appartenant 4 la direction de (EH),

A B Deux droites, I'une appartenant & la direction de (EH), I’autre a la
direction de (BF), sont dites orthogonales.

* Nommer deux droites orthogonales, chaque droite contenant une aréte du pavé droit,
On tilt qimi denx drmtes (D) et (L] sont arthogonafes Iorsque les dmites paralleles a (D] eta {L] Pas-
“sant par un méme pomi sont perpendimﬂaires* = e

|(!.) .Lorsque les droites (D) et (L) sont orthogonales,
/ on dit aussi que (D) est orthogonale a (L),
ou que (L) est orthogonale a (D)

{ l'J_‘)!/

O On note : (D) L (L)

Remarque

— Deux droites orthogonales ne sont pas forcément sécantes.

. — Deux droites perpendicutaires Sont orthogonales. '
Par exemple, dans le pavé droit ABCDEFGH, les droites (AE) et (FG) sont orthogonales ef non sécantes,
les droites (EF) et (FB) sont perpendiculaires en F donc orthogonales et sécantes.

HE=mEER Propriéte
On peut démontrer la propriété suivante, c’est une conséquence de la définition.

-8i dem: dmttes sont orthogonales, alors toute drmte parallgle a I'une est erthoganale a }’autre
Autre fomufu&on e _ e 4
- Si deux droites soni paralléles, alors toute droite orthogonale a Pune est orthogonale 4 Pautre.

(D], (D') et (A) sont des (D) /(D)
droites contenant des et } = (A) L (D)
arétes du pavé droit. {A) L (D)
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Bemarg ue
Il n’est pas permis d’étendre a 'espuace toutes les propriétés d'orthogonalité vues dans le plan
Par exemple : .
Dans le plan, Dans Pespace,
(D) deux droiles orthogo-
_,._l (D) nales @ une méme troi-

deux droites orthogonales a une
siéme sont paralléles.

méme {iroisiéme peuvent éire
; sécantes, paralléles ou non
. (L} L (D) ' E coplanaires.

= 1: ®) e } = (D) // (D) ABCDEFGH étant un pavé droit,
L)L @ g (GC) L (HE) et (AB) L (HE),
cependant, (GC) et (AB) ne sont

pas paralléles.

Exemple

ABCDEFGH est un cube. Dem;mtrnns que les droites (A et (FC) sont orthogonales.

ABCDEFGH est un cube. Les droites (AB) et {(GH]) sont parallelea.
et distinctes ; elles déterminent donc le plan (ABG).

Dans le plan (ABG), (GH) // (AB) et GH = AB.

ABGH est donc un parallélogramme, d’ott (AH) // (BG)

Dans le plan (BCG), les diagonales [CF] et [BG] du carré 'BCGF ont
des supports perpendiculaires : donc (BG) L (CF)

On a (AH) // (BG) et (BG) L (CF), donc (AH) L (CF)

Fom—e———

\\D

gf’fE NOTCICRS BErrr o i i i B o o s T

1.0 ABCDEFGH est un cube. I, ], K et L sont les

1.b  On donne deux points A et B appartenant & un
milieux respectifs des segments [BC], [CD], plan (2), et une droite (D) sécante a (P) en A.
[GH] et [HE]. Démontrer que les droites (IJ) et Construire une droite de (2] passant par B et
(KL) sont orthogonales. (On pourra considérer orthogonale a (D).
le milieu de [FG] et dessiner dans un plan la :
figure du plan (IJK) et celle du plan (EFG).)

1.2, Droites et plans orthogonaux
smzem . Définition et propriétés

On a vu en classe de Quatrieme qu'une droite perpendiculaire 2 un plan est une droite perpendict iaice
3 deux droites sécantes de ce plan.

On se propose de préciser cette notion et de compléter son étude.
Factivits

k

H

On donne le cube ABCDEFGH de coté 8 cm.
G I est le milieu de [AC].
™ - Considérons la droite (L) contenant I'aréte [HD!
\ On veut démontrer que la droite (L) est orthogonale a
toute droite du plan (%) de la base ABCD
5% Ona: (L) L (AD) et (L) L (CD).
N — ,5 « Démontrer que (L) L (DI). Pour cela :
y \ — calculer DI? dans ADI, et HI? dans AGH.
(A B, 2 — dessiner ADI et ACH en dimensions réelles.

(&)

(A) est-une droite passant par D et coupant (AC) en M
» Démontrer que (L) L (A). Pour cela :

_ calculer HM? dans HIM, DM? dans DHM et dans DIM
— en déduire que : HM? = DM? + HD2
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(&’) est la droite parallaje a (
* Démontrer que (L) L (A).
Pour cela :

AC) qui passe parD. | | ") est une droite du plan (?) ne passant pas parD,
* Démantrer que (L) L (a”).

Pour cela : '
— justifier que (AC) L (CG) ; 5 — ceasidérer la droite parallsle a (4”) qui passe
—en déduire que (AC) L (L) et que (L) L (A"). parD

3
— utiliser les résultats précédents.
Dong, la droite (L) est orthogonale 2 toute droite du plan (2).

On démontre et nous admettrons la propriété fondamentale suivante.

Propricts fondamentole — Définition T HEEREN———

Si une droite [A) est orthogonale a deux droites sécantes d’'un plan (%), alors elle est orthogonale a

ce plan. :

On dit alors que la droite (4) et le plan (#) sont orthogonaux.

On cijt aussi que (P) est orthogonal & (D)

ou que (D) est orthogonale a ().
Onnote: (@) L(D)
ou encore : (D) L (@)

(D) et (L) sont deux droites sécantes du plan (?), (A) L D)et(aA) L(L)=(A) L (@)

* A l'aide des sommets du pavé droit ABCDEFGH, nomm

er un plan orthogonal a la droite (AE);
nomimer des droites orthogonales 2 la droite (AE).

Les deux propriétés suivantes assurent 'unicité dans des configurations d’orthogonalité. Elles sont sou-

vent utilisées dans la synthése d’un probléme de construction ou dans un raisonnement par I’absurde
dans une démonstration.

On peut démontrer cette propriété.

Il existe une droite et une seule passant par un

Il existe un plan et un seul passant par un point
point donné et orthogonale 4 un plan donné.

donné et orthogonal a une droite donnée.

A € (D)

(D)
A€ (@)
D) L (@)

) (@) L (D) ALY
(%)
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spemsss  Cxemples

ABCDEFGH est un pavé droit. Démoﬁtrons que la droite (CG) et le plan (FGH) sont orthogonaux et que
les droites (HF) et (CG) sont orthogonales.

(CG) est orthogonale aux droites sécantes (FG) et H G'|
(GH), donc (CG) est orthogonale au plan (FGH). ——

Par conséquent, E/ = E/ |
(CG) est orthogonale 2 toute droite du plan (FGH). L7 RSERES W
Or, (FH) est une droite de (FGHJ, i / .'
donc (GC) est orthogonale a (FH)- A B |

ABC étant un triangle, donner un programme de construction du plan (%) passant par A et orthogonal
4 la droite (BC). :

Analyse Esquisse de la figure
Désignons par H le point d’intersection de la droi-
te (BC) et du plan (®).

(AH]) est & la fois une droite du plan (ABC) et du
plan (?). Etant orthogonale 2 toute droite du plan
(%), la droite (BC) est orthogonale, donc perpendi-
culaire en H, a (AH).

Toute droite perpendiculaire a la droite (BC) et
passant par le point H est contenue dans ().

Le plan () cherché est déterminé par (AH) et par
une droite (L), perpendiculaire en H a (BC).
Programme de construction

— Tracer la hauteur (AH) du triangle ABC.

— Dans un plan contenant la droite (BC) mais pas le point A, mener une droite (L) perpendiculaire en H
a (BC).

Le plan (?) est déterminé par les droites (AH) et (L).

Synthése

Le plan (?] est I'unique plan passant par A et orthogonal & (BC).

ABC est un {riangle, (D) la droite passant par A et orthogonale au plan (ABC) et D un point de
(D) distinct de A. : i : ; - : =3
Donner un programme de construction de la droite (L) passant par A et orthogonale au plan (BCD).:

Analyse

— Désignons par K le point d’intersection de la
droite (L) et du plan (BCD) et par X le point d’in-
tersection de (DK) et (BC).

On a : (AK) L (BCD) et (BC) C (BCD)

Par conséquent : (AK) L (BC).

Le plan (ADX) contenant deux droites sécantes
orthogonales & (BC) est donc orthogonal a (BC).

La droite (AX), contenue dans ce plan est donc
orthogonale a (BC).

Dans le triangle ABC, [AX] est donc une hauteur et
dans le triangle ADX, [AK] est une hauteur.

Programme de construction

— Dans le triangle ABGC, construire la hauteur [AX].
— Dans le triangle ADX, construire la hauteur [AK].
(AK) est la droite cherchée. :
(Elle est orthogonale & (DX) par construction et ¢ (BGC) car (BC) et (ADX) sont orthogonaux et (DX) C (ADX))
Synthése

(AK) est I'unique droite passant par A et orthogonale au plan (BCD).
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On peul démontrer les propriétés sujvantes :

@ Si deux plans sont paralléles, alors toute
droite orthogonale a I'un est orthogonale a
Pautre.

autre formulalion
Siune droite est orthogonale 4 un plan, alors

tout plan paralléle a ce plan est orthogonal &
cette droite.

¥ E:‘é ‘——. - ;-F:h=3-=t-3_'=‘ S ?:.“-_-'.'-; -k

l‘l_.lié_l__ ",L"..-I{ _-.—.;'j B e e iy ol
Si deux droites sont paralléles, alors tout
P

plan orthogonal 4 P'une est orthogonal a I'autre.

; aufre formulation

| Si une droite est orthogonale a un plan, alors
tonte droite paralléle 4 cette droite est orthogo-

' nale a ce plan.

@) 1/ (@) 7 (D) // (D)

D) L) i (D (?) L (D)

(D) L (@) ‘. (@) L (D7)
@) @

.

© Si deux plans sont orthogonaux 4 une méme | @ Si deux droites sont orthogonales & un méme
droite, alors ils sont paralléles. plan alors elles sont paralleles.

* Pour chacune de ces propriétés, donner une traduction mathématique sous forme d’implication, en uti-
lisant les légendes de leurs illustrations.

W Actvité

_ABCDEF est un cube, I, ], K, L, M, N sont los milioux respectifs de
[ABI, [BC, [CG], [GH, [HE] et [EA]. e

" Oun veut d':én"l'ontrer que les plaﬁé-ﬁ;[j]l(] et (BEG) sont parallales t
gu’ils sont pefp'endjculg__i?:es a la droite (DF).

On pourra démontrer que :

— JKLMN est un hexagone régulier (IJLM et JKMN sont des rectangles).

—BEG est un triangle équilatéral, les plans (BEG) et (ABC) se coupent suivant la droite (A) parallle a (I]).
— (DF) est perpendiculaire en S au plan (BEG), S étant 'orthocentre de BEG.

-~ (DF) est perpendiculaire en O au plan (IJK), O étant le centre du cube.

G g

wzzzE xercices 22z R R o S R

l.c

On donne le cube ABCDEFGH. Démontrer que

Démontrer que la droite (AC) et le plan (BDS)

pour tout point M de (DB), le triangle AME est
rectangle en A.

I, J et K sont les milieux respectifs de [AB], [EF]
et [FG]. Montrer que le triangle IJK est rec-
tangle en J.

1.d

SABCD est une pyramide réguliére a base car-
rée ABCD.

236 oOrthogonalité dans |

le

sont orthogonaux.

Démontrer que dans une pyramide régulisre
SABC a base triangulaire ABC, les droites
contenant deux arétes opposées sont orthogo-
nales.

Pour cela, considérer le milieu A’ de [BC), et
justifier que (BC) L (A’A) et (BC) L [A’S).
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.-1.3. Plans perpendiculaires
Définition

maled(e). TREGE B e
Pour cela, justifier que les plans (2) et (#) sont sécants sui-
vant une droite (A) passant par A, A désignant le point
d’intersection de (D) et (2).

e (L) étant une droite perpendiculaire & (D) en A, démon-
trer que : .

(L) L(a)et (L) C (@)
* Conclure.

On dit que deux plans sont perpendiculaires lorsque Pun d’eux contient une droite or
Pautre. ' : e O e

Lorsque les plans () et (2) sont perpendiculaires,
on dit aussi que (?) est perpendiculaire a (2)
ou que (92) est perpendiculaire a (?).

On note () L (9)

(D) C (#)
(D) L (2)
FExemples

Dans un pavé droit, Dans un pavé droit,
deux faces ayant une aréte ] | un plan contenant une aréte | e
commune sonf contenues commune a deux faces laté- g |
dans deux plans perpendicu- . rales est perpendiculaire aux | .| _—— =
laires, | plans des bases.

R Exem Ple

ABCDS est une pyramide réguliére a base carrée ABCD.
Démontmn._s que les plans (BD§) et‘._(A_LBC] sont.p_ex_-_p«_a__ml'_icm_zl\'_'asli_ljﬁi'ljT

O est le centre du carré ABCD. [OS] est donc la hauteur S
de la pyramide régulizre SABCD.

(OS) L (ABC).

Le plan (BDS) contient le point S et le milieu O de [BD],
donc la droite (OS). Donc :

(BDS) L (ABC)
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- — Si deux plans sécants sont perpen-
. diculaires 2 un méme plan, alors leur
- droite d’intersection est orthogonale a
~ce plan. #

() 1 (2)
(@] 1(2) } = (D) L ()
(@)N (@) =(D)

. — Si deux plans sont perpendiculaires, |

. alors tout plan parallele a I'un est per- (@2 L@

. pendiculaire a I'autre. @) 17 (@)

- — Si deux plans sont parallgles, alors ,

- tout plan perpendiculaire & 'un est L. 1) }=> (@) 1(2)
. 4 (@) L ()

. perpendiculaire a ’autre. -

} = (@) L (2)

ik Al S R

— Si deux plans sont perpendiculaires, :

~alors toute droite orthogonale a I'un () L (2] }::» (D) /1 ()
est paralleéle a 1'autre. (D) L () '
— 5i une droite et un plan sont ortho- g
gonaux, alors tout plan parallgle a la %Bg 'j}[(gg) }=' (P) L (&)

- droite est orthogonal au plan.

* Trouver des illustrations de ces propriétés dans le pavé droit ABCDEFGH.

WE XTI CICCS Bt ot s o ot o BBt o 7 gl

1.f  Dans le cube ABCDEFGH, démontrer que les 1.1 Le plan orthogonal a la diagonale (FD) du cube
plans (ACE) et (BDH) sont perpendiculaires. ABCDEFGH et passant par le point P de 'aréte

[HE] coupe les arétes [EA] en Q, [AB] en R,

[BClen S, [CG] en T et [GH] en U.

Démontrer, par exemple, que (RS) L (BD) et

(RS) // (AC).

H G [On pourra étudier la position relative des

; plans (PRS) et (BDF)]
E S En déduire la position de P sur laréte [HE]
: ; pour que PQRSTU soit un hexagone régulier.

l.g ABCEFGH est un cube.
Démontrer que les plans (AED) et (ABG) sont
perpendiculaires.

e
T LB

= _ Q7
A ] B A
1.h ABC est un triangle, H son orthocentre. (A) est
la droite orthogonale en H au plan (ABC) et D :
un point de (A) différent de H. - J
Démontrer que les plans (AUH) et (BCD) sont 8 — C
perpendiculaires. Faire une figure.

T
) =
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—2.1.. Projection orthogonale sur un plan
mmmamms Definiion

R

(P) étant un plan,et M un point-de 'espace, il existe une droite unique (D) passant par M et orthogona-

le & (P). Cette droite est sécante a (?), on désigne par M’ leur point d’intersection. A chaque point M de

I'espace, on peut donc associer ce point M’ de (?). On définit ainsi une application de I'espace dans le
plan (2). nr

@ éantunplan,
on appelle projection orthogonale sur (@), Vapplication de Pespace dans le plan (%) qui & chaque
e r— de (7) et de la droite orthogonale & () passant par M.

(lg)i ((g% M’ s’appelle le projeté orthogonal de
§ ) - M sur le plan (?)

g Images de figures simples

¥ Activité

On considére un pavé droit ABCDEFGH.

P est la projection orthogonale sur e plan (ABC).

On veut déterminer les images par p de parties de ce pavé droit.

* Trouver les projetés de A, B, E.F, G H :

* Trouver les images par p de [AE], [GF], [FG], [EC], [EG] et [EB].

e (EB) // (HC). Vérifier que les images de ces droites sont des droites paralléles. :
* (AB) // (CD). Trouver deux droites non parallgles dont les images respectives par p sont (AB) et (GD).
* Trouver les images par p de chacun des plans (EFG), (EBC), (EAD), (EAB) et (CDH).
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On peut démontrer les propriétés suivantes, ce sont des conséquences immédiates de la définition.

o e IS

U Points invariants

L’ensemble des poinfs invariants par la projection orthogonale sur (&) est le plan (#).

Z Image d’une droite

Iimage d'une droite (D) par la projection orthogonale sur le plan (?) est :
— un singleton si la droite (D) est orthogonale a (),
— une droite si la droite (D] n’est pas orthogonale a ().

M N d
‘ R = Eg;]’ #tg;.]] = (A} p est la projection orthogonale
| n sur (#)
o (MN) = (1) ey i
SR M € (@) ; (MM) L (@) p(L) = (L)
< i i N’ € (@) ; (NN") L (#)
®) (M’N) = (L)

% Image d’un segment

~ Les points distincts M’ et N” sont les projetés orthogonaux sur un plan (%)
de deux points M et N de Pespace.

Si (MN) et (?) sont paralléles, 1 Si (MN) et () ne sont pas paralléles,
alors M'N’ = MIN. l alors M'N’ < MN.
ot | )
; ! : / x"-::-::'-: \z 7
4 /f,\)\/ / B AN

Image du milieu d'un segment :
Limage par la prejection orthogonale sur un plan (¥} du milieu d’un segment dont le support n’est
pas orthogonal a (#) est le milieu de image du segment.

p est la projection orthogonale sur (P)
I milieu de [AB]

p(lAB]) = [A'B’]

plj=r

T’ milieu dg [AB’]

rmexercices B A SRR o A

2.0 (@) et (?') sont deux plans paralltles et (6)un ~ 2.b  On donne deux plans sécants (@) et (2), (&)
cercle du plan (2). étant une droite, on désigne par (D) la projetée
Démontrer que I'image de (%) par la projection orthogonale de (A) sur (%) et par (L) la projetée
orthogonale sur (#’) est un cercle. orthogenale de (A) sur (2).

Peut-on déterminer (A) connaissant (D) et (L) 7

e o s

240 Orthogonalité dans 'espace



www.biblio-sciences.org

=222+ Projection orthogonale sur une droite
smmmmsE Définition
(D) étant une droite, et M un point de 1’espace, il existe un plan unique passant par M et orthogonal 2

(D). Ce plan et la droite (D) sont sécants, on désigne par M’ leur point d’intersection. A tout point M de
Pespace, on peut donc associer ce point M’ de (D). On définit ainsi une application de l'espace dans la

droite (D). _
—

; ﬂnappe}le pm]ucnonarthogonﬂle sur (D}, P'application de Pespace dans la droite (D) qui & chaque
~point M a_&;ﬁﬁj{{i?_flﬁif_,.-pqin: dfi_niér'_seqtion de (D) et du plan orthogonal & (D) passant par M. *

M E (@) M s’appelle le projeté orthogonal
(?) L (D) de M sur la droite (D).
D) M’} = (?) N (D)

On considére un pavé droit ABCDEFGH.
p est la projection orthogonale sur la droite (HG).

H G
On veut déterminer les images par p de parties de ce pavé droit. s 1
* Trouver les projetés de A, B, E, F, G, C. I F
* Trouver les images par p de [AE], [CF], [BG), [EG] et [EC]. g\ c
* Trouver le projeté du milieu I de [EB]. n Wi \

* Trouver les images par p de chacun des plans (EAD), (ACE) et (ABE).

On peut démontrer les propriétés suivantes, ce sont des conséquences directes de la définition. _
LT S IS A S B B R
' [B)estune droite etpla pmj:eg:ﬁhnfnrthqgonale sur (D).
= Lensemble des poinis invariants par p est (D).
ge d’une droite orthogonale (D) est un singleton.
~ IYimage d'une droite non orthogonale 4 (D) est la droite (D). -
~ L'image du milien d'un segment dont le support n'est pas orthogonal a (D) est le milieu de Pimage
du segment. :

WEJ( CICICeS BErr s s s it

2.d  Démontrer que le projeté orthogonal sur une
droite (D) d’un cercle (‘€) de rayon 5 est un seg-
ment [AB], porté par (D), tel que AB < 10.

2.c  On donne un plan (2), (A) une droite du plan
(%), A un point de (4), O un point n’apparte-
nant pas & (?). On désigne par H le projeté
orthogonal de O sur (#) et par M le projeté
orthogonal de O sur (A). Démontrer que M

- appartient 2 un cercle de diamatre [AH].
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Vecteurs et configuration,

3.1. Les vecteurs de I'espace -
Extension de la notion de vecteur

Nous edmettons que nous pouvons stendre & I'espace la notion de vectenr du plan.
On note ¥ I'ensomble des points de Fespace, ¥ Uensemble des vectours du plan, W celui des vecteurs de

I'espace. -y
M
« Pour tout point O de €. pour tout veclour & de W, //

il existe un ot un scul point M de € tel que OM = 12, 0

« On défiuit la somme de deux veciours de W ot ls produit d’un vecteur do W par un nombee réel. de la
méme manicre que pour les vecteurs de V. Ces upm‘almu*; admellent les mémes propriétés que dans V.

: Vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires.

Deux vectenrs sont dits colinéuires ‘Irois vecteurs sont dits coplanaires
lorsque P'un d’t.ux est le vecleur nul, lorsque deux des vecteurs sont colinéaires,
ou bien ou bien

lorsque les deux vecteurs ont la mame direction, lorsque Pun des vecteurs est combinaison linéai-
bk re des deux awtres.

© 2 IAES3 = .
- » I A > : » » ¥
...... » -
u / a5 B
«
Exemple

ABCD f'.F GH est un cube. I est le milica de [AE] et O Ie cmlre du r.arré AB("D.
—~ Construisons le représentant d’o rlgmn E du vecteur 2 IO :
— Démontrons que les vectenrs AB 10 et ED sont coplanaires. S
~ Vérifions gue deux gquelcongues de ces trois vecteurs ne sonl pas mlmcaxm :

~ Construction du représentant d’origine E du vecleur 10
TetO -;oul les mﬂmnx de deux des cdtés du triangle AEC,

done : = —EC

> »
- Exprimens I'un des vecteurs AB, IO et ED
comme combinaisons des deux auires.

Ona: EG=ED+ DC=ED+ AB
> e * B
dong: 10 = -,}1-:(‘: = -} (50 + AR)

- Vérifions gue deux guelsongue de ¢es Lrois vecleurs ne sont pas colinéaires.
Le pointIn appnment pas au plan (AOB), done les droites (I0) et (AB) ne sont pas paralldles.

Les vecteurs AD et 10 nont pas la méme divcction, ¢l aucun 2'est le vectour nul : ils ne sonl pas coli-
néaires.

e pe o r
1l en cst de muéme des vecteurs LD et IO, ainsi que des vecteurs AB ot EI)
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E XErcices commpnr—r v oo

3.0 ABCDEFGH ost un parallélépipide. I ost I 3b Ancp esl wa teiradndirg,
centre dn parallélogxammu{“\ BCD st ) le contee
du parallélograinme BIGH,

- Trouver d'aulres ;'u;’nx?sc’u(;tl_lis de chacun des
vecleurs suivants @ 1 ; Al AB,

- Nomnmee w rc[._u;éaunln ni ﬂe ciijzcxll_n da:s‘vm:-
eurs suivants : DC +11F ; BT +F 3 66 + 11,

- Donner ua yeprésentant du vectour

AB + BC + CD.

- Cons brgive kzhmg'uﬁ::mua nt d'ovigine A die vec-
teur: AR+ AC+ AD,

3.2. Vecteurs et configurations de I'espace

mmuE== Droites et plans de I'espace

W Caractérisation vectorielle d'une droite de Vespace e

A ct B sont deux points de Fospace %. / &
. - -
Lensemble des points M tols que AM et AB sont colindaires est la droile (AR).

_‘* -
Le vecteur AB ¢st un vecteur directeur de la droitn (ADB).
Un peul démontrer fa propriété suivante :

Proprieté

A et B étant deux points de ¥, pour tout point M,
e J
Mg Q_A_B}' < il existe un nombre réel x tel que AM = x&fi',
* Dans le paveé ABCDEFGH, tracer ¢t nommer la droite de vectour dirsctour BEG passaul par A.
Caraciérisation vuctorielle d’un plan de Pespace

A, 1 et © sont trois points non alignés de 'espace ©.

L'ensemble des points M tels que AM, At ot AT sont
coplanaires est le plan (ABC).

On dit que les vecteur AB et AC sont des vecteurs
direcieurs du plan {ARC).

On pent démonlrer lg propriété suivanie ;

A, B et C étant trois points non alignés de €, pour tout point M :
M€ (ABC) <« il existe des nombres réels « et y tels que AM = +AB + yAG,

* Dans le tétraddre ABCD, caraclérisor vectaricllement le plun de chaque fuce. & 5
* Duus le pave ABCDEFGH, nommer le plan pussant par B de vecleurs dirceteurs FH ot GC.

Exemple

e L

passant par E, de vectews divacteurs AB et 1D.
(#) st le plan du parallélogramme DEFC,

(EF) C (3] ot (EF) // (AB) donc (AB) // (#) |car on a AB = 1) ;

(ED) € (#) dong (ED) 7/ (%) - _

(EC) € (#) et (BC} #/ (10)  donc (I0) 4/ () fear on a 210 = EC),

Orthogonalité dans I'espace 243



www.biblio-sciences.org

- 15 8 Repere de I'espace
= Bases de W et repéres de €

(0, 1, ], X sont quatre points non coplanaires.
* Justifior que : [ 0.1, ), K sont ]

BEEREE

quatre points
non coplanaires de €

sout {rois vecteurs
non coplanaires de W

Lob

[ O, O], oK. ]

M est un point de '§.

OM, M, M, M, M",MM", est un parallélépipade dont {O1),

((J]) el (OK} sont les supporls respectifs des aréles [OM 5

IUM et EOM s

Ona: OM = f)M + CJM + OM

On sait qu il u:ubte trms 11omhm, 1 '].s 6y % tels quo :
(}M & A‘UI O\r‘[ u()} OM = 20K

done OM = ,r{)I + z;()] + 20K

k’ 'ﬁ" ’ ~F 4 > >
___\ i g €, 1. 1, Kl 01, O], OK)
| O 5 est un ropire de € = est une base de W
P

On note : M(x, y. %), 0,3, & SR, LE (Y
x esl 'abseisse, y 'ordonnée. z 1a cole de M, P Mt g, JQ.-"' “.
4 , 1 T e e b % M9, 4, C)
On note : OMx, g, 2) ou GM(;_;), ‘-| > s - .
b A \ . S
> . | s
X, 4 ol z samt les composantes du veclour OM. \ 3
..................... 4
M](—!', 0, 0] ME‘}{-\Z 4.0;
- iy > . 3 s it TR
2 o XCTCICRS smessia s v e s
3.¢  ABODREFGH esl wn parallélépipgds, O ost le 3d  ABCD est un tétraddre,
centre du parallélogramme AEGO et 1 1o contre - O eonsidere le repére (AL B, (G, D)
dn ;mlalléiugmm_ulp ATIC. D. Consteaire les points suivauls
Demontrer que (DI, IC, O1) est une base de 4. H05;05:0),j0:0:2). B :1;1)
Dans cotte base !ﬂmml hu, . nmdfmncﬂ& A Diterminer fes covrdoundes du milice X de
g IB1].

veclenrs snivanls ; .M:.. AD A]I AG
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...TP1 Plan médiateur d'un segment

Lobjectif de ce TP est d'upporter ape application leés riche de I'orthogonnlité dars Fespace et un com-
plément trés intéressant dans Jo vocabulaire déjé mis en place.

summvees Présentation

On donne un segment [AB] de milieu [, () est le plan orthogonal 4 la droite (AB) et pas.;ant par i,
Démontrer que (@] est ensemble des points de Pespace équidistants des extrémités du segment |AB].

Démontrons que toul peint du plon () est équidistant de A et B.
Soit M un point de (3) distinct de 1.

Justifier que (M1} ost la médiairies do [ARB] dans le plan (MAR).
Donc : MA = MD.

Réciproquement, démonirer que tout point équidistant de A et 8
est un point de (&),

Soit M un point de I'espuce tel que : MA = MB3.
On distinguera doux ¢as: — M est ui point de (AB)
~M n'esl pas un point de (AR)

On appelle plan médiateur d'un seguient |AB] le plan passant par
le milieu de ce segmont et orthogonal a la droite (A1),

Application
¥ Plaos médiateurs dags un cube

ABCDEFGH est un cube.

1. Déterminer le plan médiateur de chacun des segments suivants : [AB], {ACL lAGI. {4 3 3
2. Combien obticat-on de plans médiateurs pour les ardtus, les diagonales des faces  E| '

et les diagonales da cube 7 LD’:“ e
3. Démonirer que les diagonales du cube sont concourantes, lear point commun est

le centre du cube. A 8

On gagnerail A faire le maximun de figures, surlout dans la phuse de rechercho. Par exemple uue figure
pour les plans médiateurs des arétes 3 supports paralldles, puis une figure pour metirg en éviduncs los
intersections des plans médiateurs des acftes...

B Axe d'un gercle

’

Démontrer que Pensemble des points équidistants de trois points
non slignés A, B, C, est la droite {4) passant par le ceptre O du

)
cercle (€) circonscrit au triangle ABC, e‘; 0:3 _
La droite (4) est appelée Paxe du cercle (€). g

|

En activité préparatoire, on pourrait rechercher l'axe d’un cercle inscril dans une face d'un cube (voir
application précédente).
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TP2 Projection orthogonale sur deux plans perpendiculaires

Lobjectif de ce TP st de présenter un procédd ulilisé par les dessinateurs pour représenler G plal les
Sfizuves de espace. Ce procédé consiste & projeter o Hio&unnh‘nwnf e ¢ mlﬁvmufmu de Fespuce sur
denx plans perpendiculaires.

jection d’un point sur deux plans perpendiculaires

(7] el (2] sont deux plans perpendiculaires, {A) est leur droite d'in-
fersection.

M est un point de Pespace, M, son projeté orthogonal sur (%) et M,
son projeté orthogonal sur ().

- Démontrer que : (MM, M,) L (Al

~ Justifier que les poinis M, ¢t M, déterminent Ie poml M.

A titre d’entrainement. on précisera la position des puints M, et M, dans los cas suivants :
MMeE. RIMeE () ME(@M)
\pplications
' Projections d'une droite de Uespace sur deux plans perpendiculaires

Construire les projetés erthogonanx d'une droite (D) de Pespace sur deux plans perpendiculaires (7)
et (), dans chacun des cas suivants.

ﬂ )
(D) s
{A)

A0 S

(D) ¥/ ()

(D) strictement parallitle
a()ela(?)

Construire la droite (D) de Pespace, dont les projetés orthogonaux sur deux plans perpendiculaires
sont les droites ou Jes points (17,) et (1),) comme I'indiguent les figures ci-dessous.

(D,) esl un point

On détermivern la droile (D} de Pespace par deux de ses points.

» Projections d'une configuration de 'espace sur deux plans perpendiculaires

Construire les projetés orthagonaux d’un céne de révolation sur le
plan (%) de sa base et un plan (2) perpendiculaire a (#] et contenant
s00 axe,

81 cofte activité présenle des difficullés. on pourra avanlageuscitenl / =)

- la véaliser & partir du solide construil suivaal Fénoncé du probleme.

_2&6_ ~waonalité dans I'esnace
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i : Deeog i
Construire la configuration de I'espace dont les _
projeclions sur un plan horizontal {#) et un plan
vertical (2] sont ci-contre.

: AL——B ()

%

-.TR3. Projection orthogonale d’un angle droit

On donne le plan (#) et Pangle droit XAY tels que les plans (#) et (XAY) ne soient pas perpendiculaires.
Démontrer gue si I'un des cétés de Pangle droit XAY est paralléle au plan (%) alors son projeté ortho-
gonal X'A’Y" sur (%) est un angle droit.

* On pourra envisager les cas suivanis ¢

* Examincr le cas d'un angle droit n'ayant aucun ¢oté paralltle au plan (7).
On pourra supposer A € (7).

Rl
e vl
Bt G

{AX]} et [AY) stricterient paralloles & (&)

--LP4 Distance dans I'espace

On étend & l'espoce la notion de distance de deux points. L'objectif de ce TP est de déteruuner la dis-
tance entre des points, des droites, des plans de lespace.

== Distance d'un point @ un plan, & une droite

(%) est un plan, (D) une droite contenne dans (#), A un point n’ap- s i\
partenant pas 4 {?}. H le projeté orthogonal de A sur (%), K le pro-
jeté orthogonal de A sur (D). ;
Seit M un point de (9] et N un point de (D).
Démontrer que ; AH < AM ; AK < AN.

On démontre que : (AK) L (KN) ot (AH) L (HM).
On dit que : AH est Ja distance de A 4 (), AK est la distance de A a ().

Distance de deux droites non coplanaires

() est un plan, (D) et (L) deux droites non coplanaires telles que :

: DVA(P) et D) C(P) ; L) c@.
(D) est la projetée orthogonale de (D) sur [*P). A le point d’inter- Dy —- —
section de (L) et (D'), B le point de (D) tel que : (AB) 1 (D). :
Soil M un point de (L} distinct de A et N un point de () distinct
de B. = e e '
- Démontrer que ; AB < MN. ' ' S
~ Démontrer que (AB) est une droite sécante a (D) et (L) et ortho-
gonale & ces droites. . ' :

On dit que : {AB) est la perpendiculaire commune i (D) et (L).
AB est la distance des droites (D) et (L).
AB est aussi la distance de (D) au plan ().

£-3
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xercices

(O rthogonalité dans I'espace

Droites orthogonales
1 ABCDAT'CDY est un parallelépipide reclanple.

Démontrer que la droite (AA7)

g5t orthogeonale aux draites

{CD) et (BC).

Démontrer que la droite (AA')

est orthogonale aux dreites

) et (B'C7.

D !

2 ABCDEFGH est un cub.

Démontrer gue les droites (AC])
ot (F) sont arthogonales,
T et ] étunt Jos milioux respectils
de [BO| et GG, démontrer que
les droites (1j} et (DE)} somt
orthogonales.

Droites el plans orthogonaux

3 ALNCDATCDY est wr parallélépipide rec-
tangle. 2
Démontrer que la droite (AA') est perpendiculaite au
plan (AB'C’).
Démontrer que les droites (AAY) et (B'D'} sont orthogo-
nales.

A& ABCDEF est un prisme droit.

Démontrer que la droite (AD)
¢35t perpendiculaire au plan
(DET).
M élant un point de (AT) ot N
un poinl de (BC) dilférent de B,
démontrer que fes deoiles [AD)
ct (MN} sont arthogonales.

B A partir d'un parallélépipade rectangle ow d'un
cylindre droit, on construit une pyramide SABC sui-
vaat les (ipures ei-dessonus {povr le eylindre, {AC] estun
dismbtre dFuns base).

figure 1
igure 5 figure 2 SJ\C\\

AN

Pour chacunz de ces deux figures, démontrer que jes
quatre faces de ce &tragdre sont des triangles rec-
tanglos,

& ABCDEFGIS est un cube.

1. Démontrer gqua la droite (FC) est orthegonale & la
droite (CH).

248 Orthogonalité dans 'espace
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-

2. Démontrer que la droite [FC)
est arthogonale su plan {AGH).
3. Demontrer que la droite (FC)
ost orthogeonale aux droites
fAG) et (BH)L

Oa fera une figure par ques-
ton. Pour It question 2, on
pourea remer o geis linlersec-
tion du plan ef du cube,

7 SABC est une pyramide reguliere de sormmet S,
I est le milieu de |AB]. :
1. Démontrer gue la droite (AB) =
est grthogonale au plon (ICS) ,f’?\\,
2, Démontrer que les droites PAM
{AB] et (SC] zont erthogonales.
Ce sont les supports de deux
0Btés oppases,
3. M étant un point de [SCHL
démontrer que lea droites (A#]
et (IM) sont arthegonales.

£ Démentrer que dans un létrasdre ragulier, les
supporls des colés opposés sont orthogonaux.
Clusl un ous parliculiers de exercice précedent. - On
wippedle que duns uae pyramide répulidre o base lrian-
guluire. Tes foces latérales sont des tiiangles isocéles
superposelies. lo base etant un triangle &quilatéral,
tandis que duns an lélraédre réanlier, les fuces soni des
triangles équilaterany supcipesables.

9 ABCDEFGT] est un cube de cfté a.
I est le milicu de [AB]. ] est In

centre de la face BCGT. f;..H ﬂF g G
1. Démontrer que ABGH est un ¢ ’/3 s i}
ceclangle. b 3‘-?
Fxprimer ses dimensions en Rl N
fonction de a. — o

» - ." i
2. Démontrer que UH eot un i S

angle rectangla.
Huchurer en couleur Ie triangle TH. Dessiner « @ piat »
les figures du plan (ABH).

Plans perpendiculuires

10 ABCDEFCIT est un
cube.
1. Démontrer que la droite
(CH) ost orthogonale an plan
[ATIC). -
2. Démontrer que les plang
(CHE) el (ADG) sonl perpen-
diculaires.

11 ABCDEFGH
nube,
Citer quartre droites perpendicu-
faires au plan (ABC).
Parmi les plans des faces de ce
cube, quels sont ceux qui sont
perpendiculaives au plan {(BCG) ¢

est  un




www.biblio-sciences.org

19 ABCDEFGH est un cube. H G

Démontrer que : £ :* '}_F

(BFH) L (ABC) :

(BFH) L (ACG). DELl_Jc
A B

L]

12 (4) est le cercle de diametre [AB], S un point
de I'espace tel que (AS) soit perpendiculaire au plan du
cercle, M un point de (€) différent de A et de B.
Démontrer que les plans (SAM) et (SBM) sont perpen-
diculaires.

S

48 SABC est une pyramide
régulidre de sommet S. I est le
milieu de [AB].

Démontrer que le plan (SIC) est
perpendiculaire au plan (ABC) et
au plan (SAB).

15 SABC est un tétraddre
tel que :
(DA) L (BC) et (DB) L (AC).
H est 'orthocentrs de ABG.
1. Démontrer que :
(DAH) 1 (ABC) et (DBH) L (ABC).
2. Démontrer que : (DC) L (AB).

160n considére une pyra-
mide SABCD ayant pour base un S
carré ABCD de centre O, et dont
le sommet S appartient A la droi-
te perpendiculaire en A au plan
(ABQ).
On désigne par M un point de
[AC], (?) le plan perpendiculaire
en M i la droite (AC).
1. a) Démontrer que les plans (#} ”
et (ABC) sont perpendiculaires.
b) Démontrer que la droite (A} commune & (P) et 2
(ABC) est parallele a (BD).
2. a) Démontrer que les plans (%) et (SAC) sont perpen-
diculaires.
b} Démontrer que la droite (A') commune & () et &
(SAC] est parallele a (SA).
3. Dessiner la section du plan (?) avec la pyramide
SABCD. Colorier cetie section.

12 SABCD est une pyrami-
de régulizre dont la base est le
carré ABCD.

1. Démontrer que les plans (SAC)
et {SBD) sont perpendiculaires.

2. On désigne par I le milieu de
[AB] et par ] le milieu de [CD}. p%&=

S

-

\

Démontrer que le plan (SI]) est perpendiculaire au plan
(SAQ).

T8ABCD est un téiraédre D
régulier.
On désigne par I et ] les milieux res-
iecﬁfs des cotés [AB] et [CD]. J
I'aide des points A, B, G, D, 1, J,
NOMITEeT |
1. une droite et un plan orthogonaux.

2. deux plans perpendiculaires. I ¥

19 ABCD est un tétragdre.
On désigne par [, ], K, L, M, N les milieux respectifs des
cOtés [AB], [BC], [CD], [DA], [AC], [BD].

1. Démontrer que IJKL est un losange.

A T'aide des points de la figure ci-dessus, nommer deux
autres losanges de méme centre que IJKL.

2. Démontrer que la droite (IK) est orthogonale au plan
JLM). i
3. Démontrer que les plans (IKM) et (JLM) sont perpen-
diculaires.

4. A l'aide des points de la figure, nommer d’autres
plans perpendiculaires.

Projections orthogonales

Projeclions orthogonales sur gn plan

20 (D) est une droite parallele a un plan () et (L)
une droite de (2) non paralléle & (D).
On projéte orthogonalement (D) sur (). Seit (D) la
droite obtenue.
1. Construire (D’). Démontrer que (D) et (L) sont
sécantes, Soit A leur point commun.
2. Construire le point B de (D) qui se projette orthogo-
nalement en A. Démontrer que la droite (BA) est ortho-
gonale a (D) et & (L).

@1 On donne un plan (#). On considére un tri-
angle ABC rectangle en A, non inclus dans (&) et tel
que (AB) ou (AC) soit paralldle a (#).

On désigne par A’, B’, C' les projetés orthogonaux de A,
B, C sur (@).

Démontrer que A'B'C’ est un triangle rectangle en &',

On examinera les cas suivants :

(1) (AB) // (&) et (AC) /I ()

(2) (AB) C () et C & (P)

(3) (AB) /] () et CE(P)

(4) (AB) // (&)
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Projection orthogonale sur une droite
Un point A se pro-
jette orthogonalement on 13 A
sur un plan (). Le point B s¢
projetie orthogonalemont on
C sur une droite (D) de (@)
(voir figure ci-conlre).
Démontrer que (AQ) ot (13
saul orthogonales.

D)

e

X

i

ftant dound un plan (2) ot une drvile (D) du
plart (5). on considére A un point se projetant orthogo-
nalement ea 1 sur (#) (voir fignre) et en K sur (D).

1. M élant un peint quelconque de (3), démontrer que
AHM est un triangle reclansle. En déduive que pour
toul puint M de (£°). AH < AM.
Z. Noest uu point quelconque ds (D). Démantrer que
{(NK) et [KI[) soul orthogonalos.

En déduive que, pour toul point N de la deoite (D),
AK < AN.

yecteurs et configuration
e PPespace

Keproduire la figure ci-dessous, puis construi-
re les points P, Q, R tels quo ;

1. AP - j G + B + ¢,
2, BQ Pt § —}-CE - —;—HE:.
B

s

3. Ci{ L -;—H)IJ +

M

I

25 ABCDEFH est un paraliélépipade droit. T lo
milicu de [AE| et ] lo milion de [BF].
Trouver d'aulres représentants de chacun des veotours
suivanly :

1. 1A +E]. 2. T8+ CD + 1]

26 ABCDEEN sst un cube de centre O,
On pose : AT} = r'), Ab = __j'r. Ali= k.
1. Construire los vecteurs suivants, d'origine A :
Tef s J+Bk 1 Be T,
2. Construire les vectours suivanls, durigine 7 e
b=l 1 =8 1w kT,
3. Construirs les vocteurs suivants, d'origine IT:
:"—j>+ ko .!;'- K+t v s :',’+_;".
4. Construirs le vecteur suivanl, d'origine O -
£’+_ji+ .

27 ABUD est un tétraddre.
Placer les points 1, J. K tols que :

> i " &
AL~ %Aiﬂ % -,}f\r: s B)=AC + éAi) : AK = _}f\’c.

25 Orthogonalité dans I'espace

28 ABCDATRCIY est un cube.

- s :
L Relativement & labase (7, f, k), trouver lo triplel des
covrdonnées de chacun dos vectours suivanls -

.?{i.’l : fﬁ']: Al ; AR AN o AD ;ﬁ(:.
Al

¥

B £

z. Relativement au repere (A, 1 1. K) trovver los triplats
de coordonusges de chacun dos points suivants :
D.C.B, B, A, D,

29 Ou comsidére wun
parallélépiptde droit ARC-
DEFGH de hanteur 1.5 -
ABCLD esl un varré de eded 1,
Le plen est muni du repére
(A, B, T3, 11).

1. Trouver les triplets de
coordonnées des points A, B,
CDLRT G, L

2. Trouver les triplets de coordoundes des vecteurs ;
AC, D, A, G, AR

20 ABCDEFGH est un cube.
1. Les paints suivanls sonl données par leurs coordon-
nées relativewent au repdee (A, B, D.T) de &,
Placer ces puinls

M(1. 0. - 2) N=1.-2,1)
P(0. 0. 2) Q2. 0.0
RG1.~1, 1) S-2,1.-1)

2. Les vectours suivanls sonl d:mmés pits lenrs coordon-
nées rolativement & la base (AB, Al), AR) de 9.
Représenter ces vecleurs :

> >
AX{o;2:1) CiEz:1;a9)
A¥-2;-1;2) D¥a; 1:2)

AZ(2 ;0 1) BW( 1: 2:9)



www.biblio-sciences.org

APPROFONDISSEMENT -

(P} est un plan. {€) un cercle de () de dia-
witre |ABL, C un point du (€) distinct de A ot de B, (A)
s droite orthogonale & (] en A, D estun paint de {a).*
¥montrer que P'angle AGB est le projoté orthogonal de
sugle DCE sur (#) puis gue Jangle ACB est droit.
& déduire que angle DCE cst droit,

3 {A)

a2
ABCD est nut tétrndre tels que
AH] et ICD] sont arthogonales ot [AD] el |BC] somt
thogonales.

1. |13H] est une hauteur du triangle BCD, Démontrer
s le plan (ADH) est urthogonal & (CD) el que AT est
gk hauteur du triangle ACU.

2 Démontrer que 1a hauteur [Al] du triangle ABH a son
apport orthogonal au plan BCD

3 Demontrer e DI est une hauteur du Wiangle BCD.

(D) est une droite du plan (2}, A un point de
P} wappartenant pas a (D), B la projectée orthogonale
‘2 A sur (D), et (A) la perpendiculaire a () on AL T est
on point de (A} distinet de A J un point de (D) et O le
ailieu de [1J1 Déterminer la nature des triangles Alj of
31] en déduire que le iriangle QAR est isoctle en O,

34 ABCDEFGIT est un cube.

L. Construire le projeté ortho-
conal sur le plan (AGF) de
-hacun des points B.IL G F
2. M ost le milieu de iBClot N
2 milicu de [GGL

Construire les projelés orthao-

conaux de M et N osur le plan
AGF).

35 ABCDEFGH est un cubs,

I, K et L sont respectivement

les milicux de [AB]. [AD], [E1%}

ot [EH]

Jémontrer que le volume do
srisme droil AICJEKCGL est
coal 4 la moitié de celui du
cube,

36:\BCDEFCH est un
cube dont a est la mesure du
¢bté. Tet ] sont respactivement
des points de [AR] ef [BF] Lels
. aid
que: El =F}=—.
Exprimer le volume du solide
ABCDUYGIT en fouction de a.

37

ABCOEFGH est un cubo de valé a.
I ax! le milion de [AD].
Exprimer en fonction de « le
volume de chacun des solides
sulvants ;
1. la pyramide de soumet et
de base BIDC.
2. la pyramide de sommet ¥ et
de base BCHE.
3. la pyramide de sonumet 1ot
e base BCHE,

3% ABCDEFGH est un cuba de cdté a.
I est le point d’tulersaction de
(A1) et [DE)
1. Montrer gue les plans (AGH
ot (DEG) sont perpendico-
Laives, Quel est inlerseclion
e cos plans 7
2z, A est le projeté orthogonal
du point A sur [GIL
a} Démontrer que A’ est le projete orthogonal du point
A sur le plan (DRG]
£) Démontrer que tlans fe plan (A1), les denx triangles
AN'L et GITT sonl semblables.
Exprimar en lonction de « la distance du point A au
plan (DEG)L )
¢} Démontrer que : 1A' = 3- (G.

39

AD =8BL.

T at ] sont les milieux respectifs de (AB) et (CD).

1. Démontrer que la droire (11} est perpendiculaize aux
drottes (AB) el {CD).

2, Démontrer gue les aréles AL ot O soal ()L‘lhugm:nius
dans e cas AC = AT,

40 Dans un plan () on comnsidare un cercle (€3
de centre O ot un point A extérienr au cercle.
On construit deux droites (AB) et (AC) Bmgeates ros-
pectivemant en B el € au corcle (€] (I est ta draite
orthogonale au plan () en O et S est un point de (D)
distinct de O. N

ABCD st un 1éleaedre tol quie 2 AC = BD ul

1, Démontrer gue

- al les plans (SOB) ot {SAB) sonl perpendiculaires.

Bb) les plans (SOC) ¢t (SAC) sont perpeadiculaives.

Orthogonalité dans I'espace 951
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2. Démonirerque
a} Les droites (SA) sl (BC - sont arthogonales.
b} les plans (SAQ) et (SBC) sont perpendiculaires,

41 {P) ot () somt deux plons sécants, (4) leur
droile d*intersaction, el O un point napportonant pus &

(al.

On trace les perpsndicnlaires (CH] au plun (@) et (OI1)
au plan (8], Démontesr que lo plan (HOH") st parpen-
diculaire & [A).

O

42 ABCDETCII est un cube,
I G

m

.I. 3
EEe e
1;’;'-- i . C

A B

La droite (DI) coupe le plan (BGE) m L
Démontrar que (DF) st perpendiculaire an plan [NGE)
ol que : I = %— nF

A3 0n donne un plan [#]. A est un point de ()
ot B un poial n'appartenant pas i (),
Néterminer "ansemble des projetés orthogonaux de 1
sur les droites du plan (®) qui passent par A,

&8 ou donne un tétreddre rSgulier ABCD.

On désigne par I la milion de (AB]. par | lo milisu da
(©n).

1. Démanfrer que (AB) el {ICD) sont porpendiculaices.
Z, Démoatrer que le plan (ICD} est purpendiculaire avs
plans (ABC) ot (ARD).

252 Orlogonalité dans lespace

3. Démouteer gue lo plan JAD) est perpendiculaire zuyx
Plans [ABC) ot {(BCD), i
4. Démonlrer que las aritos opposées du tdiraddrs sonl
orthogonales,

45 Dons un plan (@) on considime un losange
ABCD. On désigne par O le point d'inlersection de (AC)
el (BD) st par (D) la drwite orthogonale en O au plan (#),
S est un poiot ds (D) distingt de O,

NDémontrex que :

a) la droite [AC) esl orthogonale aux droitos (ST) ot
(SD).

b) Ta droite (BD] est orthugonale aux droites (SA) ot
SC

¢} lus plans (SAD) ot [SAC) sonl perpendiculaires,

44 ABCDEFGH esl un cube. [ ot | sont los contres
respectifs des carrés ABCD el EFGH.
Démontrer que
a) (i) est orthogonale sux plans (ABC) st (EPG).
b) les plans (AEC) et (BDF) soul pecpendicilaires.

87 Vans un plan (#) on considirc un triangte
ABC. On désigoe par H Porthocsnlre de oo triangle of
par (@) la droite orthogonale en H au plan (7).

D ssl un point de () distinct de 1L

Démontrer que :

allos plans (ADH) et (BDCY) sont perpendiculaires.

b} les supports des ¢dtds opposts du tétraddre ABCD
sont orthogonaux deux 3 deux.

48 ABCDEFGIT est un cube.
On désigne par U le centre de oo enbo.

Ko .G

F“_‘f“\*“‘TF |

1. Déterminer le cosinus do Pangle A’(?G. _
2. A Paide d'une calculatrice, donner une valeur appro- @
chée de la mesurs do cet anglo.

A9 ABCDEFGH esl un cube.
On désigne par T le ceatre de la faca BOGF e par ] colui
de la face EFGH. :

Déterminer los angles dn triangle AT].
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Dénombrement

I-e dénombrement est truffé de longage propre aux « jeux » pratiqués sous
diverses formes. -

~ les paris spontanés ou orgonisés & l'occasion de compétifions sportives, de
courses de motos, de voitures ou de chevaux avec son fameux tiercé, en sont des
illustrations. _

~ Les jeux de cartes, le lancer de dé efc... apportent d’outres illustrations.

Les jeux africains font seulement maintenant une enirée fimicle clons cet univers des
jeux protiqués & Féchelle internationale. Aussi 'AWALE, jeu connu et pratiqué dans
foute I'Afrique sous diverses oppellations, o la prétention d'égaler lo renommée ciu
jeu d'échecs !

1.  Dénombrement de parties d'ensembles finis .......... 254
2.  Dénombrement de listes e eriericeies ——c— R -
3. Dénombrement d'arrangements

et de permutations ... A PR e L VN 260
&. Dénombrement de combINAISONS vvveeeicevvvncniieinees 265
TP Travaux PraticiUEs. « e oseissisnamimmsmimimmins e risin 267
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Denombrement de parties

|

1.1. Parties d'un ensemble

Un ensemble B est lind lorsqu'il est constitué de n éléments (n & i),

On .-ai;;p'él'le-cupdinal d'un ensgm'l}ié'ﬁn;i I le nombre d'éléments de cet ex'i'smillﬁe.

d'ensembles finis.

On note : card (E).
Remarquons que @ card (0) = 0.

®Cardinal de la réunion de deus parties disjointes
A ot B étant deux parties non vides d'un ensemble fini.
STAMB =0 alors card (A U B) = card {A) + card (B).

¥ Cardinal de la véunion de deux parties

Al B éant deux parties non vides d'un ensemble fini, AN, B\A ot A N B LA

sont des ensembles disjpints deux a deux, dont la réunion est égale d A U B,

Donc:  card (A U B} = card (A\B) + card (BNA} + card (A 1 B) (/r’ :

or card (A} = card (A\B) + card (A N B) : E
card (B) = card (BAA) + card (A N B) e

done::  card (A U B) = card (A) + card (B) = card (A 1 B).

A et B étant deux partivs non vides d'un ensemble fini, _ f
card (A U B) = card (A) + card (B) - card (A N B).

-..1.2. Problemes de dénombrement et parties d'ensembies
. Exemple 1

Les 50 éléves d'une classe de 17 disposent de deux options sportives, Iathlétisme et la natation,

27 éléves pratiquent Pathlétisme ; 29 éléves pratiquent la natation et 5 8léves ne pratiguent aucun des
deux sports,

Recherchons le nombre d'éléves qui pratiquent uniquement "athlétisme, ceux qui pratiquent unigue-
ment la natation et ceux qui pratiguent les deux sports.

"Traduction des données en termes d'ensembles
I est Fensemble des éleves de la classe de 199 L
A lensemble des ¢loves pratiquant Vathlélsme
B I'ensemble des éloves pratiquant la natation. f
Bone: A U B est Pensemble des élives pratiguant Fathiétisme ou ta natation : | { A
A N B est Pensemble des élives pratiquant Fathlétisime et la natation : L
ANB est Pensemble des éléves pratiguant unignement Fathlétisme '—__
BAA est Uensemble des éleves pratiquant uniquement e natation ; 7~

Cd U B est Fensemble des éleves ne pratiquant avcun des deux sports. |
Ona: ecard (B) = 50 : card (A) = 27 ; card (1) = 29 : card EA U B)= & !

254 Dénombrement
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M Résolution du probléme
card (A L B) = 50-05=456

card [A N B) = card (A) + card (B) - card (A U 1) ( \"r ) LA S
=27 + 28 -- 45 = 11 l . 4
card (A\D) ~panl (A] ~eard (AN B) = 27 - 11 =16 * G e

card (B\A) wonrd (B) ~card (AN B)=29-11 =18

¥ Conclusion en langage courant
17 élives pratiquent les deux sports. l
16 élives pratiquent uniguenment Pathlotisme. 5
18 élives pratiquent unigquenent Ja natation.

Exemple 2

Une enquéte sur la lecture des 3 journaux 4, %, € d'une ville a donné les résultats suivants.
Sur 1 500 personnes interrogées: 800 lisent =1 ; 750 lisent % 3 750 lisent G ;
300 lisent &3 et & ; 450 lisent € el 4 ; 450 lisent & et <8
100 Hsenl 1, 3B et €.
1. Combicn de personnes lisent deux journaux et deux seulement ?
2. Combien de personnes ne lisent aucun de ces journaux.

B Traduction des données en termes d'ensembles
E ast 'onsemble des persannes inlerrogaées
A Fensemble deos personnes qui lisent le journal o
B I'onserable des pecsonnes qui fisent le journal 4
¢ l'ensemble des personnes qui lisent Je jonrnal €.
Done: A U B U C est Fansemble des personnes qui lisent au moius un des trois journaus,
A N B est Fensemble dos personnes gui lisent les journaux o et o,
B N C est lensemble des personnes qui lisent les journaux B et 7€
A 01 C est Fensemble dos personnes qui lisent les journaux o et €.
A 1N Cest Fensemble des personnes qui lisend le trois junmnaux 4.8 b £
Ona o card (L) = 1500 card (A) = 900 ; gaetd {1B) = 750 : card (C) = 750 ¢ cared (A Y B) < 50
card (A 1 G) = 450 ¢ card (B 1G] = 300 covd (A M B NG = 100,

B Résolution du probléme
Question 1

Nembre de personnes qui lsent 2 ot 28 mais ne lisent pas - : ArBNL
card (A N B) = card (A N B N ) = 450 — 100 =350
Nombre de persennes qui lisent < et € mais ne lisenl pas 8 : et - 57~ C

card (A ) = card (A N BN ) =450 =100 = 350
Nombre de personnes qui lisent # el ¢ s ne liscnl pas of -
card (B M C) = card (A N B N C) = 300 - 100 = 200
Nombre de personnes qui liseut senlement deus journaux .
250 4+ 350 + 200 = 900

Question 2

Nombre da personnes qui lisent uniquement le journal o
9OU - (350 + 350 + 100) = 10O

Nombre de personaes qui lisent iniquement lo jowrnal A ¢
750 « (450 = 200 + 100) = 100

Nombre de personnes qui lisent uniquement ler journal C e
750 — (50 + 200 + 100) = 100

Nombre de personnes qui lisent au moins un de: cas journaux !
100 + 100 + 100 +100 + 350 + 350 + 200 = 1 300 A ACE B!

Nombre de parsonnes qui ne lisent aveun do cos journanx
1 500 -1 300 = 200

Déncmbrement 255
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2.1, Listes d'objets
smesms  Produit cartésien de deux ensembles finis
Définition -~ .

T e i i L i - 3 v Sy s e 1 v B B i ey Y . e oo kT
s Pl T g '—_:'f{‘.‘*:‘mﬁn .#‘_’-*b.‘-"-'_-' s A SR oy N N for ey a%-'; rliafn.,.mﬁ:&ﬁ-

A ¢l B étant deux ensembles finis non vides, on appelle produil cartésien de A par B l'ensemble
des couples dont le premier terme est élément de A ef le second terme est élément de B.

On note : A x B :
on lit : A croix B. NG 9 3 |

o e D 1 a; ) (e 3)
A et B sont les ensembles tels que : :
A=l{u:bic;d:e} ot B={1;2;3] b1y | h; ) |h;3)
Représentons le produit A x 13 par ie tableau ¢i-contre - g €N | @: D |
On peut aloes cumpter faciloment les dléments de A x B. R
Ce tablean comporte 5 lignes o 5 colonnes, soit au total d 1l | (o 2) [ 3
3 X 3 cases conlenant chacune un élément de A x 13, ¢ e | @: 9 [(e: 3

Exemple '

Plus généralement,
on démonire ot nons admetions la p ropriéte suivanfe :

A 1 B étant des ensembles finis non vides, card {A x B) = card (A) x card (B).

Remarque

lorsque Az B, ana:AxB=BxA,

= mmmesm  Produit cartésien d'ensembles finis
N pliste
On étend & p objels ordonnés @ idyaa, la notion de couple ot on obtient une p-liste,
Un la nots aa,;...; up).
ay sl le 1% terme, a, est le 2° ferme... , a, ast le p¢ texrme de la p-liste (3 bt ai']'
En particulier. une 2-liste est un couple, nne 3-listo est un toj pleL.

* Produit cartésien d'ensembles finis
On note iy xE, x .. x i, lensemble de toules es p-listes (¢, @ a5 ... ; «,} telles que :

4 €k, a, EL, ..., «, € B,

By XE, % ox R, esl appelé produit cartésien des ensembles LT LTI O

A, B, Csont les ensembles tels que : A ={u ; v} »B={min;p;iql,C={1;2;3}
On veut dénombrer les dléments du produit cartésien A x B x C. :

256 Dénombrement
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Pour cela. utilisons un arbre r'- 1ES CRITERES DE G GMX T LES RESUTATS

de choix, IT <hoix ces | <hoxdes | choixdes l

éléments ce A Sléments de B élementsde C | I

tym; ")
wpm, 2y
t;mg 3
-{u;n;0)
lu; r, 23
te:n ;33
w;p:
R p.9
Aucp, 3
5 U PRy
;9
R £ B e 1

N T
2ot 23
B8 11
o
1,
U} b
;8 1
(0; ;D
P 3)
pid; 1)
Vitg )

S

H ¢

NOMBRE DL POSSIBILITES Q Qx4 \ Ix4xnl 0d J

[

Ona:card (A)=2;card (B) =4 card (C) =3 card (AxBx (}=2%x4%3 =24,
®principe multiplicatif de dénombrement (ou de choix successifs)
E, I-:,‘.:_....- EB, sor_:.;. :d_gzs ensembles finis. On pose : card (E,} = nj,j;..,-c'éi;d (Ep) =n,
On veut dénombrer les p-listes, éléments du produit cartésien E; xE; X w. X E,,.
Pour former une p-liste. clément de By x 1, % ... x 1§, un constale que ©

— dans E,. il ¥ a n, choix possibles du 1% termne |

~ pour chaque 197 terme choisi. il y a dans F, ny choix possibles du 2 fermoe
- pour chaque 2¢ terme choisi, il y a dans K., n choix pussibles du 3" ferme :

— pouwr chaque (p = 1)¢ tlerme choisi, il y a dans 1., choix possibles du p¢ lerme.
(m en déduit le nombre des p-listes, léments de B X By X X B

On démontre ainsi la proprictc suivante :

E,E,..E, étant des ensembles finis non vides,
card (£, xE, X ... xEj} = card (E)) x card (E,) x ... x card (E ).

LES CRITERES DE CHOX | Esresu_ATS
LChoix du 1@ lerme [choix dy 9+ terme: - ¢hoix du p e

Hstration parun T | | | e
admdschee - | 000 '] 00 el 000 T -

[MOMBR? Dt POSSIBILITES n, X, S Ry X Mg e XTL,, !
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E ¢lant un ensemble de n éléments, .

le produit cartésien ExEx ... x E( 1 ensembles égaux 4.L) est noté P,

On a done : card {E7) = n#,
_ rcices S
2.0 Soilk- (1:2:3LF=fa:b;c;dbel G={a:b} i combion n'ont pas pout T tarma 2 7
On considére le produit cartdsion B x F x G. )
Caleuder card (F x B % (3). 2b soitr= {1, 2. 3, 4. 5}

Parmi les lisles. dléments de 1o x F x €,
— combien ont pour 197 terme 2 2
— combion onl pour 2% lermo a ?

— vomhien ont pour 1% tenne 2 ot pour 2° terate
@’

Combien y a-t-il de couples d'éléments de £ 7
Gombien y a-t-il de triplets d'éléments de E 7
Gombien y a--il de 4-Tistes d'élémoents de I 7

.. 2.2. Problemes de dénombrement et listes
s Problémes de dénombrement et E, x E, x ... x E

t:ompme son menu ¢n chojsissant une entrée, un plat de résistance et un dessert.
Quel esl le nombre de menus possibles 7 ' = ' '

Dans un restaurant, on propese yuatre entrées, trois plat& de résistance, deux dessexts. Chaque client

= i
Codage d'un résultat
Cs Uy €y ¢y 0N les quatre enlrées ; on pose : I = {58 my veyl.
Fye 1y Tg SO0 es trofs plats de résistance 1 on pose 1 R'= [r, ; s nd
d,. e, sonl les doux desserls : on posc : D = (] ; d,).
Ici, un résullat ast un menu choisi.

Par exemple, entrée : e,
plat de résistance @ n, } est un résultat,
dessert d,

B . «
Choix d'un modéle
Le menu choisi peut &tee modslisé par le triplot (e; ; ry 5 d,).
D'ime manigre générale, on peut modétiser chaque menu par un triplet. élémacnl de K X R x D.
& .
Dénombrement des résullats possibles

A chaque menu st associé un élément de E x R x 17 el résiproquement & chaque élément de KExRx D
est associé un menw.

Le nombre de menus possibles est done le nombre d'éléments de Ex R x 1),
cest-d-dire : card (E) x cord (R} x card (V).
¥ Diustration par un arbre '

* Réaliser un arbre avee pour critéres : lo choix do Ientrée. suivi du choix du plat de résistance puis du
choix ¢u dessert,

Problémes de dénombrement et E?

L'éclairage d'une grande salle est assuré par six points lumineux commandés chacun parun interrupteur,
Combien y a-t-il de maniéres diflérentes d'éclairer celle salle par ces six points lumineux ?

- 258 Dénombrement



www.biblio-sciences.org

B Utilisation de listes
Codage d'un résultat

a,, a,, Gy, 4,, a-, ag sont les six ampoules ; - Par exemple,

onpose:A=la, ;a,;a;;a,;a;;ag a, est allumée

On note : ; a, est allumée
1, pour exprimer quune ampoule est allumée, i a, est éteinte Bt vin yesultat:
0, pour exprimer qu'une ampoule est éteinte. a, est allumée

Onpose :E={0; 1} » a est allumée

Ici un résultat est la description de 1'état des six ampoules. a est éteinte

Choix d'un modéle
Le résultat ci-dessus peut étre modélisé parla6-liste: (1;1;0;1;1;0).
D'une maniére générale, on peut modéliser chaque état des six ampoules par une 6-liste, élément de ES.

Dénombrement des résultats possibles

A chaque état des six ampoules est associé un élément de E® et réciproquement, 4 chaque élément de E°,
est associé un état des six ampoules.

Le nombre d'états possibles est donc card (E®) ; il y a 2° états des 6 ampoules.

Par conséquent, il y a 63 maniéres différentes d'éclairer la salle (on a soustrait de 2°, l'unique état ou
toutes les lampes sont éteintes).

Hlustration par un arbre
* Réaliser un arbre avec pour critdres de choix les deux états de chacune des six ampoules.

® Utilisation d'applications

Dans l'exemple qui précede, le résultat modélisé par la 6-liste
(1;1:0;1;1;0)aurait pu 8tre modélisé par I'application de
A dans E ci-contre. .

A chaque état des six ampoules, on peut en effet faire corres-
pondre une application de A dans E.

Remarque

Plus généralement, A étant un ensemble de p éléments et E un ensemble de n éléments, & chaque appii-
cation de A dans E, on peut associer une p-liste d'éléments de E et réciproquement.

Exemple

OndonneA=(1;2:;3;4;5letE={a:b;ch

On considére 1'application fde A dans E définie par fl1) = a, fl2) =a, fi3) =c, fla) =b et fi5) =c.
A cette application, on peut associer la 5-liste (a;a;c ;b ;).

e Définir I'application g de A dans E associée a la 5-liste (c;a; b; a; b).

B Nombre d'applications de A dans E
Le nombre d'application d'un ensemble A de p éléments dans un ensemble E de n éléments est égal au
nombre de p-listes d'éléments de E.

. On en déduit la propriété suivante :
Propriete - -

Le nombre d'applications d'un ensemble A de p éléments dans un ensemble E de n éléments est
égal a n?. ' : ok : .

2.c  Les numéros de téléphone d'un réseau télé- 2.d  On lance deux dés cubigues de couleurs diffé-
phonique sont des nombres entiers naturels de rentes, un noir et un jaune. On reléve, dans
6 chiffres. l'ordre, le numeéro présenté par le dé noir puis
Quelle est la capacité de ce réseau ? le numéro présenté par le dé jaune.

Schématiser I'ensemble des résultats possibles.
Quel est le nombre de résultats possibles 7
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" Arrangements

Arrangements de p éléments d'un ensemble E de n éléments

Définition

E étant up ensemble non vide de n éléments, p un nombre entier naturel tel que : p < n,
t\m-ap]_aelle arrangement de p ¢léments de E, toute p-liste d'éléments de E deux & deux distincts,
On dit aussi p-arrangement d’¢lénments de E.

Exemple

Considérons l'ensemble Vtel que: V=da;e:iuz ol

Les triplets suivanls sont des arrangements de trois dlements de Vi (aezo)(oraeh iz usob
Cependant le triplet (i ; o ; §) n'est pas un arrangement d'éléments de V car I'élément § est répéte.

» Dénombrement des p-arrangements d'éléments de E

B Activité

Gn:dpnné V a ,F,l,'ﬂf oh aneutﬂéno:nbrerles anangements defroxs éléments de V.

Paur cela, on peut utiliser un arbre de choix.

LES CRITERES DE CHOIX LES RESULTATS

choix du 1= termel choix du 2¢ terme | choix du 3= terme
|

NOMBRE DE POSSIBILITES 5 5% 4 5% 4% 3 6D

* Expliquer la construction de cet arbre, achever la construction.

¥ utilisation du principe multiplicatif de dénombrement
Plus généralement. pour former un p-arrangement d'un ensemble E de n éléments, on constate que :

~ pour le 1% terme, il v a n choix possibles
— pour chague 1°F terme choisi. il ¥ « (a - 1) choix possibles du 27 terme
— pour chaque 2" terme choisi, il y a (n - 2] choix possibles du 3% terme

— pour chaque (p — 1)¢ terme choisi, il y a [n - {p — 1)] choix poasibles du p* terme.

On en déduit le nombre de p-arrungerment d'éléments de F.

940 Dénombrement
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‘.n":ef-_';p;=spﬂi--ﬂﬁ-ﬁﬁ@fﬁsaﬂi&m naturels fels que : 1 <p = n,
E est un ensemble de » éléments.
Le nombre de p-arrangements d'éléments de E est : nln - Vr-2) ... [n~-(p-1)L

Al 11’_[:1- 1n=-2)...1ln-(p-1)] ; Convention : Al=n:A) =1,
—‘t—v— —

- Notation :

p facteurs

- Hhustration par nn arbre de choix

LES CRITERES DE CHOIX LES RESULTATS
choix clu 1e terme| choix du 9 terme | ... choixdu pe temme i

=

f ..«c;-_-”-::___ﬁ:::““'_“_
’,_,_—-" o [ ——

éﬂ‘%

NOMBRE DE POSSIBILITES n n(n—1) Rl T n=p =T _
i
3.2, Problémes de deénombrement et arrangements
summecy Exemple 1
Tans un parking de cing places combien y a-t-il de fagons de garer trois voitures T
Codage d'un résultat
Pys-Pas Das Das Py, S0NL les cing places ; on pose : I = py: Py Py Py RS
©,, Uy, By SONt les trois voitures ; un pose: V =lu, | 2, v5t
Ici, un résaltat est 'état d'occupation des  Parexcmple o, oceupe la place py
cing places par les trois voitures. ‘ v, occupe la place p, est un résultat.

(la voiturc ... occupe la place ...) v, occupe la place pg

Choix d'un modéle

Le résultat ci-dessus peut étre modélisé par 1o 3-urrangement : (P 5 Py 5 Pg).

D'une manidre générale, on peut modéliser chaque état d'oceupation des cing places par un 3-arrange-
ment d'éléments de V.

Dénombrement des résultats possibles

Il v a A} 3-arrungements des 5 ¢éléments de l'ensemble V. A =5 x4 x 3 = 60,

Ilya done 60 maniéres de garer 3 voitures dans un parking de 5 places.

Ilustration par un arbre

« Réaliser un arbre avec pour criléres de choix les positions possibles de chacupe des trois voitures.

s Exemple 2

Lorsqu'un probléme peut éire modélisé par un p-arrangement d’éléments d'un méme ensemble E de n
é&léments, nous allons voir, dans I'ecxemple qui suit, qu'il peut aussi étre modilisé par une application
particuliére de {1 ; 2 ; ... ; pl dans L. '

>
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Une asssmblés comporte 50 mewbres. De combien de
sﬂnnesigoib.pa's_;é._d’ﬁn Pté's_l'dﬁn!s:dfl}i'&liw'

m_Utilisation d'arrangements
Codage d'un résultat :
s Py oo Mgy soUL los cinquante membres ; on pose : M = iy smy ;. imyg )
BT, S sont respectivement le Président, le ‘Trésorier, le Secrétaire ; on pose: E={P;T:S].
fel un résullat ost 1a composition d'un | Par exemiple, le Président est m,
buxeau. | le Trésorier est My } est un résultat,
le Scerdtaire est my,
Choix d'un modéie
Le résultat ci-dessus peut 8tre mod4lise par le S-arvangement : (m, : nomy ).
D'une manigre générale, on peut modéliser chaque composition du bureau par un 3-arrangement d'élé-
ments de M. .
Dénombrement des résultats possibles ’
'y a A%, 3-arrangements des 50 éléments de Vensemble M. A3 = 50 x 49 x 48 = 117 600.
Il y a donc 117 600 fagons de choisir un biireay dans l'assemblée.
IMustration par un arbre
Reéaliser un arbre avec pour critéres, le choix du president, suivi du choix du trésorier puis du choix du

secrélaire.
m Utilisation d'applications injectives
Dans l'exemple qui précede, ls vésultat modélise par le 3-arran-

sexent (m, : m,, ; m,,] aurait pu étre modélisé par l'application N TP L
de E dans M ci-conlre, I E"'___/—.'_r [‘ . M
AT - .
; '

pondre une application particulidre de E dans M. g

On remarque que ;

g’j><\r LT
card {B) = card (M) : \'/

deux éléments de E n'ont pas la méme image.
Une telle application est dite injective ; on dit aussi que ¢'est unce injection.
Définition
On appelle application injective ou infection de E dans F, toute application de E dans F telle que
les images de denx éléments quelconques de E sont différentes.

Schéma rd -—FXY ..,.___'ré \\

d'une application | e
non  injeclive |

A chaque composition d'un bureau, on peut en cffet faire corres- Kr

Schéma
d'une application
injective

Remarq ue

Pius généralement, A étant un ensemble de p éléments et E un ensemble de n éléments, & chaque injec-
tion de A dans E, on peut associcr un Pp-arrangement d'éléments de F et réciproguement.

m Nombre d'injections de A dans E
Le nombre d'injections d'un ensemble A de P éléments dans un ensemble I de n éléments est égal au
nombre de p-arrangements d'éléments de E.

On en déduit lo propriété suivante -
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E xercices:

3.0 OndonncAs={a:b:cletB=1{1:2:3 s gk, Cﬂrm_hierf peut-on former de m:mbrns der trois
Combien d'injections de A duns B peut-on ¢hiffres 4 l'aide do ces vartons ?
définie ¥
Pacudl cas in]'er'tinm on considbee cellos gui 3¢ Avee les lelizes du mot PRODULT. eombien e .

donnent 3 pour Imdj,ﬂ de a. Quel cst 1o nuu:hm

« mots » de 2 lettres différentes pount-on forer ?
de ces injoctions ¥

Parmi wes mots, caleuler le nombre de ceux

- qui ¢ umencent pac P ;
3b On dispose de cing cartons portant respective- - qui ne conlienment pas la lettre R ;
ment les cing chillees 1, 2, 3, 4, 5. — i contiennont la letes D,

3.3. Permutations

T

== Permutations des n éléments d'un ensemble E
Defimhon ;

E étant un ensemble non vide de n élmvnts, on a;:rpena paxmutaﬂun ﬂsﬂs n uium@ms cle E'iﬂﬂt
arrangement des n éléments de E.

Exemple
Gonsiddrons l'ensemble Vil que: V={z:e;i;u:ol
Les arrangements suivants sonl des permutations d'éléments de V
(e sipwio), Hyore pusa) a2 5t:0)

Considérons I'ensembie Ktel que:E=la b ;).
‘Toutes les permutations des éléments de K sont
(@ib;c),bic:a),(c:a:b), (a:e:b),biase)le;b:a),(b:c: a)

E e raman s im s ——

E étant un ensemble non vide de.n:é&é‘ments, }e nombre de permutations des élém

i
-

iOnnote: A} =nx(n-1)x...x2x1=n! ; onlit:factoriclle n

3

Z — - = h

5 n facteurs Pur convention : 0! =1
in-w W NS A N e . A P

T e W MY SN S R R L 2 8 R U A U T SRR

* Vérifierque: 3! =6; 7! =5 040.

On peul démontrer les propriétés suivantes :

1 et p étant des nombres enti

rs naturels tels que s 1 < p < n,
nl=nxn-1p AP

h |

. S e L

Démonstration

n et p sont des nombres entiers naturels tels que: 1< p < n.
Onu: Al=aln-1} ... (n—p+1)

or : l=nn-1).. m-p+1)n-p)..3x2x1

- e
T S — il

Al (n—1)!

!

d'ou: AR= W

By Dénombrement 263
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smsssssm Problémes de dénombrement et permutations

De combien de facons différentes peut-on disposer quatre personnes sur quafre chaises numérotées ?
B Utilisation de permulations

Codage d'un résultat

a, b, ¢, dd sont les quatre personnes ;
onpose B={a; b;c,d.

1, 2, 3, 4 sont les numéros des quatre chaises ; 1 est ocuupée par ¢
onpose A=[1;2:3;4} 2 est oceupée par b
Ici un résullat est la description d'une oceupation 3 est oceupée par d
des quatre chaises par les quaire personnes. 4 st oceupée par o

Par exemple,

esl un résaltat.

Choix d'un modéle

Le résultat précédent peul étre modélisé parla permutation (c: b d ; ).

D'une manitre générale, on pent modéliser chaque occupation des quatre sibges par une permutation des
¢léments do E

D:.nambmment des résuftats possibles

A chaque occupation des quatre sidges est associée une permutation dos éléments de £ ol réeiproque-
ment.

Le nombre de permulations des ¢léments de E cst 4!

1l y a done 24 fagons différentes de disposer les quatre personnes sur les chaises numérotées.
Illustration par un arbre

= Réaliser un arbre avec pour critores, les choix successifs d'un sieége par chacune des personnes.

B 1Jtilisation de bijections

Dans I'exemple qui prém‘sdu, le résultat moddlisé 1;\ /—
par la permutation (¢ ; b ; d ; ) aurait pu étre . )
modélisé par la bijection {ie A dans E ci-contre. [A | 9 -f* ob .-

A chague état d'ocenpation des chaises, on peut en
ctfet faire correspondre une bijection de A dans E.

_Remarque 4// \‘ ‘M

Plus généralemeni, A et E élant des ensembles de n éléments, & chaque bijection de A dans E, on peul
associer une permulation d'éléments de I et réciproquement.

¥ Nombre de bijections de A dans E

Le nombsre de bijections d'un ensvinble A de n éléments dans un ensemble E de n éléments sat égal an
nombre de permutations des élémoents de E.

On en déduit la propriété sujvante :

n étant un nombre entier naturel différent de 0, le nombre de bijections d'un ensemble A de n ¢lé-

ments dans un ensemble & de n éléments est égal a n!.

=
3.d  On dispuse de cing cartons portant respective- aj si les chaises sant numéroldos ? :
ment les chiffres 1. 2.3, 4. 5. b} si les chaises ne sont pas numdératdes ?
Combien pout-on former die nombres de cing
chiffres 3 1'alde de cos cartons? 3{ Combien de mots différents peut-on [urmer
: avec les lettres du mot BURKINA, chagus
J.e Dix personnes vont £asseoir autour d'une table lettre étant utilisfe une et une seuls fois, les
= o : v . 5 )
ronde. De combien de manidres peut-on faire mols ayant un sens ou non

asseoit ces dix persvnnes :

264 pénombrement
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...4.1. Combinaisons |

E étant un ensemble non vide de n éléments, p un nombre entier naturel tel que : p = n,

on appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E ayant p éléments.
' On dit aussi p-combinaison d'¢léments de E. : -

Exemple

Considérons 'ensemble Vel que: V=t{a e é; ¢ o}

Les ensembles suivanls sont des combinaisons de deux éléments de V e e {a: it fe s .
« Donner loutes les combinaisons de trois éléments de V. Combien y co a-t-l #

e Donner une combinaison de cing dléments de V. Cambien y en a-t-il 7

o

wmsmms Dénombrement des p-combinaisons d'éléments de E
m Activité

Un sélectionneur d'athlétisme dispose de 4 coureurs dont les maillots sont numérotés 1, 2, 3, 4.

On note E l'ensemble de ces coureurs,

Pour former I'équipe nationale, le sélectionneur organise un test qui ne permet pas d'ex-aequo, afin de
prendre les trois meilleurs coureurs parmi les quatre dont il dispose.

On veut rechercher le nombre d'équipes possibles.

s Expliquer pourquoi un classement de 3 courcurs de F est un 3-arrangement des éléments de E et pour-
quoi une éguipe est nue combinaison d'éléments de E.

« Combien de classements de 3 coureurs peut-on réaliser ?

e Combien de classements de 3 courenrs peut-on réaliser avec chaque équipe de 3 joucues ¥
Ou pose G le nombre des 3-combinaisons d'éléments de E.

» kExprimer C} en fonction de A3 et 3L

o Compléter te lableau suivant et donner le nombre d'équipes possibles,

Classements possibles de 3 coureurs parmi 4 Equipes pos_s_ihlv.s , o
(les d-arrangements des 4 éléments de E) (les 3-combinaisons des 4 éléments de E)
sz, 00 ;852 (25800 251;59) 1:2:3)
@s s @ir k@) . : U
(Z2;21:4) . - {1:2;4}
(34 . 11:4 ;5
T (2:3:4) ... ) 2:3:4)

pCas général

a et p sont deux nombres entiers naturels non nulstels que : p < n.
On se propose de dénombrer les p-combinaisons des 1 éléments d'un ensemble E.
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Désignons par C le nombre de ces p-combinaisons ct calculons L.

Chague partic de p éléments de E permot do réaliser P! permutations.

{r chaque pormutation ainsi oblenue est un prarrangement d'éléments de E.

l.e nombre de p-arrangements d'éléments de E est done égal au nonibre de p-combinaisons d'éléments de
E multiplié par pt.

Par conséquent : Al = plx (P,

n et p sont des nombres entiers naturels non nuls tels que : p < n ;
E un ensemble de n éléments, S
Le nombre de p-combinaisons d'¢léments de E est : _f;i'l

{ Av 3
i Notation : h=— :
o i

n 8

La notation s'étend lorsque p = 0 = F;- =1 f
T, P A o i s il sy - wate : TR - : it e L T __d;"'

* Vérilier que : CI = 35,
* et p élant des nombres entiers naturels tels que :p = n,

démontrer que :

5 f n!
Y o . e = i T e ] ¥
m=1 Cl=n ; Chr=C2 | = TR

Codago d'un résultat

4y Uy, g, oy, dp sONL les cil}q am}zoulfas son pose A = ey oy ay ;6 agl.
Ici, un résultat est une manidre d'éelairer Ja sulle.

Par oxemple. les trais ampoules allumées sont - g 3Gy Ty

Choix d'un modéle

Le résultat ci-dessus peut étre modélisg par la 3-combinaison : ey s ay s ag)

[Fune maniére géndrale, on peutl moddliser chague manitre d'éclairer lu salle par une 3-combinaison
d'élémants do A,

Dénombrement des résultats possibles Al i
Iy a Cf 3-combinaisons des 5 éléments de F'ensemble A. Cl=—2=_2_ _qp,
Il 'y a 10 manidres d'éclaiver la salle par troig ampoules,

3 31 x2! 5
E( ercices =

4.0 Aun terme d'une réunion particulicrement ani-
maén, les huit membres d'un conseil dadminis-
tration se serremt les mains. Combien de poi-
gnées de mains seront ainsi echangées?

o

e

h) Combicn de choix a-t-il ¢l doit vépondre
auX rois premidres questions ?

¢} Combinen a-t-il de choix sil doit répondre i
aumoins 4 des 3 premiéres questions ¢

4.c On considére six points du plan non alignés
trods @ trods,
Combiun de droites ces points déterminent-ls ?

4b  Avom d'un examen un étudiant doit répondre
a 8 guestions sur un lotal de 10,
@} Combien a-til de choix possibles de ces 4
questions?
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—1P1. Les parties d’'un ensemble

mmpmess  Exemple

On donne un enssmble E de quatre éléments a, b, ¢, d.
On veul trouver e nombre de toutss les parties de E.

¥ Dénombrement de partics de £ par les combinaisons d’éléments de E &

* Donner le nombrre de parties de I contenant zéro ¢lément. un élément ou qualre éléments : quelles sont
ces parties ?

® Danner le nombre de parties de E contenant deux sléments on trois éléments.
¢ Concluro.

¥Dénombrement de parties de E par un arbre
» Compléter 'arbre ci-dessons.

! L£S CRITERFS DE CHOIX LES RESUITATS
l dpparienance | appartendance | apparnenance |apparterance | les parties |
. dea de b e L _ded |  deE i
I i
: |
oui ,‘h-ﬁ--—'"‘-—-___‘___J* ____________
[
[ I
oui non IS
e .
R e
g ; R
|
ron :
NOMBRE DE POSSIBILITES 9 9x9 2x9xQ |9xIx2x2 |

¥Dénvmbrement de parlies de X par applications de E dans Pensemble {oui ; non}
A chague partic de 1 correspond une application de E daus {oui : non} et réciproquement.

Exemples

o ;\A‘,“—?‘—“(/WN /o)

Ca J:?::“EH non Coe—d—u,  S—— ¢ Ca I
\eef— X = \al)
Cette application correspond * Quelle est la partic qui * Quelle ast Papplicalion qui
a 'ensemble vide correspond & aette application ¥ correspond 4 la partie le; b d} ?

wmmmmm  Plus généralement
On démontre que :

Lo nombre de parlics d'un ensemble non vide de n éléments est 27. I
(¢'est 1o nombre d'application de I dans I'ensemble {oui ; non).) :
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= Application

Les parties d'on ensemble et les nombres réels C?
f est un nombre entier naturel non nul,
p un nombre entier naturel lel que : p<a.

On considérs un ensemble E de 2 élémoents.

L3

* GCompléter |r tableau ci-dessous a I'aide des CP.

1
Propriétés des parties d'un ensemble fini Propriétés des nombres C2

— Il y a une seule partic vide et une scule partie pleine do E. o = Y,
Une partie pleine est unc partie contenant n élémoents : c'est Pensemble 4, | 72~ 0 = o .

= Il y a a singletons de L.

= Chaque parfie de E contenant n — 1 éléments est le complémentaire dans ol = =2
E d'un singleton et réciproquenent. 0 ¥a T e T

Il ¥ a donc autant de pdrtws de E & n— 1 dléments que de singletons dans E.

- Ghaque partie de E & p ¢léments est e complémentaire dans E d'une
partie de K a n — 1 éléments ef oé ciproguement.

Gl 52 ansion Fmwnia
Il v a donc autant de partics de E 3 p éléments que de parties de E a| ™
n — p éléments,

Le nombre de parties de E est 27, 2 =0 +

TP2 Tirages simultanés, tirages successifs avec ou sans remise

I'objet de ce TP est de préciser par des exemples los ¢

xpressions couramment utilisées dans les pro-
blémes de dénombrement -

« Tirer ";UHUHUHPIIPPHT— Tirer successivement, avea ou SOUNS [CHISE ».
aamems EXemple 1 : Tirages simultanés

Une urne canhent 5 boules marquées @ ;H ;¢ d;e.
Onpose:U={a;b;c;d;e. :

On tire sunul!ﬂnément trois houles de celte urne, '
‘On veut dénombrer tous les résultats possibles d’un tel tlrage

Ici, un résultat ast une partic de 3 é1éments de U,
c'est une 3-combinaison des dléments de UL

Excmple : b d ; ¢ sont lirds simultanément.
Ce résultal peut dtre naté : b d : al.

* Résoudre le prohléme.

Exemple 2 : Tirages successifs sans remise

Une urmne contlent 5 boules marqueeq a h jeidse. s
Onpose:U={a;b;cid:el. :

On tire su iessivisasnt sans remise trois lmules de cetle: urne.
On veut dennmbrer tous les résultats possnbles d'un tel t;mge.

Ici. un résultat est une partic ordonnée de 3 éléments de U, ¢’est un 3-arrangement des élémenls de U.

968 Dénombrement



www.biblio-sciences.org

Ici, nn résultat est une partie ordonnée de 3 éléments de [J, ¢’esl un 3-arrangement des é)éments de U,

Exemple : 1o tiage . b

9= tirage - ' e lirage - a

Cu résultat peut étre noté : (b; d; a).

» Résoudre le probléme,

—_— Exemple 3 : Tirages successifs avec remise

Une urne conftient 5 boules marquées a;b;c;d ;e
OnposeU={a;b:c;d;el. Y

On tire successivement avec remise trois boules de celte urne.
On veut dénombrer tous les résultats possibles d'un tel tirage.

Ici, un résultat est une partie ordonnée de 3 éléments de U pouvant étre répdélé, o'ast une 3-liste des élé-
ments de U.

IExemple 1" tirege : b 97 tirage : « 3 tirgge : b
suivi d'une remise suivi d'lUne remise
de b dans 'ume de d dans 'urne

Ce résultat peut ftre nolé : (b ; d ; b).

¢ Résoudre le probleme.

—-db3 Dénombrement et langage des jeux

B Jeux de cartes

—Un jeu de cartes est composé de quatre « couleurs » 1 le Urédle, le pique, le carreau, le cocur.
— Chague couleur comprend 13 cartes dans un jeu de 52 carles (52 = 13 x 4);

ou 8 cartes dans un jen de 32 carles (32 = 8 x 4).
En outre, chaque conleur comprend quatre figures : as. le roi, lu dame, le valel.

lzs 4 figures de chague couleur

Roi Dame Valetﬁ] 10 9 8 7 6 5 4 3 2

les 8 cartes de chagque couleur dans un jeu de 32 cartes

les 13 cartes de chague couleur dans un jeu cle 52 carles
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Le trétle et le pique sont noirs

As de tréfle

.z.r--n-n
P

Roi de pique

l.e ceeur et le carrean sont rouges
Name de coenr

.
Valet de carrean

Les carles sont distribuges de maniére équitable aux joucurs.
Lensemble des carles regues par un joucur, apres unc disteibution, est appelée une main.

s, LONGaAge souvent utilisé exactement, av moins, au plus

= « Tirer au moins une carte » d'un jen de cartes,
c’est « tiver une carte » ou « tiver deux cartes » ou « lirer lrois cartes ». ele. .,
¢’est « tirer une carte » ou « tiver plus d'une carte ».
— « Tirer au plus trois cartes » d'un jeu de cartes,
c'est « lrer Lrois carles » ou « tirer deux carles » ou « tiver une carte »,
cest « Lrer lrols carles » ou « liree moins de trois cartes ».
— Pour éviter toule ambiguilé, on peut dire :
« lirer exaclemenlt deux carles » aw lieu de dire « tiver denx carfes ».

_Lancer de dé

= Un dé ost un petit cube portant sur chaque face
un point, deux points, trois poiuls, ... six points.

— Apres avoir lancé le dé. on allend qu’il s'immobilise, puis on lit le nombre
de points marqués sur su face supCricure.

—Un dé est équilibré lorsque son cenlre de gravité est situé au centre du enbe.

On peut déplacer ce centre de gravité en placant. par exemple. unc putite
masse supplémentaire sur Mune des faces
on dit que « le dé est pipé ».

énombrement
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'E xercices

APPRENTISSAGE

Dnombrement de parties
d’ensembles finis

Partie d'un ensemble

1Dn donne le diagramme ci-dessous.

lh 'd ji
[,

Dovpner la liste de chacun des snsembles suivanls ;
A;B;ANB;AUDB:A\B;B\A;E;ENAUT);
EMA O B).

%on désipne par T l'ensemble des nombres
entiers naturels plus petits que 16, par I I'ensemble des
nombres impairs de E, par P U'ensemble des nombres
pairs de T et par M, Pensemble des nombres de E mul-
tiples de 3.

Représenter les ensenibles E, I, P, M, par un méme dia-
granune ; ¥ faire {figurer tous les éléments de E.

3(')11 donne :
Card (A) = 1521 ; card (B) = 798 : card (A U B) = 2319,
Caleuler card (A N 1) : card (BAA)

‘Du donne : card (A) =17 ¢ card [R) =24,
vard [A U B) = 25,
Calculer card (A N B) ; card (A\B).

Problémeés de dénombrement et parties d'ensembles.

sSm‘ & 224 voilures venduss par une sociéld
commerciale, 3 243 soul équipées 'un lectenr de cas-
scttes landis que 4 932 sont équipées d’une climatisa-
tion et 1 927 voitures ne possédent ni lecteur de cas-
settes, ni climatisation.
Combien de voitures sont i la fois équipées d'un Jecteur
de casselles et d'une climatisation 7

6I}ans une classe de premiere, sont fndiges les
lanpues suivantes : anglais, sllemand, espagnnl.
Chaque éleve ¢tudie auw moins une langue : 5 éludient
les trais langues, 7 Panglais et allemand, 8 I'anglais of
Pespagnol, 9 Pallemand et 'espagnol.
Enfin 20 étadient (seulement) 'anglais, 15 Uallomand,
18 I'espagnol. :
Quel est Peffoctif de cette clagse ¥

&nombrement de listes
Listes d’objets

1anose: Velaiesiva) o C=ile;wixl
Représenter par un tablean chacun des produits carlé-
siens VxCetOx V.

a()npusezr'={0:1;2;3 i phee; 7i839L
1. Douner :
— lrois couples d’éléments de K :
- Lrois triplets d'élémoent de E ;
— trois listes de 4 éléments de E (4-lista) ;
— lrois listes de 5 éléments de E [5-liste] ;
2.(2:1;5;1;86)est-il un 3-liste d'éléments de B 7

900 posc : E=11.2. 3. 4. 5, 6. .
Combien v a-t-il de teipluts Jd'éléments de £ ¥
Itlustrer par un arbre de choix,

Problémes de dénombrement! et listes

100u laace simultanémont trois dés cubiques de
couleurs diflérentes | jaune. voir el rouge (voir TP3).
Aprés immohilisation des dés, on note le nomwbre de
puints observés sur la face supéricure de chacun des
d8s, ot anci dans Pordre suivant : dé noir, dé jaune, d6
rouge.
Quel esl ls nombre de résultats possibles ¥

TTon puse i A={1.2,8,481ctB=lx:g:uh
Combien. y a-t-] d'applications de A dans B ¢
Combien y a-t-il d'applications de B dans A ?

121 ftanl un. entier naturel non oul, E un
ensemble de n élémoents, quel est le nombre d'applice-
lion de Tt dans un ensemble contenant un seul éléwent 7

T30uns les mimes conditions qu’au n® 12, quel
est Jo nombre d'application d'un singleton dans £ 7

Denombrement d'arrange-
ments et de permutations

Arrangemenis

800 posc - E=10:1;2:3:4:5:6:7:8;9l.
1. Donner :
~ trais arrangements de 2 éléments de E [Z-arrapnge-
ment) :
— trois arrangements de 3 éléments de B (3-acange-
ment) ;
— trats arrangements de 4 éléments de E (4-arrange-
ment] ;
- trois arrangements de 5 éléments de B [G-arrange-
ment).
2. Parmi les d-listes d'éléments de E, dive coux qui sont
des 4-arrangments (el ceux qui ne le sont pas).
(5:2;0;%7 5 (3:1:0:1) : [1:2:341)
[B:8:4a 3] ; 0:1;2,3) ; (300,80

12calculer les nombres suivants :

£ 5 AR s AT+ NZ
AZ s As E Afooor

16, et p soot des nombres enliers naturels tels

que: p s na.

Exprimer en fonction de n et p les nombres suivants :
ag A
A AL

Dénombrement271
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'Problémes de dénombrement et arrangements

17 Combien ¥ a-t-il d'arrangements 2 4 éléments

d'un ensemble 2 5 gléments ? v
Combieh ¥ a<-il d'arcangements 3 3 ¢léments d’un
ensemble’d 12 Alénionts 7

Combien y a-t-i] d’arrangements & 5 dlémonts d'un
ensemble & 8 éléments 7

1800 pose: B={a;b;¢ vl el
Combien y a-t-il d'arrangements 2 2 lémonts de len-
semble E 7 -
Mustrer par un arbre de choix.

19 0n tire suctessivement et sans reniise trois
objets d'un sac en conlenant dix. Combien y a-l-il de
tirages possibles ¥

20 £n supposant qu'il n’y a pas de répétition,
a] Combien de nombres de 2 chiffres:peut-on former a
Paide des chiffres : 2, 3. 5.6, 7. 97
&) Combien de ces nombres sont inférieurs & 400 ¥
¢) Combien sont-ils ?
d} Combien sont-ils impairs ?
e} Gombien sont-ils multiples de 5 7

_ 21 Une ume contisnt quatre boules indiscer-
nables au touché, numérotées 1,2, 3eat4,
On tire succesivement ct sans remise trois baules de
'urue et on note le nombre obteny en alignant dans
Pardre les trols boules tirées {voir TP2),
1. A I'side d’un arbre de choix, déterminer le nombre
de résultats possibles.
2. Cambien obtient-on de nonibres conunengant par le
chiffre 2 7
3. Combien obtient-on de nombres comimengant par le
chiffre 1.7

22 Parmi les applications dont les schémas sont
donnés ci-dessous, dire celles qui sont injectives (el
celles qui ne le sont pas).

L a2 L3
' i
Rl Rt L
23 Onpose:a={1 2L, B=(x;y:2)
Définir ttois applications injectives (ou injections) de A

dans B,
Combien peut-on définir d'injections de A dans B7

Permulations

28 Donner deux permutations de chacun des
ensembles suivants
fa b} [1;2:3) la;e;i; ;0

25 Combion y a-tl de permutations d'une paire ¥
Dun ensemble i 4 ¢léments ? 'un ensemble & 7 §l6.
meents 7

26 Onpose:E-= iy z.

272 pénombrement

Combien y a-t-il de permutations d’dléments de EY
Dustrer par un wrhre de choix.

27 Combien de mots différents ayant un seus ou
non pout-on former avee toutes les lottres du mot NIA-
MEY, chague lettre dlanl utilisée une senlo fois 2

280 pose :
E:In;u;x;y:z}elb‘:{l;2;3:45}.
Combien y a-t-il de bijections de K dans T ¢

[Dénombrement de combi-
naisons

Combinaisons
99 On poseiT=fris é:u:o; wh
Donner : '

= toutes les combinaisons de 2 éléments de E;

— toutes les combinaisons de 3 dléments de E i

~ toutes les combinaisuns de 4 éléments de I :

— toutes les combinaisons de 5 éléments de Tt :
Cowmbien de combinaisous de 6 élémenls de K peut-ni
former 7

20 Calculer les nombres suivanls
Gf i3y O ) OO

31 Calculer e plus simplament possible :
CI+Cl+CE4(+CE+ 0L

Problémes de dénombrement et cambinuisens
320npose:E=lu:b:e vd el

Trouver une combinaison 3 3 ¢léments de . Combien ¥

cn a-t-il 7

Trouver une combinaison a 3 dléments de E contenanl

¢ cte. Comblen y en g-t-] ¢

Trouver une combinaison a 3 élémonts de T ne conte-

nunt pas d. Combion y en a-1-1 7

33 Combien y a-t-il du combinaisons 3 11 lé-
ments d'un onsemble a 18 éléments ?

24 Combien Tensemble (¢ ; b ;e ef} a-t-il de par-
lies & 3 éléments 7 4 1 8lément 7
Pourquoi tronve-r-on le méme résuliat 1

35 Qual ost Ie nombre de parties de 'onsemble
vide ? Celui de Pensemble la: b ;¢ @ df ?

36 L'Orpanisation Non Couvernemenlale « En-
fance et Education » est composée de 18 lemmes of 32
hommes. Cette ONG désire former son bureaw COMmMpUsE
d'un président, d’un secrétaire géndral et d'un trésorier
1. Combien peut-on former de bureanx ¢ :
2. Combien peut-on former de bureaux possibles cans
chacun des cas suivants :

@} Le trésorier doil 8tre une fommeo
b) Monsieur el Madawme EBOUTO, fondatews de celle
ONCG, ne souhaitent pas faire partie du méme bureaw.

APPROFONDISSEMENT e

27 On pose E=fa:h;cidiefetk=[1;2.3).
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Combien existe-t-il d'applications de I\ dans F ¥
Combien existe-t-il d’applications injectivos de B dans F ?

38 Un « mot » étant une suite de lottres, ayant un
sens ou non, combien avec les cing lettres A, B.C, ), ¥
peut-on former de mots de cing lettres, distinctes ou
non ? De mols de cing lettres toutes différontes 7

39 Mémes questions qu'au n° 38 avec les mots de
3 letires prises parmi les 5 : les 3 lettres sont distinetes
ou non, puis les 3 letires sant distinetes.

A0 Une plaque dimmatricolation porte deux
lettres distincles suivics de trois chiffres dont le pre-
mier est différent de zéro, '
Combien de plaques dillérentes peut-on imprimer ?

471 Dans une classe, un contenlieux s'est révéls
entre les éléeves et Padministraion. Aussi est-il décidé
d’envoyer deux délégués : une fille el un gargon pour
régler le différend. Sachont qu'il v a dans la classe 24
filles el 40 garcons, combien peut-on former de déléga-
Uons différentes 7

A2 Dans ane assemblée de douze personnes, huit
hommes et quatre femmcs, on veul constituer un comi-
té de trois personnes avec les fonctions de président,
sneréitaire et leésorier.

a) De combien de maniéres peut-on former ce comité,
une méme porsonne ne pouvant cumuler plusicurs
fonctions ¢

) De combien de manidres peut-on former ce comité si
on veul qu'une foemme soit seerdtaire 7

A2 Douze personnes vont &'asscoir aulour d'une
table runde. De combien de manigres peuton faire
asseoir ces dix persoruies
a} si Jes chaises sonl numérotées ¥
b} si les chaises ne sont pas numérotées ?

4% o) De combien de fagons différentes. 3 garcons
el 2 lilles peuvent-ils prendre place sur un banc 7
b} De combien de fagons peuvent-ils s’assecir, si les gar-
qons s'asseyent les uny a coté des autres el 571l en est de
méme chez los filles 7
¢} De combien de manitres peuvent-ils s'nsseoir si et
seulement les filles s'assevent l'une 4 coté de Pautro 7

A5A loral d’un exemen un étudiont doil
répondre a 6 questions sur un total de 8.
) Combien y a-t-il de choix possibles ?
b) Combien de choix y a-t-il ¢'il doil répondre aux treis
premigres questions ?
¢} Combien y a-t-i] dr choix s'il doit répondre & an
" mains 2 des 4 promigres questions 7

4&]','(&{:1;1‘;1":1;;&; d'une grande sulle est assuré par
cing ampoules commandées chacune par un interrup-
Leur.
De combicn de maniéres peut-on &clairer cette salle en
allumant exactement trois ampoules 2

47(1} Dix persounes se réunissent dans une salls
el, commge il se doil, se sexront las mains ay début de la
réunion.

Combicn y a-t-il de poignées de mains 7

b} Sachant qu'i] y a4 eu 5151 poignées de mains au début
d’une réunion, combien v avait-il de personnes 1

48 on dispose d'un jeu de 32 carles (voir TP3).
Un en prend simullanément 8, ce qui consitue une
« main ». :
a) Combien v a-1-il de mains différentes possibles 7
Dénombrer les mains qui contiennent :
b} uxactement deux as ;
¢l aucun as ;
o} au moins un as ;
) Bxaclement deux ceeurs et trois piques ;
/] Exactement deux coours, trois plgues of un trélle
gl au plus deux dames. . -

A9 on met les letires du mol PARAMILITAIRE
dans un sac. Ces letires sonf supposées indiscernables
au toucher. On tire successivenment et sans remise 6
letlres du ssc. De combien de fagons différentes peut-on
abilenir : ?

a} le mot PLAIRE

b} le mol LIMITE
— los lettras du mol étant titées dans le bon ordre 7
— les letrres du mot &tant oblenues dans Pordre ou
dans le désordre ?

50 ay départ d'une course de 100 w, il y a 20
COUTCHTS.
1. Combisn v a-t-il d'arrivées possibles des 20 coureurs 7
2. Combicn y a-t-il d'arrivées possibles des trois pre-
miers sans ex @guo 7

57 Pour ouvrir un coffre-fort, an doit COMPOSHT
un code sacret de quatre chilfros sur un tableau infor-
matique de dix chiffres :0;1;2;3;4:5;6;7;8:9.
1. Déterminer le nombre de code possibles,

2. Combien ¥ a-t-il de codes commencaot por 2 7
3. Combicn y a-l-il de codes ne vontenont pas 0 7

32 Mousieur DIOP posséde dans son avmolrs
quatre pantalons dont deux noirs ot deux bleus, six che-
mises dont trois blanches, deux bloues et une jaune,
Au moment de s'habilter, survient une panne d'6lectri-
cité. Monsieur DIOP, pressé, enfile un pantalon et une
chemise sans se préovcuper de la couleur de ses vele-
ments.

1. Combien a-t-il de maniérey différentes ds s'habiller ¥
2. Combien a-l-il de manidres de s'habiller sachant qu'il
porte :

@} une chemise blanche ¥
&1 un pantalon noir 7

¢} un pantalon blev et uie chemise juune 7

53cn dispose de 4 livres de Mathématiques tous
différents, de 3 livres différents de Biolosie =t de 5§
livres différents de Secicnces Physiques que Ion veut
ranger verticalement sur une élagére,
Déterminer le nombre de rangements possibles dans les
t:as suivants :
1. Les livres des trois matigres penvent élre mélangés.
2. Les livres doivent 8lre rangés par maliére.
3. Seuls les livres de Mathématiques doivent 8lre ran-
gés ensemble,

Dénombremeni?73
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54 Lors do son unniversaire Abdou a invité sepl

de ses camarades, Bintou, Kame!, [Tabib, Koflfi, Paul,
Fatimata el Afssatou, Aucun n'a promis avee assurance
qu’il viendrait.
Quel est ls nombre des possibilités différentes mux-
guelles Abdou sera conlvontd ? .
55 Dans un restaurant, on propose sur une corle
les diverses possibililés suivantes de composer son
menu : '

I emu
Entrée
Setlerde on Bonillon

‘Plat du jour
Paulet f#it ou Gibier en sauce o Poisson braisé -
Accompagnement .
Plainiain ffit ou Riz ou Plaintain boudli
ou Herdeot rouge

Dessert
Fruit on Gdleun

Que!l est le nombre de menus dillérents que 'on peut
composer en prenant une gnfrée. un plat du jour avoe
un accompagnement ot un dessert 7

Quel est le nombre de meuus différents que 'on peut
composer en ne prenint pas d’enfrée ?

PROBLEMES

56 ARCD est un reclapgle. On bace 5 droilas
paralléles & (AD] coupant [AB| et 3 droiles paralieles i
(AT} coupant [BCL.

Combien pout-on «dénombrer du rectangles sur celle
Ligure ?

37 On veut trouver le nombro «,, de segmonts [or-
més avee n points (n > 0) gilués sur un segment [AB].
Pour cela:

- rouver successivement ot & Faide d'une ligure, los
nombres de SeEMENts u,, 4y, Uy, Uy ot ug formds avoc 1
puint, 2 poinis, 3 poinls, 4 points et 5 poinls.

~ Wouver ime formule de réeurrence explicitant le cal-
el de u, en fonction de i, o, puis oxprimer u, en fonc-
tion de n unigquement {r > 0),

58 Nes points silués sur noc droite (1.) délinissent
des parties de droites : les segments ot les demi-droites.

a4 A B C ] E

Reproduire el compléler le tableau ci-dessous.

Trouver une relalion de xéeurrence permettont de cal-
culer le nombre ¢, de parties de droites définios par n
paints {7 > 0},

rﬁomhre tle ﬁoiuls 1 2 3 R
INomhm de demi-droites 4 ]

Nombre de segmoents i ]
Nombres de parlies i

Exprimer v, en fonution do # uniquement.

974 Dénombrement

59 Une droile partage un plan en 2 régions.

1 ()
e
Deux droites sécantes partagent un plan en 4 régions.
i {L-> .
EN 2
2“‘\. 3
\

e
a) Fn combien de cégions, trois deoilos deux & deux
sGeantes partagent-olles un plan ?
b} Quel ost le nombre de rdgions pour 4 dmwites, 3
droiles et 8 droites deux 3 dueux sécantes (lruis guel
conques d’entre elles p’élunt pas concourantes) ?
¢} On désigne par d,, le nombre de cégions (éfinies par
n droites deux 2 doux sdeuntes (o € R, irois quel-
congues dentre ellos n'étant pas concourantes), conjec-
turer vae formule de xécurrence entre d, el o, puis
exprimer d,, en fonction de n senlement.

60 o disposo d'un damier rated 4 x 4 (4 lignes X
1 volonnes).
On place nn pion dans Ja case A, ¢t lo pion uw pent se
déplacer qua d'une case i la fois, verticalement ou hori-
zontalement {voir schéma ci-dessous).
Combien y a-t-il de chemins possibles poor aller de la
casc A\ dlacase TN 7
‘Irouver [8 nombre de clieming possibles pour aller de
la case A, A la case B dans le cos d'un damior carré
5 x 5, puis lo nombre de chemins possibles pour aller
do la cass A, 3 1a case F dims e cas d"un damior carrt
8 X 6.

D

" :

Al@1T |
I T
Coujecturer pour un damice n X n (2 > 2]

67 Taucent vour aller voir tous ses camarades,
Amadou, Sawadogo, Koffi, Qusseini el Yao et rovenir
chez lui, on passanl unc scule luis chez chacun «'entre
cux par 'un des chemins indiqués sue le plan.

Quel st le nombre de tous les itindraires possibles de

Taurent ?
{aurent

. Qusseiri — Sawadoego
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‘ Statistiques

Le mot « Stotistiques » est ufilisé pour exprimer plusieurs réalités différentes.

Les media parlent de statistiques relatives aux accidents de la roufe, oux reussites
ou bacealauréat, etc. C'ost donc simplement un ensemble de données numériques,
Les stalistiques désignent, dans le cadre de notre élude, un ensemble de mélhodes
scientifiques visont & organiser et & andlyser des données [numériques) afin de
pouvair tirer des conclusions volables et @ prendre des décisions raisonnables sur
lo base de cefte analyse.
Aussi, les Elals doivent procéder périodiquement, sur lo population d'une pari, &
un recensement, c’est-G-dire un relevé exhaustif de renscignements, d'autre part &
des sondages. Le sondage est un relevé partiel sur un échantillon représentatif de
la population.

les Etats ne sont pas fes seuls a bénéficier des apporis de celie science. Par
exemple, si le travailleur du sccteur informel, Farlison qui connait son personnel,
ses machines, ses revenus n'a pas foujours besoin ce siatistiques, le directeur géné-
ral d'one sociéié importante ne peut se passer de statistiques, compléments de lo
complahilité, pour diriger son affaire. :

Les Etcts, les sociétés importantes, elc... ressenient toujours daventage I'utilité de
disposer sur le monde de plus en plus complexe qui nous entoure, d'informations
chiffrées objectives.

v T R T T T

’b%'.  y
g

i

BT e B e
ol oy P ALy
. (: i ' . r %‘ 3z

o s e R LR
Dans nos pays, quel pourceniage d'enfants entrant en 67 obfiennent le baccalou-
réat 2 Quel pourcentage de filles de 8 ans fréquentent unc école ?

1. Séries statistiques groupées en classes 276

2. Caractéristiques des séries groupees 281

Statistiques o175
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=z Serie statisfique groupée

W Exemple 1 : étude de tailles d’éléves
* Une cnquéte a élé réalisée au lycée Lamine Gueye de Dakar en 1994. Le tableau qui suit donne les
tailles cxprimées en contimatrus, des 51 Eleves de la 2° A, A,

159 168 1656 162 164 163 166 1589 155 161 168

1538 166 150 163 164 162 167 172 164 161

163 165 176 174 164 173 166 160 164 170

170 151 160 156 162 158 153 177 163 162

163 163 165 158 167 157 169 157 173 161
Ces données permettent de définir une série statistique de 24 modalités différentes dont 10 n’apparais-
sent quune [ois. )
Pour faciliter I'étude d’une telle séxie, on pent regrouper les valeurs en des intervalles disjoints deux &
deux : [150 ; 160[ , [160 ; 163[, [165 ; 170 ct [170; 178
Ces intervalles sonl des classes de modalités.

Vocabulaire.

Ueffectif d'une classe [a ; b[ est le nombre d'individus de la population étudiée, dont les modalités
appartiennent & P'intervalle [« ; bl

lL.a fréquence d™une classe esl le quotient de son effectif par U'etfectif total.

Par exicnsion, I'effectif d’un intervalle ! est le nombre des individus de la pupulation, dont les modali-
Lés appartiennent a Uintervalle 1,

Le centre d'une classe [« ; [ est le nombre & ; b :

[’amplitude d’une classe [a ; bl est le nombre b — a.
l.a densité d'une classe est le quotient de l'efloctif par I'amplitude de la classe.

A laide du tableau dommant les tailles des ¢leves, complélons Ie tableau suivant qui donne los effec-
tifs et les [réquences.

| Classes Amplitude ! Centres Effectifs Fréquences!| Densités
1150 ; 160 | 10 - 155 12 23,5 % 1,2
[160; 165 | ! 5 162,5 20 36,2 % 4
[165 : 170 [ 3 167,5 11 21,68 % 2,2
[170;178[ 8 174 | 8 157% . 1

Ce tableau détermine unc série stalistique groupée.

En général, dans une série statistique groupée, on ne connaft que le lubleau donnant les classes el leurs
ellectifs, les modalités de chiaque individu ne sont pas connues.

= Série statistique des centres

A chaque série stalistique groupde, on associc généralemont la série statistique des centres des classes,
en considérant que 'clfectit de chaque classe est concentré ¢n son centre.

Dans I'exemple 1, la séric associée ¢st déterminde par le tableau suivant :

i

Cenlres +155 162.5 167.5 174
Effectifs 12 20 3% 8

* Représenler cetle séric des centres par un diagramme en bitons.
e Calculer la moyenne, la variance et I'éeart-type de cette série.

a

Q76 Statistiques ' 2
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1.2. Représentations graphiques

Construction d"un histogramme
Une série sllislique groupée est ropsésentie par =5
un diagramme, appels histogramme des effectifs, )

C'est un diagramme constitué de rectangles juxta-

1cm?

posés dont :
2 < represente
- les largeurs sont praportionnelles aux ampli- R
8 e Prepie I 4 individius

tudes des classes

~ les hauteurs sont proportionnelles aux densités
des classes.

Ainsi, chaque rectangle 4 une aire propertionnelle

4 I'effectif de la classe qu'il représente. 150
L'histogramme ci-contre représente la série grou- :
peie des tailles des élaves (voir exemple 1).

160

L'histogramme des fréquences se définit de manidre analogue.

Remarque

1()5 '

170

178

Lorsque les classes ont o méme omplitude, les hauleurs des rectangles sont dvidemment proportion-

nefles aux effectifs.

Lecture d’un histogramme

sExemple 2 : étude de recettes de commergants
L'histogramume ci-contre représente les recettes (en
milliers de frangs) de 300 commergants.

1 em? représente 30 individus.
On se propose de calculer les effectifs de divers
inlervalles & Laide de cet histogramme donné, Xis ; ;
10 20 25 40 45 50 0
pCalcul de Veffectif d'une classe
Pour exploiluc cet hislogramme, complétons le tableau qui suil ;
Classes Amplitude | Centres Hauteur Largeur Adp , | Effectifs |Fréquences
: en cm en cm en o = : =
[10;20] 10 15 2 1 2 60 20%
{20;25[ 5 22,5 3 0.5 1.5 45 - 15%
(25 ;40 [ 15 32,5 2 1,5 3 90 - 30%
(40 ;45 [ 5 425 2,67 0.5 p i < 40 - | 13,3%
[45 ; 50 | 5 47,5 1 0.5 0.5 s 5%
{50 ; 60 [ 10 55 1,67 1 1,67 50 16,7%
Total 10 300 100%

De ce tableau, on peut tiver par exemple les informations suivantes :
60 commergants ont une recetic comprise entre 10 000 F et 20 Q00 F :
15 commergants ont une recetle comprise entre 45 000 F ¢t 50 000 ¥ :

30% des commergants ont une recette comprise entre 25 000 I ot 40 000 T
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Calculons 1offoclif de Vinlervalle 120 : 5[, ¢'est-a-dire, déterminons le nombre de commergants de la
population étudiGe, qui ont une recelle comprise entre 20 600 ¥ et4s 000l

Lintervalle [20 : 45| est 1a réunion de trois classes disjointes : 120 ; 45 = [20 ; 25[ U [25 ; 40{ U {40 ; 45/,
Leffectif de cel intervalle ost done égal i la somme des cffectifs de ces trois classes : 45 « 80 + 40.

I y a done 175 commergants qui ont une recelle comprise entre 20 000 F oL 45 000 A

¥ Calcul de Veffectif d'un intervalle quelcongue

Calculons 'effectif de I'intervalle [15 ; 30[. c’est-d-
dire, délorminons le nombre de commerganls de la
population étudiée. qui ont une recette comprise
untre 15 000 I ef 30 000 I

'_.—'I

I""_

B ) |
0 | 209 40 45 50 60
18 30

La partic grisée de Phistogramme représente 'el-

fectif de Pintervalle [15 : 30! ; son aire est de | [ectif de Pintervalle |- : 55] ; son aire est de

3.5 cm™.

On peut évaluer Ueffectif de cet intervalle :
3.5 X 3

Il y u done approximativement 105 commergartls
qui oul une recelle comprise enlie 15 000 T of
30 000 I

Calculons 'effectif de Vintervalle [— == ; 55, ¢’est-
a-dire. déterminons le nombre de commergants de
ta papulation étudide, gui ont une receile inférien-

" re ou &gale d 55 000 K

- -

F_ﬂ—\

|
WA 50 60
ks

La partie grisée de Uhistogramme représente I'el-

10 90 95

3 3 4 1 1

Om peul évaluer efectil de cet intervalle :

ot

35 % 30.

5] ;
il v a donc approximativement 265 conunergants
qui ont une recette infGrieure ou égale a 55 000 A

x ff;--} mé.

Romarquons que Peffectifl do lintervalle [20 ; 45 ost une valeur exacle parce que cel intervalle ost la
réunion de {reis clusses de la séris étudiGe. Pour les intervalles [15 2 30( ol |- oo ; 551, il n’en est pas de
méme ; le nombre tranvé n’est qu'nne valowr approchée car les données ne permettent pas d’abfenir el

[eclif oxact.

Polygone des effectifs

Le polygone dos effectils d'une série stalistique groupdéo s'obtient cu lragant le polygone des effectily de

la séria des cenlres qui lui vst associée,

55 195 1605 174

Polygone des effectifs des tailles des éloves

078 Statistiques
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szt E" ercice

lia  En1996, une enquéte a été réalisée dans lentreprise XYZ and Cn afin de
des 2 350 ouvriers. Les résultats obtenus sont repris dans le tableau qui suit ;

réollor des informations sur Iige

Ages (o anndes) 18250 f25:300 [30:35] [35:40{ [40: 30l [50:63]
Effectils 308 460 JIR i 543 228 k3]

Construire Phistogramme des effectifs,

Fealuer le uenubre d'ouvriers de cette cntreprise donl l'age cat compris eatre 25 of 45 ans,
Evaluer te nombre d'ouvricrs qui ont moins de 32 any.

1.3, Effectifs et fréquences cumuiés

ns

A Paide de Thistogramme de Vexemple 2, on veut déterminer le nombre de commergants dont [a recet-
te esl inférinure ou égale & une sonme donnée. A ot affet, on définit les effoctifs of [réquunces cumulés.

Définition o) B e )

r est un nombre réel,
On appelle
- effectif cumulé croissant de r, effectif de Fintervalle |-« : 1]
- effectif cumulé décroissant de r, I'effectif de Iintervalle [r ; + oo
- fréquence cumulée croissante de r, le quotient de son effectif cumulé croissant par l'effectif total.

- Jréquence cumulée décroissante de r, le quotient de son effectif cuomulé décroissant par Pelfectif
tatal.

. Diagrammes des effectifs cumulés

Dans une série statistique groupée, les effectifs ot fréquences cumulés des exteémités dos clusses se cal-
culent aisément.
Dans le tableau qui suit, on a caleuls les effectifs cumulés croissants et décroissants des extrémites des
classes de Ugtude des tailles des éloves (voir Fexemple 1).

Intervalle  Modalité Efﬁ}c“.{ cumuld Intervalle  Modalite Eﬁ".‘:tif.‘:‘"""m
croissanl décroissant
] : 150] 150 0 (150 ; + =] 150 51 i
]~ = ; 160] 160 | 12 (160 4ol | 160 39 o
]= e ; 165] 165 a2 [165 1 + o] 163 19
l-e:170]. 176 43 [170:+e] 170 8
[ =20 178] 178 61 (178 ; + o] 178 B

L'application de R dans R qui, 2 chaque nombre réel associe son effectifl cumuld croissant esl appelée
fonction de répartition des effectifs pour le cavactére dtudic.

Tonte fonction de répartition est croissante sur .

e . . . - ¥ - . . ey .
Dans le cas d'une série statistique groupée, la détermination de Ieffectif do I'intervalle |- o : ) par lec-
ture de ["histogramme montre que la fonction de répartition ust affine par intorvalle.
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Flifr s B A SRR 51—
D B R S — 1 .
: Bpemtesiionnannasd .
.| FERRRP s | i :
| g pesad]
1 . _ : E i
7 8_-_:_-_.._‘__.-_..,,% ..............
T i (i ] ! § e .
150 160 165 170 178 150 160 165 170 178
Diagramine des effectifs cumulés croissants Diagramme des effectifs cumulds décroissants

300

Considérons le diagramnme des effectifs cumulés 250 ]

croissants, qui concerne les recettes des commer- 235 E

gants (voir I'exemple 2). E

On peut estimer le nombre de commergants qui 165

ont une recette inféricure & 35 00O T, par excmple.
Tl suffit pour cela de lire ordonnée du point du : : :
graphique qui a pour abscisse 35. 105 : — : :
= Vérifier 4 I'aide de Phistogramme correspondant . / _: {
que effectif de Uintervalle -2 : 35l est 165, =0 [T Co : i, s
£l ol Lt i
10 20 25 35 40 45 50 60

— EX ercice ammmmeai

1.b  En1v97, )2 mame cnquéte a élé réalisée dans Pentreprise XYZ and Co alin de régolter 3 nouvean des infor-
mations sur I'age dos ouvriers. Les résultats obtenus sont repris dans le tableaw qui soit

Ages (en années) | [16; 25 [25:30[ [30:35(! [35:400 [40:50[ [50; 65l

Effectifs 273 387 723 570 308 65

Construire les diagramues des effectils cumulés croigsants et décroissants do celln série groupde.

Evaluer le nombre d’ouvriers qui ont moins de 33 ans.

Evaluer le nombre d'ouvriers de cette entreprise dont dge est compris entre 26 et 46 ans.
Comparer avec le nombre d'ouvriors dont ige était compris enlre 25 et 45 ans eu 1996 (voir ex 1.a).

M
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M} Caracteristiques des séries groupees.

Les caractéristiques de position donnent une idée de I'ordre de grandeur des observations. Les caracté-
ristiques de dispersion permeticnl de décrire I'étalcment dus valenrs du caractire.

2.1, Caractéristiques de position
e Closse modale - Mode

* Définitions
Pour une sériv statistique groupde, on appelle généralement
- classc modale loute classe présentant un affectif (o1 une fréquence) maximal,
- made le centre de toute classe de donsité maximale.
Dans Ihistogramme, ce sont les reclangles d'aire maximale qui représentent chaque classe modale el les
rectangles de hauleur maximale qui représentent chague classe dont le centre est un modo.
Lorsqu'une séric statistique ne présente qu'une seuly classe modale, olle est appulée séric uni modale.
Dans le cas contraire, clle est plurimodale (ou mullimodale).
Ainsi. unc série ayant deux clusses modales est dile séric bimodale.

¥ Détermination graphique

= R

|

150 160 165 170 178 16 90 %5 40 45 50 60
Histograwmme 1 : tailles des éléves Hlistogramme 2 : recelies des commerguls
» Quelle est la classe modale ? + Quelle esl la classe modale ?
e Quelle est la classe qui a la plus grande densité ? | * Quelle cst la classe qui a 1a plus grande densité ?
= Quel est Je mode ? e Quel est le mode ?
S M(} yenﬂe

¥ Définition
On appelle moyoune d unc série stalistiquo groupée, lu movenne de la série (c,n,) des centros de classes

qui lui est associée.
N désignant Peffoctif fotal, /; désignant la fréquence de Ja classe de centre «, la moyenne est dong lo

nombro, noté ¢, tel que :
P

Lng pe +n,c, t .. tnc N : elfectif total
=2 B i B0 LB A =_§11;qi f; = 1a Indquence de la classe de centre ¢;
N N 4 p : nombre de classes

o Organisation du calcul de la moyeone de la série sroupée tles receflcs de commerganis

~ Classes [10; 201 [20:25] [25;401 [40:45[ ]45:50[ [50; 60l -

'__(:.;nilrus <, 15 22,5 _ 32,8 '[ 42.5 475 &b Total
Lffoctifs =, 50 45 . 90 a0 . 15 50, 300

Produits mxe; | 900 10125 2925 1700 7125 2750 10 000

o Vérificr que Ja moyenne de la série groupée des recettes des commergants cst : 33, 333 (en milliers de 1)
« Vérifier que Ja moyenne de la série groupée des luilles des élaves cst : 163,6 (en cni)

Statistiques 281



www.biblio-sciences.org

“ Définition
On appelle médiane d'une sérvie statistique groupée. tou! pombre M, tel que : :
= la maili¢ au moins des individus oni wne modalite inféricure ou égale & M_

— I moitid au nwins dos individus onl une mod

u

alitd supéricure ou dgale a M,

M, est done tel que sa [réyuence cumnlée eroissante est supérieure ou égale a 50 % el sa Iréquence cumn-
lée décroissanle esl aussi supérieure on égale & 30 %.

" Détermination graphique

Sur le dingramme des fréquences cumulées crois-
santes des failles des élaves (voir Vexemple 1), M,
est I'abscisse du point de lu courbe qui a pour
ordonnée 0,3 : ¢’est aussi l'abscisse du point de la
courbe qui a pour ordonnée 0,5 sur le diagramme
des fréquences comulées décroissantes, '

Siles deux diagrammes sonl lracés sur un méme
graphique. Ia médianc est Fabscisse du painl d'ine
1ersection.

"Détermination par calcul

La médiane Me de la série groupée dos recettes dos
commergants (voir l‘izxmnplt‘. 2) est le nombire dont
Peffectil cumuldé croissant est Sgal & 150 (moitié de
Volfectif total).

On sait que Ueffectif cumulé croissant de 25 sl
dgal 4 105 et celui de 40 est éoal & 195,
De l'encudrement 105 < 150 < 195,
on déduil I'cneadvement suivant de M, :
23 <M, <40

1l suffit de caleuler Fabscisse du point d'ordonnée
150 sur le diagramume des effectifs cumulés croiy-
sants, représentation graphique de la function de
répartition dus effectifs,
Sur 'intervalle [25 ; 40, celte [onction coincido
avee Ja fonction alfine ftelle que

A25) =105 et fl40) = 145,

M, est le nombre tel que M) = 150.

‘ar application des proprictés des fonclions affines

150 - 105
M, -25

185 - 105
40 - 25

Ona:

= Dot M,

100 Bt ~

105
150 ;
105 o
v b '
& ; :
VA N :
i i e :
/ : T ;
PR T W 3.
10 90 9% 40 45 50 &0

. AIMe) = f25) H40) - A2s)
, on déduit =

M. 25 40 - 25

= 32.5.

-.2.2. Caractéristiques de dispersion

Variance

1)é[]nih'un

CQu appelle variance d'une série statistique groupée, la variance de la sirie (¢,n,) dos contres de classes

qui Tui est associde.
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Ruppelons los formules de la vaciance V ; N désigne Pellectif lotal.

r : g - ; .. : )
E ol = o) - PrafE -l +..+nfe-c )
V= - - =% v )
: N N 2 “
i . ) p—— s 2 o3
[
= i . tﬁn,r;
Formule de Koenig : V=2 ik K

® Organisation du caleul de la variance de la série groupée dos receites des commergants
Utilisons la formule de Kuenig pour caleuler la variance de la série gronpée das recoltos.

Classos [10:20] (20:25] 125:40{ [40:45] [45:500 150: 60|

Contres ¢ 5 22.5 325 ~ 425 475 33 ‘lotl
Elfectils 7, B0 as 90 40 15 50 ano
Trodultsm ke, 900 10123 2925 1700 7125 Tazs0 10000

Produits o, x ¢} 13600 2278125 95 062.5

72 250 33 84375 1531 250 388 687.5

o Virifier que la variance de la séric groupée des recettes ost § 184,514
e Virifier que la variance de la série proupée des lailles ost @ 38.123.

zcarf-type

La variance dune série élant notée V. on appelle écart-type de aotte série. la racine carrde positive de V.

I éuart-lype est nole o,

I
|I V=oc? ot 6=,V.

s Virilier que, dans Fexemple 2. 'écart-type de Ja série groupde des recettes est 0 13.58 .
= Vérifier que, dans lexemple 1. Uécart-tvpe de la séric groupdo des Lailles est @ 6,17,

Par rapport A la moyenne, un écart-lype faible signifie que les valenrs du caraetvre ne s'éeartenl pas brau-

coup de Ja moveona.

Par rapport 4 [a moyenne, un éearl-type important signifie que les valeurs du caractdre sonl lmgement

éaldes de part ot d'antre de la moyenne,

Bemarq_u_g:

La movenue, fu variance ¢ Fécart-lype d'une série groupde sont cadenlés a aide do fa série statistique

des cenlros des closses qui haid est qssocice.

S E xercices =

2.a Reprendre les séries groupées délerminies par
un tableau dans les exercices 1.a et 1.b,
Calculer la movenne. lo maédiane et I'éeactaype
de chacune de ces séries.

Commenler les ndguliat: oblenus, Que peul-on
déduire rolativemant & Févolution de effectil
dans cette streprise ?

2b

Fvaluer 'nfTect:l de Vinlervalle | o0 - of
dans chazune des sivies gronpées prosenlies
dans ce chapitre. & disignant la moyenne ol o
Uécarl-type dans chacun des cas.
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i

APPRENTISSAGE 0

?éries statistiques
oupées en classes

Regroupement en classes

1 Le tableau qui suit donne les notes vbtenues en
Mathématiques par los dlaves des rlnsses de 17,

3 4 5 B 9 10
15 17 11 14 7 g
it ] 7 4 7 11
15 13 11 10 7 8
13 14 5 g B 10
13 L 9 # 4 11
8 10 i) 14 12 10
12 13 12 11 15 3
14 pit 106 3 G a
14 4 & 8 12 14
13 141 11 10 17 16
6 12 10 15 3 10
10 16 0 10 15 11
6 13 12 4 2 15
: 13 4 3 15 11
4 11 12 4 7 L]
17 3 8 3 9 13
8 8 8 10 10 10
Y i3 11 i3 11 10
11 10 15 4] B 7

1. Regrouper ces notes dans les clusses sulvantes -

[0; 8. [8:10[, [10; 12[, [12 ; 15[ ot [15 ; 20]
2. Déterminer les effectifs et los fréquences de chacune
des classes.
3. Détexminer la aéric das centres du classes associée.
Consfruire les représentations graphiquoes

@Le tableau suivant donne I"Age des habitanls
d’un dchantillon de la ville de Thigs :

[ Age [0:6[  16:15]  [15;25] [25;a8]
l Nombra 40 3 1 32 |, 29
Age 135 ; 451 | 145 : 601 (60 ; 90f
Nombra 2 o2 18

1. Construire un histogramme représentant cetle série
groupde.
2. Evaluer le nombro d'individus de ot schantillon
dout l'ags

— 05t cumpris enlre 5 ans ¢t 20 ans.

— bsb pupériour & 50 ans,

— est inférieur & 30 ans.
3. Construire Je diagravme des effoctifs cumulés crofs-
sanls et celui des effectifs cumulés décroissants.

Le tsbleau suivanl donne I distribufion dey
ellectifs de la durée de vie d'un échantillon d’ampoules,

L4
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Exercices

Durée de vie (en heures) Nombre d'ampouhes__l ;
1250 ; 500] ' ; 35

[500 ; 600 25

1600 ; 700 _ ; 20 ;
1700 ; 800] ' 15 7
(800 ;1 000] ) 5 |

1. Calculer la fréquencs de chacune des classos

2. Construire un hislogramme représentant cetto série
groupse.

3. Construire le polygons des offetifs.

4. Construire le dingramme des elfectifs cuniulés crois-
sands et celul des effectils cumulds décroissants,

A Les vuvriers d'unc ontreprise de Douala sonl
répertis suivant leur saluire journalier {en milliors de
francs CFA) dans le tableau ciedessous :

Salaires Effectifs
L:27 . " 38 |
z;37 76 |
3:8] 31

i5:8] 39

1. Calculer los fréquences de chacune des tlassos

2. Construire un hislograwme représenlant celte sério
groupdée.

3. Consteuire Ie polysone des slfeciifs.

4. Construire le disgramme dey sffectifs cumulés crois-
sanls s celud des offectifs cumulés dcroissants.

SDans un lycés, on a inlerrogé 400 éldves sur fe
nombre d’heures de travail qu'ils offectuent chaque
semwaine (y compris les cours).

Les résultats da cotte enquéte sont représentés par his-
togramme qui snit,

On peut remarquer que, ponr chaqua dléve. le tomps de
travail est compris entre 35h et 70k,

35

1. Calculer los effectifs de chague classe.

2, Evalucr Je nombre d'dléves dont lo teaxps do travail
hehdomadaire est compris entre 40 I et 50 b,

3. livaluer le nombre d'éléves dont le temps de travail
hebdomadaive est inférieur 2 80 b.

4. Constririre le disgramme des effectifs cumulds crois-
sants,
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& Dons une hagjise, ™ & pris au hasaed 150
chixpias de moins do 58 300 F el on a velevé Y montant
de nes chivjues,

Lo diogranune dos elicctiis cumulds crolssunis repré
senie los résultals de cetle engute.

Las montonts des chaques sont indiqnés en milliers do
francs.

150

g'--,---. cmmecsimeness cmemad

L .

(/ 0 95 %0 30
1. Evaluer le nombre de chéques dont lo montan! ost
inféricur & 25 000 K,

2. Evaluer le nombre de chéques dont lo montani est
compris enfre 20 000 K ot 40 000 F.

3, Reprdsenter los résultats de cntle enguéle par un bis-
Logramme.

aractéristiques des séries
regroupées

Curactéristiques de position, de dispersion.

7 Tas ouvriers d'une entreprise sont répaortis sui-
vant une indemunité {exprimée en milliers de [rancs).
o obfient le lableaw suivant :

Tndemnités | (052 [2:4] ) |
Tflectifs 19 ' 21 | 25 |
rinc}nmuilés |G ;8| 18 ;10§ o120 |
tﬁﬂfuurs 15 i : 2

1. Déterminer la classe modale,

2. Galenler 1o maode, la moyenne.

3. Calenler la varianco of Uéoort-lype.
4, Caleuler lo médiane

Une enquéte sur Lo masse. on kilograuumes, de
150 personnes & donnd le tablean suivant

[ Masse 145 - 55 i55.60] |60 : 65l
Fifectifs 20 31 Y]

{ Masse l70:750  {75;85]  185:160]
Effeclils 340 12 % ]

1. Déterminer la elasse modale.
2. Galenloer le moda, Ja moyeome.
3, Calouler la varianco el Pérarl-tvpe,

Reprendre les données de Uexercice 2.
1. Déteniner la classo modale,
2. Caleuler le mods, 1o moyenne.
2. Calenlee la variance ol éeari-type,
4. Détenminer graphiquement la médinne.

0 Ce tableau donne la réparition des aanclidals
3 un concowrs selon lour note de mathématiques

Notes jo:2f  f2:30 | a:4l  [a:el |
Tilectifs 120 ;0o 40 . 200

R

rNo!i‘..‘i l6:8l  l8:12] 12 li‘q
| Effectifs 180 160 100

1. Déterminer la clusse maodale,

2. Calouler le made, lo moyenne.

3. Caleuler la variance of U'éeart-type.
4. Calculer la médiane.

4 Reprendre les donndes do 'exercicn 3. -
1. Déterminer In classe madalk,
2. Caleuler le made, la moyenue.
3. Calenlur Jo variunce st Péeacl-type.
4, Déterminer graphignement la médiane.
5, fivaluer le nombre d'ampoules dont 1a durde de vie
cst infécionre & ks moyenna,

Reprendre les donndes do Uexernice 4.
1. Néterminer la classe maodale.
2. Caleuler 1 woda, Ta moyane.
3. Caleuler Ia variance el Pécacd-typo.
4, Caleuler In médiane,
5, m désignant ln moyenne des salaires, ¢ désignant
Ubeact-type, éealuer lo pourcentage d'ouviors dont le
salaire junrnalicr se situe dang Uintervalle
im—-o;m=+gl

3 Reprendre les donndes de l'exercien 5.
1. Déterminer la classe maodale.
2. Caleulor le moda, la moyenne.
3. Caleuler la variance ol Uéenrt-lype.
4, Caoleuler la médiane.
5. m désignant la moyenne du nombre dheares do tra-
vail. o désiguont I'écarl-lype, évaluer le pourcentage
d’éitves dont le lemps de travail hebdomadaire se situe
dans [m-o ;m +ol.

Reprendre les donndes de Vexercice 6.
1. Déterminer la classe modale.
2. Caleuler le made, la movenne,
3. Caloulor lo vaniance el Fécari-type.
4. Calculer la médiane,
5. m désignanl Ja moyenne des montants des chégues,
déterminer un infervalle de centee o dans loquat se
sitent 66 % des chijues dludids,

APPROFONDISSEMENT

45 Reprenilre lo tabloau des noles do V'exercice 1.
1™ pariie

1. Déterminer la série statislique des nules que oo
tablean définit.
2. Représentar cetle série par un diagramme en bitons.
3, Construire lo diagranune cuwmulalil (croissant) de
celle sdrie.
4, Didterminer le o los moddes,
5. Caleuler ki moyenue,
6. Caleuler Lo variane ot Ibeart-type.
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2% partie
Regroupor les noles duns les clusses suivantes
[0:4], [0l [10: 140 e |14 ; 20].
1. Caleuler los fréquences de chacune des classes
Z. Construire un histogrammo raprésentant cetle sérip
aroupée,
3. Congtenire le polypone des effectifs.
4. Consleaire le dingramme des eoffectifs cumulés croly-
sis ol celni des elfectifs cumnlés déeruissanis.
5. Déterminer la classe modale,
6. Caleuler le mode, Iz movenne de rotto série groupde,
7. Caleuler lu viviance el I'éeant-type,
8. Déterminer graphigquenient la médiane,

3° pariie
Reprendree le regroupement en classns prapost dans
Pexergice 1.
L. Calculer les fréquences de chacune des classes
Z. Construire un histogranme reprisentant celle sdrje
sroupdn,
3. Construire le polvgone des offectifs.
4. Construire le dingramme des offectifs cumulds crois-
sants et celui des elfectils cumulés décrojssants.
5. Délerminer Ia clusse wndaly,
6. Caleuler le made. Lomayenne de cette sirie growpiée,
7. Caleuler Ja variance of Féearl-lype.
8. Déterminer graphiqueniont Ia médiane.

4° parlia
1. Comparer lus mayennes obtenues dans log brois Pre-
migres parties.
2. Comparer les éeart-lypes obtonus dans los trois pro-
nieres parties,
3. Commenter et comparer Gus trois éludes d'un mome
carnclon: sur une méme population.

On donne une série statistique simple (v;. a,).
Pour rendre les caleuls plus simples et éviter done los
erreurs vventuclles. on peul procider comne suil en
effectoant un changement de varizbles,
Ou pose: x; =« #; + boae ot b dlant deux mennbires ehoi-
sis convenabloment,
Ou définit ainsi lo nouvelles série statistique simple
(y; » n).
aest b imoyenne of » I'éeart-type do la série (v, . n).
Iest ln moyenne of ¢ I'Geart-type de la série (g; . n).
Démontrer que :
lm=ap+h
2.3= |elo.
Application numérique

Les owvriers d'une entreprise sont répartis suivant lenr
salaire horsire en [rnes CFA.,

Gregor MENDEL (1822 - 1884), en découvrant les
remarquables permanences stofistiques, o permis de

rénover la biologie loute entisre.
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Saluices {400, 5001 Ts0u. 6ovi 600, 70| :
Nombre

b ) 13 23 63 I
i L tivriers

Saluires | [700, 00l 1900, inooj
Nombre
' onvriers

1804, a00|

83 al Lo

Pour calculer la movenno ot Fécart-type de celle sirie
groupde. calenler d'abord [a moyvenne of Méeurt-tepe de
ba sdérie simplo suivante ;

SN 1 2 3 1 3 |
W25 & 83 & 15 |

X

L . I
En déduire la mavenne des salairos it of | éeaet
type.

On donae une série skalistigue, O sppelle
Quartiles trois valeurs notées Q23, 30, Q75 telles que ;
Q25 < (350 < Q73
= Lo qnact au plus des valeurs de In sévie soiont infi-
tietres & Q25 ul los trois quarts ag plos lud stanl supé-
rivures.

Q28 est appeld memior quartile.

- La moitié au plus des valours du o série sont inie-
rieuros & Q50 ef la moitid o plos Tui dani supcricires.
Q250 est appeld second Guartile: Nous remarqons tue
Q50 est égale & la médiane M.,

=~ Lug trois quarts des valeies au plus sont inlérionres
Q75 et le quart au plus lui dant supicieres.

Les méthodes nouc calealer Qi25, Qsb. Q75 sout idoen-
tiques & celles de b médin X

On appuelle intervallo intergquartile interyvalle
Q25 :075] .

On appoelle dearl istesguartile I différence {75 s
On définit de fngan analogne des décilos, les centiles o
partageant eo dix, en cenl intervalles de méma inpli-
tudls,

Application numérique
L4 répartition de candidats & un test de présélection

suivant le total des points olitenus a donng.
Towlobteny | [20:300  f30:40 la0:a0 ]
b caundiclats 27 43 38 :
Tota] obteny

- e i
1530 : 60} 160 : 70 761 ¢

Nb canclidats 28 21 3

- 3 ]| |

1. Galenler la movenne.

2, Calenler les quartiles.

4. Grleoler U'éeart inter quantile.
4. Gulculer Péeart-type,
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DE X

des notions abordeéees

#

addotion (formule 47) - 176

umplitude d'une classe - 288

angles associés - 172

angles orientés {somme ot différence d'] - 164
arbres de choix - 257

arcangenient - 260

asvmptote borizontale - 116

asymplote verticale - 172

asvimptote obligue - 128

ixe de syméiric d'une courbe - 18

barveenlre [coordoundes du) - 200
barveentre do deux points - 190
barveentre de plus de trois points - 194
barveenlre partie] - 195 ’
Lase de W - 244

brjection - 68

hijection réciproque - 70

C

carsctérisation analytique d’une translation - 9
caractérisation analvlique des symdtries - 13
caructéristique de dispersion - 282
caractéristique de position - 281

vardinal d'un ensemble fini - 254

centre d'une clusse - 288

centre d'inertic - 194

centre de symétric d'une courbe - 18

cercle (représentalion paramétrique) - 205
cercle lrigonoméirigue - 164

classe modale - 243

combinaison - 265

comparaison de fonctions - 59

composée de deux bijactions - 69

composée de fonctions - 83

composée d'homathéties - 220

composée d'une homot. et d'unc transk. - 221
composcée disomdtries - 216

compesée de similitudes - 220
configurations et transformations du plan - 227
continuité d'une fonclion en a - 82
convergence d'une suite - 1517

coordonnées d'un point de ¢ - 249
coordonnées d'un vecleur de W - 244
cosinus d'un nombre réel - 171

démonstration par U'absurde - 74
démonstration de propositions quantifiges - 21
démonstration par disfonction des cas - 52
densiig dune classe - 288

décomposition d'une rotation - 218
déplacement - 216

dérivabilité et conlinuité - 87

dérivation en « - 94

dérivies - 97

dérivies et opérations - 94

déterminant - 37

délerminalions d'une suite - 144

ddtermination de la dérivée - 87
diagrammos - 268

dichotomie - 134

différence de deax angles orieniés - 164
discriminant - 42

distance d'un point & une droile - 247
distance 'un point i un plan - 247
duplication (formule de) - 7177

E

roart type - 295

effectil cumulé - 2917

clfeotif d'une elasse - 288

Ggalite de Chasles [angles orientés) - 165
¢cuation bicarrde - 44

équation du 2* deurd - 44

tqualious équivalentes - 26

dquation irvationnelle - 49

¢quations lrigonomelriques - 178
extrémun re?alif d'une foaction - 687

factorielle - 263

lonclion cosinus « {74

[anction de référunce - 8
fonction dérivée - §7

forniclion homographique - 12
fonction hinpaire - 16

fonction majorée fminovée) - 60
fonctivn paire - 16

fonction péricdigque - 19
fonction polynome {(étude) - 126
fonction rationnelle (étude) - 127
fonchion sinus - §74

fonclion langenle - 174

fonction valeur absohie - 8
frequence camulée - 297
fréquence d'une clusse - 288

histogramme - 289
homogéndit¢ - 1493

inconnue auxiliaive - 29
inéruation bicareée - 14

indgquation du 2% dogré - 44
inéquations équivalentes - 27
inéquations trigonomélriques - 134
injection - 262

ingquation irrationnelle - ¢9
interprétation physigue du nombre dérive - 94
isobarycentro - 187

isomdtries - 274

istumdiries et configurations - 227

ligiees de niveau - 201

limite & gauche, limite & droile - 88 - 113
limite d'un polvnome & Vinlind - 120
limite d'une fonction & Pinfini - 1146
limiite d'une fonction ¢n a - 82

Index 287
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limite d'une fraction rationnelle & Vinfini - 121

iimllcﬂnpémiitms - 118

majoration d'une fonclion - 60
minoration dune fonction - 60
médiane d'une série statistique - 294
mesure d'un angle orienté - 166
mode - 293

moycﬁ! d'une série stalislique - 293

nomhrt': dérive dune {fonction - 94

orthogonales (droites) - 232
arthoﬁmaux (droites et plans) - 234

~. paramelic (notiom) - 28

patties d'un ensemble - 254

périods - 20

permutation - 263

perpnndit:ulnim commima i 2 droites - 247
plan médiateur - 243

plans perpendiculaires - 237

point pondérd - 190

palypone des effectils - 290

principule (mesure] - 164

produil cartésien - 256

produit de deux fonclions - 64
prograntmation linéaire - 35

projection orthogonale dun angle droit - 247
projection orthogonale sur un plan - 239
projection oxthogonale sur une droite - 241

prajection sur denx plans purpendiculaires - 246

p—n&ls - 256

quotient de deux fonctions - 64

racinesli’un polyndme du 2¢ degeé - 42 - 44

réciproque d’une bijection - 70
vepirres de Vespacn - 244

représentation graphique-d‘une fonction - 9

représentation graphique des termes
dune suile - 146

rosplvanie - 446

vestrictinn d'une fanction - 58

retournement - 218

sens de variation d’une fonction dérivable

sons de variation d'une suite - 148
série stalistique - 288

signe J'un polynome du 2% degrd - 42 - 44
similitude - 218

sinus d’un nombre yéel - 171

somme do deux angles orientss - 164
somme de deux fonctions - 04

somme of p‘mriuil dos raeines - 46
suite arithimétique - 153

suile géométrique - 155

suite numérigoe - 144

suite numdrigue {déterminalions) - 144
systemes d'équations - 26

systome de contrainte - 27

syslome cquivalent - 27

systome riangulaire - 32

rangente d'un nombre véel - 171
triponomdéteique, formule - 176
triangles superposables - 214
triangles semblables - 219

\

varianee d'une série statistiqne - 2094
vecteurs coplanaires - 242
vecteurs de Vespace - 242
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